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33 DYNAMIKA MIKROCASTIC

Mikrocastice v potencidlové jame
Tunelovy jev
Harmonicky oscilator

Problém mnoha ¢astic v kvantové mechanice

Mikrocastice se pii svém pohybu vyznacuji mnoha zvlastnostmi, které pomoci klasické fyziky nelze
vysvétlitajsou ¢asto v pfimém rozporu se "zdravym" rozumem. Tyto zvlastnosti v§ak vyplyvajiipln¢ pfirozené
ptipadem je pohyb UipIn€ volné Castice. Jelikoz na ni neplisobi vnéjsi sila, je Wp:konst., coz pti vhodné volbé
vztazné soustavy piejde na Wp=0, a feSeni rovnice (31.2) - napf. pro Castici pohybujici se ve sméru osy +x

miZzeme vyjadiit ve tvaru

1
lII 4 [%(ZmW)E x]
=Ae .

V ptipadé volné ¢astice nemame zadné omezujici podminky, proto i energie W vystupujici v této funkci miize
mit libovolnou hodnotu. Hybnost volné &astice vyplyva z rovnice p, P=-j h oY/0x, takZe po dosazeni vinové

funkce dostaneme rovnici

. 1
Py =-(NL@mI) Y,
z které vyplyva oc¢ekavany vysledek
1
px = (2m W) 2 *

Hybnost volné Castice je tedy presné urcena, avsak hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice umérna vyrazu
1|Jl|.l*=A2 je konstantni na celé ose x. Volna ¢astice je tedy soucasn€ pfitomna na ose x od - do +. Je to v
souladu s Heisenbergovym principem neuréitosti (Ap=0, Ax—>c°), souc¢asné vsak poukazuje na to, Ze pohyb
uplné volné Castice s presné definovanou hybnosti je nerealny fyzikalni proces. Realnym se stane tehdy, jestlize
piipustime uritou "rozmazanost" hybnosti Ap. V takovém ptipadé je jeji pohyb popsany vlnovym klubkem
(30.7), které rovnéz vyhovuje Schrodingerové rovnici a dovoluje jeji lokalizaci na kone¢ny interval Ax.

Vzhledem k malému praktickému vyznamu pohybu volné ¢astice nebudeme se jiz dale touto otazkou



zabyvat a pejdeme na zkoumani dynamiky ¢astic za pisobeni potencialovych poli.

33.1 Mikrodastice v potencidlové jamé

Velmi ilustrativnim ptikladem zvlastnosti pfi pohybu mikrocastic je jejich pohyb v tzv. potencialové

jame. Je to prostor, ve kterém ma castice mensi potencialni energii, nez mimo n¢j. Ptikladem potencialové jamy

miize byt prostor mezi dvéma vrstvami elektrického naboje (obr. 33.1), elementarni Castice v jadre, elektron v

kovu apod. Pro jednoduchost si podrobné&ji vSimnéme piipadu nekonecné hluboké pravouhlé jednorozmérné

potencialové jamy (obr. 33.2) a ptipadu prichodu elektronu potencidlovou sténou konecné vysky (véty 33.1 a

33.2).

33.1
Celkova energie Castice v nekonecné hluboké
potencidlové jamé je kvantovana a je urCena

vztahem

W= n2, n=12,...,
(33.1)

kde a je Sitka potencidlové jamy a m je hmotnost

éastice.
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Mikrocastice s celkovou energii W mensi nez je
vyska potencialové bariéry Wpo mize proniknout
do prostoru potencialového pole. Hustota
pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v této oblasti ve

vzdalenosti x od rozhrani je ur¢ena vztahem

N | =

p=¢€xp —%[2m(Wpo—W)] x(.

(33.2)

Matematicky definujeme nekonecnou

potencialovou jamu podminkami (obr. 33.2).

-—o<x<0, Wp=>oo,
0<x<a, Wp=0,
as< x<oo, Wp=>°o.

(33.3)

Jelikoz jsme polozili Wp=0, ma Schrodingerova

rovnice pro oblast potencialové jamy tvar

2 2
_h A Wi
2m  dx?
(33.4)
a jeji feSeni je urceno funkci
pr —ipx
y=Ae® +Be ™ ,
1
p=2mw)*.
(33.5)

Potencialové stény jsou nekonecné vysoké,
proto pravdépodobnosti vyskytu mikrocéstice na
hranicich potencidlové jamy jsou rovny nule, coz

mizeme vyjadiit podminkami
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Obr. 33.1 Priklad realné potencialové jamy
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Obr. 33.2 Nekone¢né hlubokd pravouhld
potencialova jama
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Obr. 33.3 Rozlozeni hustoty pravdépodobnosti
vyskytu castice v potencidlové jame pro nejnizsi
dovolené stavy n=1, 2, 3
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y(0)=0 Y (a)=0.
(33.6)

Prvou z nich splnime volbou B=-A, takZze feseni

(33.5) mtizeme napsat ve tvaru

J

=px —ipx
=A| cos &U’ sin 2X - cos E+]’ sin 2% | =
h h h h

2jA sin f;—x.

(33.7)

Druhou podminku (33.6) splnime tak, ze
pozadujeme splnéni rovnice sin pa/h=0. Vyhovuji
ji fesent splitujici podminku

1

pﬁﬁ_a:%(sz)Enna n:192a°'° H

(33.8)

Z této rovnice vyplyva, Ze energie mikrocastice W
mize nabyt jen urcité diskrétni hodnoty urcené
vztahem (33.1). Rozdil mezi prvymi dvéma
energetickymi hladinami je

2
Aw=3_"

8 ma?

Pro elektron s hmotnosti m=10730 kg v
potencialové jame Sifky rovnajici se meziatomové

vzdalenosti v krystalech (a=0,3 nm) je tato energie
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Wp =0 «

R Y —

0
Obr. 33.4 Rozhrani dvou potencidlovych poli

{q;q;*dx=1.

Dosazenim funkce (33.7) do této rovnice dostaneme vztah

4A2fsin2 (ﬂ) dx=4A2f(l—lcos£)
! h A 2 2 h

protoze plati

fcos (ﬁ) a’x=i
A h 2p

. 2px|°

o 2p

Hustota pravdépodobnosti vyskytu castice tedy bude

piiblizné AW=13 eV. Pro makroskopické &éstice
(napt. balon s hmotnosti m=0,1 kg se vzdalenosti
mezi sténami a=0,1 m) je tato energie pfiblizné
AW=10"% eV, takze hovotit o kvantovani energie
nema v tomto piipad¢ smysl.

Na tomto jednoduchém piiklad¢ si
ukéZzeme, jak je mozno normovat vinovou funkci a
najit pravdépodobnost vyskytu Ccastice.
Pravdépodobnost, Ze se castice nachazi ne¢kde v
potencidlové jamé je rovna 1. Proto podminka
normovanosti vlnové funkce (30.10) méa v tomto

ptipadé tvar

(33.9)

dx=2aAdA%=1,

(33.10)

=i(sin 2nm -sin 0)=0.



390

(33.11)

kde jsme pouzili vyjadieni dovolenych hodnot hybnosti (33.8). Vidime, ze Castice se nevyskytuji se stejnou
pravdépodobnosti uvnitt potencialové jamy. Hustota pravdépodobnosti je pro dany kvantovy stav vyjadfeny
¢islem n funkci soutfadnice x. Pfi sténach x=0 a x=a je tato hustota pravdépodobnosti rovna nule. Pro prvé tfi
energetické hladiny je rozloZeni hustoty pravdépodobnosti vyskytu castice znazornéno na obr. 33.3.

Pii vypoctu hybnosti ¢astice podle vztahu (31.19) s vyuzitim vlnové funkce (33.5) musime mit na zieteli,
ze prva cast vinové funkce charakterizuje Castice pohybujici se v opaéném sméru osy +x, druha castice
pohybujici se v opacném sméru. Do vztahu (31.19) proto musime dosadit jen jednu nebo druhou funkci.
Dostaneme vysledek p=(2m W)l/ 2 Jestlize bychom dosadili celkovou funkci (33.5), vyjde nam p=0, jak je
mozno se presveédcit dosazenim. Je to spravné, protoze stiedni hodnota veli¢in p=(2m V\Dl/ 2a p=-(2m W)l/ 2
se skute¢né rovna nule.

Jestlize prejdeme k realnému piipadu potencialového pole, ve kterém nejsou bariéry nekonecné veliké
zjistime zajimavy - z hlediska klasické fyziky nepochopitelny - jev, Ze totiz Castice s mensi energii nez je vyska
bariéry se mohou dostat do oblasti bariéry. Jestlize pak ma bariéra jen konecnou tloustku existuje konecna
pravdépodobnost proniknuti ¢astice touto bariérou (obr. 33.4). Za ucelem dikazu tohoto jevu uvazujeme o
ptipadé jednoduchého rozhrani dvou potencidlovych poli - jednoho ve kterém je potencialni energie Castice
rovna nule Wp=0, druhého s potencialni energii Wp=Wpo (obr. 33.4). V prvém poli plati rovnice (33.4) s

feSenim (33.5), které oznac¢ime jako Yy, ve druhém poli mé Schrédingerova rovnice tvar

w2 dy,
o g O
(33.12)
Jejim feSenim je funkce
Lp/s _Lpiy 1
V,=4,e™ +B,e® ,  p=R2mW-W,)]*.
(33.13)

Pro nas je zajimavy ptipad, ve kterém je W<Wp o U- Castice ma mensi energii neZ je vyska potencialové bariéry.

Je proto mozno psat p'=j[2m(Wp0—V\D] U/ 2=j Py, kde p, je realna veli€ina. Funkee (33.13) piejde do tvaru

y,=4,e * +Be™.

(33.14)



391

Ze standardnich podminek (v€ta 31.3) vyplyva, Ze na rozhrani (x=0) musi byt vinové funkce Y} a 5 a jejich

derivace spojité

Y, (0)=9,(0),
(33.15)

v, |_d¥,
dx dx
(33.16)

a kromé toho podminky kone¢nosti vlnové funkce vyplyva, Ze pro xd e musi byt U, konecnd. Tuto podminku
splnime volbou B5=0. Podminky (33.15) a (33.16) ndm potom umozni vypocitat podily B /A resp. A /A;. Na
tomto misté si znovu pfipomefime, Ze prvé ¢ast vinové funkce Yy charakterizuje ¢astice pohybujici se opatnym

smerem, tj. Castice odrazené od této bariéry. Funkce

1
P,=4 e_g(pzx)
24y

(33.17)

popisuje ¢astice pohybujici se dovnitf potenciadlového pole (energie Wp o)- Nalezenim podili (B l/Al)2 mizeme
tak nalézt pomér pravdépodobnosti vyskytu castic v jednotlivych situacich, tj. ¢astic odrazenych od potencialové
bariéry, resp. ¢ast téch, které vnikly do bariéry. Jelikoz odraz Castic s mensi energii od potencialové bariéry s
vEtsi energii je pfirozenym jevem, soustfedime se jen na Castice, které vnikavi dovnitf potencialového pole.
Pravdépodobnost jejich vniku najdeme aniz bychom museli hledat hodnoty konstant A|, By a A,. Pocet téch
castic, které se na rozhrani x=0 "octly" se smérem postupu do potencialového pole bariéry urCuje ziejme vyraz
llJz*(x) Y5 (x), proto jejich podil, neboli pravdépodobnost vniku do bariéry je s ohledem na tvar funkce (33.17)

vyjadiena vztahem

* 2 %
P) - P, (x) ¥,(x) =e{¥[2m(14’,,,,-W)] x},

¥, (0) ¥,(0)
(33.18)
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cozje vztah (33.2). Vidime, Ze v redlnych podminkéch se tato pravdépodobnost nikdy nerovna nule, coz znaci,
Ze 1 Castice s malou energii maji ur€itou pravdépodobnost priniku do oblasti potencidlového pole bariéry
charakterizované vétsi potencialni energii. Tato pravdépodobnost se vSak vyznamné lisi od nuly jen v
mikroskopickych podminkach. Napt. pro elektrony (m= 10730 kg) pti rozdilu energii WpO-W=1 eV (které jsou
bézné napt. na kontaktech) je pravdépodobnost vyskytu vzdalenosti x=0,1 nm asi p=0,6, ve vzdalenosti 0,3 nm
je P=0,1 a ve vzdalenosti x=1 nm jiz jen P=0,003.

Je mozno lehce ukazat, Ze existuje i od nuly rtizna pravdépodobnost, ze se ¢astice odrazi od stény i
tehdy, jestlize ma vétsi energii, nez je potencialni energie bariéry. Z hlediska klasické fyziky je kazda piekazka
pro castici bud’ neprostupna, nebo prostupna, v kvantové fyzice kazda prekazka castice Casteéné odrazi a
¢astecné propousti.

33.2 Tunelovy jev

Jiz v predchazejicim ¢lanku jsme se dozveédéli, Ze realna potencialova bariéra nemiize zabranit tomu,
aby ¢ast mikroc¢astic vnikla do oblasti bariéry. MuzZeme proto oCekavat, Ze jestlize oblast potencidlového pole
bude dostatecné izka, mohou se ¢astice bariérou dostat na druhou stranu, i kdyZ maji mensi energii nez je
potencialni energie bariéry. Tento jev se podoba piekonani kopce vlakem priijjezdem tunelu, proto se uvedeny
jevnazyva obecné tunelovym jevem. V soucasné elektronice se Siroce vyuziva, proto se jim budeme podrobnéji
zabyvat (véty 33.3 a 33.4).

333 Potencialové bariéry vznikaji
Pravdépodobnost prichodu castic pravothlou nahromadénim elektrického naboje jednoho
potencidlovou bariérou vysky Wpo a Sitky d je znaménka. Potencialni energie elektronu pfi
ur¢ena vztahem prachodu vrstvou zaporného naboje (obr. 33.5) se
meéni tak, jak je vyznaceno na obrazku. Idealizaci
1 takové obecné bariéry vytvaiime si predstavu tzv.
-12 R2m(W,,-W)]1*d obdélnikové potencidlni bariéry matematicky
— h .
p=e > definované podminkami
(33.19) ~ 00 <x<0, Wp:()(l)

O<x<d, WP:WPO(Z)
d<x<eo, Wp=0(3)

kde m je hmotnost ¢astic a W jejich celkova
energie.

(33.21)
33.4

Pravdépodobnost prichodu ¢astic bariérou , , . v
. . i kter¢ nam slouzi jako model obecnéjSich
obecného tvaru W, (x) tloustky d je o, ., Lo e .
p potencialovych bariér, na které miizeme ilustrovat

zvlastnosti tunelového jevu.

24 ] V oblasti 1 a 3 ma Schrodingerova rovnice
- = [miw,@- w1} ax o
n tvar (33.4) a feSeni

P=e
(33.20)
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by
© y,=4, e +B, e ,
o—o - (@ 1
— 2
p=02mw)
Wp (33.22)
@ é px - é px
Y,=4, e +B; e ,
X
Obr. 33.5 Potencialova bariéra elektronu tvotena (33.23)
vrstvou zaporného naboje
a v oblasti 2 tvar (33.12) s feSenim
%p x - %p x
y,=4, e +B, e ,
1
/ _ 2
P p=2m(W-W,)]
1,04
(33.24)
Podobné jako v predchazejicim ptipadé
O'ST (podminky /33.15/ a /33.16/) musi i zde platit
podminky
i
5 10 X(nm)
| ¥,0)=9,0), Y,(d)=Y,(d)
Obr. 33.6 Pravdépodobnost tunelového jevu elektronu jako
funkce $itky bariéry pro Wp o W=0.01 eV a
dll’ 1 _ d ll’ 2 dll" 2 _ dll! 3
dx|0_dx0, dx'd_dx|d'
(33.25)

S pouzitim funkei (33.22) - (33.25) dostaneme za
téchto podminek rovnice
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A1 +B1 =A2+Bz,

p(Al _Bl) =P /(Az - B2),

%p 'd %p 'd %pd - %ps
A,e +B,e =A,e +B,e ,
J i J 1 J J
Zp'd -Lp'd < pd -ZLpd
/ o B | o h
p'ld,e B,e =pld e B.e
(33.26)

Jsou to ¢tyfi rovnice pro Sest konstant. Konstanta B3 vSak charakterizuje ¢astice, ktere se vraceji k
bariéte z pravé strany. Tok castic ma smér osy X, proto neni diivodu piedpokladat, ze by se v oblasti 3 nachazely
Castice s opacné orientovanou rychlosti. Konstanta B se proto rovnd nule. Konstanta A| charakterizujici proud

castic k bariéfe je umérna intenzité toku Castic. Ostatni Ctyfi konstanty miizeme vypocitat z rovnic (33.26).

1
B,B, 4 - {% 2m(W,, - )] 2d}
= = e .
A A w_-w\?
1“1 1+ po
2W

(33.27)

Reseni je vSak

Jelikoz Wp0>W a pfi energiich Wpo nékolikrate prevySujici celkovou energii ¢astic je jiz pravdépodobnost
praniku bariéry zanedbatelné mala, pfedexponencidlni faktor ma v realnych pfipadech hodnotu blizkou k 1,
proto vztah (33.27) pouzivame ve tvaru (33.19). K odvozeni uvedeného vztahu vSak nepotiebujeme fesit slozity
systém rovnic (33.26). Pravdépodobnost vniku ¢astic do potencialového pole (33.18) uréuje pravdépodobnost,
7e Castici najdeme v hloubce x za rozhranim. Jestlize v této vzdalenosti potencidlovou bariéru ukon¢ime, octnou
se tyto Castice za potencialovou bariérou, takze jestlize do vztahu (33.18) dosadime x=d, dostaneme pfibliZznou
pravdépodobnost priniku bariérou hloubky d. Na obr. 33.6 je vynesena zavislost pravdépodobnosti priniku
elektronti potencidlovou bariérou rtizné Sifky tunelovym jevem. Vidime, ze bariéry o tloust’ce rovnajici se
nckolika desetindm nm, coz je piiblizn¢ meziatomova vzdalenost v krystalech, jsou pro elektrony prakticky
prizracné, zatimco bariéry o tloust’ce vétsi jako nékolik desitek nm jsou jiz téméf Gplné nepropustné. Tento

vysledek nejen ze vysvétluje mnoho z hlediska klasické fyziky nepochopitelnych jevii (napt. jevy na kontaktech,
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usmeérnovaci jev, ¢innost tzv. Tunelové diody), ale se i prakticky vyuzivaji.

33.3 Harmonicky oscilator

Vime jiz, ze podstatou vnitini energie je jednak chaoticky pohyb volnych atomti a molekul plynu a
kmitavy pohyb atomti a molekul pevné latky a kapalin. Tyto Castice, které jsou v pevné latce vazany k uréitym
rovnovaznym poloham, podléhaji pii svém vychyleni z uvedenych poloh silam, které jsou v prvém piibliZzeni
primo umérné vychylkam. Podle véty 23.1 miizeme je tedy povaZovat za harmonické oscilatory. Podle vysledkt
odvozenych v ¢lanku 23.1 mohou mit takové oscilatory libovolnou energii. Tento zaveér je vSak neslucitelny s
Planckovym postulatem, podle kterého se energie v dutiné absolutné ¢erného télesa sklada z nedélitelnych kvant
energie o velikosti h v. Bylo by proto pfirozené piedpokladat, ze energie harmonického oscilatoru miize obecné
nabyvat jen energii rovnajici se celo¢iselnému nasobku kvanta h v, kde v je jeho kmitocet. V tomto ¢lanku
ukazeme, ze tento, z hlediska klasické fyziky ni¢im nepodlozeny pozadavek, se stava zcela prirozenym, jestlize

pohyb harmonického oscilatoru feSime pomoci kvantové mechaniky (véta 33.5).

33.5
Energie harmonického oscilatoru je kvantovana

podle vztahu

W= n+1 hv = n+l hw,
2 2

kde n=0,1,2,3... .

(33.28)
w
L Iw =l-k)(2
\ We| n=b Pz
\ W n:3 ]
W. n=2
Wi n=1
W n=0
0 X

obr. 33.7 Energetické spektrum kvantového
harmonického oscilatoru

Potencidlni energie harmonického
oscilatoru pohybujiciho se v ose x je podle vztahu

(23.11) vyjadrena funkci

W = lkx2= lmoozx2= 272mvix2.
L) 2

(33.29)

Schrédingerova rovnice popisujici pohyb
harmonického oscilatoru ma proto tvar
d? 2m
v, S W-21imvix?)=0.
dx? 1?2

(33.30)

Neni jednoduché najit ptfimo feseni takové rovnice,
které vyhovuje podminkam, kladenym na vinovou

funkci (véta 31.3). Zaved'me oznaceni



d*y

du

2

Obr. 33.8 Vinové funkce
harmonického oscilatoru  pro
prvé tfi kvantové stavy

+(A-uHP =0.
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[ 2mmv %
u=| —|“x
h

(33.31)

Pro prvou, resp. druhou derivaci vinové funkce

podle x-ové soufadnice dostaneme potom vztahy

4y _dy du
d  du dx

d’y _d*(du|’_, mvd’y
de? du?\ dx hodu?
(33.32)

Jestlize toto vyjadieni dosadime do rovnice (33.30),

dostaneme
2nmv d’y |
h o du?
L2nmy ( 2W 2nmvx2 ¥ =0.
h hv h
(33.33)

Posledni ¢len v zavorce je proménna u? a

oznacime-li ¢len pfed nim symbolem A

4=
hv

(33.34)

muizeme rovnici (33.33) napsat v zjednoduseném

tvaru

(33.35)



397

Hledejme feseni této rovnice. Zkusme nejprve feSeni ve tvaru

— 2
lI’ro h Co €
(33.36)
Prva derivace této funkce je d{y /du=-uy  a druhd derivace zase funkce
d*y
2 — 2
2 -y, ruty, = @Y,
du
(33.37)
Vidime, Ze tato rovnice se ztotozni s rovnici (33.35), jestliZze polozime A=1, tj. podle vztahu (33.34)
W, = 1 hv.
2
(33.38)

Funkce (33.36) je tedy feSenim diferencialni rovnice harmonického oscilatoru (33.35), vyhovuje-ji jeho energie
podmince (33.38). Podobnym postupem dokazeme, Ze i funkce

u2

y,=2 Cu e_ 2
(33.39)

je feSenim rovnice (33.35), protoze plati postupné

du
a ddle
e B
Looc\-ue 2-2ue 2+ule 2 =1, (u?-3).
n? 1 1

jelikoz v tomto ptipadé je A=3, energie harmonického oscilatoru musi podle vztahu (33.34) spliovat podminku

W1:3h—v:th +hv:W0+hv.
2 2

(33.40)
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takto bychom postupné dokazali, Ze vSechny funkce typu

y,=C, (—1)".e“2.—dn<e_u2) e_u?
du”

(33.41)

vyhovuji diferencialni rovnici (33.35), pfi¢emz energie harmonického oscilatoru musi splnovat podminku
1 1
W=(n+_—|hv={n+_-|ho.
2 2

Tim jsme dokazali, Ze energie harmonického oscilatoru je skutecné kvantovana podle vztahu (33.28). Jeho
energetické spektrum je znazornéno na obr. 33.7.

V piipadé makroskopickych harmonickych oscilatori je kvantovost urCena vztahem (33.28)
zanedbatelna, protoZe i pfi relativné vysokych kmitoctech v= 103Hz jsou rozdily mezi jednotlivymi hladinami
energie fadu 10'32J, coz pii energiich kmitajicich makroskopickych téles nemétitelné hodnoty. Jak jsme jiz
poukazali na nékolika mistech miizeme i v pfipadé harmonického oscilatoru konstatovat, Ze kvantovost nema
v makrofyzice Zadny vyznam a Ze tedy makroskopicky harmonicky oscilator mize nabyvat prakticky vSechny
mozné energie vyplyvajici z klasického vztahu (23.3).

Jina je situace v mikrosvété. Tam se vétSinou realizuji stavy s nizkymi kvantovymi ¢isly (n=1, 2, 3...),
takze rozdil mezi jednotlivymi dovolenymi energiemi je stejného fadu jako samotna energie k,itajicich ¢astic.

Urc¢itymne¢ekanym prekvapenim vyplyvajicim z kvantovémechanického feSeni problému harmonického
oscilatoru je existence stavi charakterizovanych energii hv/2. Jelikoz k vnitini energii pfispivaji jen kvanta hv,
musime predpokladat, Ze kmity charakterizované energiemi hv/2 nevymizi ani pii poklesu teploty k absolutni
nule. Nazyvame je proto nulovymi kmity. Jejich tiloha a vyznam v mikrosvété nejsou doposud uspokojiveé
objasnény. Zda se, Ze jejich existence se zietelné projevuje pii tuhnuti helia.

Na zavér jesté pfipomenme, Ze funkce v hranaté zavorce (33.41) se v matematice uvadi pod jménem
Hermitovy polynomy. Graficky obraz prvych tii funkci (33.41) poskytuje obr. 33.8. Na obr. je vZdy vyznacena

oblast (+-A) v niz by se méla vyhradn¢ vyskytovat ¢astice kmitajici "klasicky" se stejnou celkovou energii W,

HERMITE Charles (ermit), 1822-1901, francouzsky matematik. Dosahl vyznamnych vysledki ve vice oblastech
matematiky. Ve fyzice je znam svymi polynomy nazvanymi jeho jménem.

33.4 Problém mnoha ¢astic v kvantové mechanice
Podobn¢ jako se v klasické mechanice formuluji impulzové (a jiné) vEty pro systémy ¢astic, mizeme

i v kvantové mechanice formulovat problém pro systém slozeny z n€kolika, resp. z velkého poctu ¢astic, které

na sebe vzajemné ptsobi. Pro takovy obecny pfipad mizeme Schrédingerovu rovnici napsat formalné ve tvaru



YHy=my,

kde
%2
ZI:Ii—Z —AI.+W11 ,
i il 2m.

14
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(33.42)

je operator celkové kinetické a potencialni energie vSech Castic tvoficich systém a W je celkova energie.

Prakticky neni mozno najit exaktni feSeni takové rovnice, proto se uchylujeme k rozli¢nym aproximacim a

specialnim metodam. AvSak i bez toho, abychom tuto rovnici fesili, miizeme zjistit nékolik dtilezitych informaci

o systému castic na zaklade celkem obecnych uvah (véty 33.6 az 33.8).

vysledna funkce charakterizujici soubor castic byla
napf. antisymetricka, musime vytvofit specialni
kombinaci jednotlivych funkci. Napt. pr 33.6

Vlnova funkce popisujici systém stejnych castic,
ktera pfi zaméné dvou Ccastic nezméni své

znaménko, tj. funkce

W Gy foorn) =W (o £yennr)
(33.43)

se nazyva symetricka vinova funkce. Funkce tohoto
typu popisuji ¢astice s nulovym nebo celo¢iselnym
spinem (tzv. bozony). Takovy systém castic podléha

Boseové-Ensteinove statistice.

33.7
Vinova funkce popisujici systém castic, ktera pti
zaméné dvou d¢astic zméni své znaménko na

obracené, tj. funkce

W (oiify ) = = W (i)
(33.44)

se nazyva antisymetrickd. Takové funkce popisuji

Uvazujme o systému Castic oznacenych
napt. pismeny a, b, c, ...1, j... (obr. 33.9). Jejich stav
popisuje j kvantové mechanice vinova funkce a, b,
C, .1, j... a pravdépodobnost, Ze v objemové
jednotce najdeme systém s urcitym rozloZenim
Castic je uréena soucinem l|J>x< (a, b, c,..1,j...) P (a,
b, c...1,j...). Jestlize se jedna o systém identickych,
tj. vzajemné nerozlisitelnych ¢astic, tato
pravdépodobnost se pii zameéné dvou ¢astic, napf. i-

té a j-t¢ nemlize zménit, proto musi platit rovnice

U (odyfy o) W (i) =
=Y iy ) W(ifiy o)

(33.45)

Tuto rovnici mizeme splnit dvojim zpisobem: bud’
predpokladame, Ze znaménko vinové funkce se pri
zameéng¢ Castic nemeni, nebo se zméni na opacné, tj.
P (.4,j,...)0 =V (.., 1, ...) symetrickd funkce
nebo

U (., j, ..

Ukazalo se, ze tato na prvy pohled téméf

)=-Y (.., 1, ...) antisymetricka funkce.

bezvyznamna skute¢nost, ma v pfirod¢ hluboky
smysl. Odrazi vlastnosti dvou moznych skupin
castic, jednéch s nulovym, resp. celoCiselnym

spinem, druhych s poloviénim spinem. Podle



Castice s polovicnim spinem (tzv. fermiony).
Takovy systém castic podléha Fermioveé-Diracove

statistice.

33.8

Pro castice popsané antisymetrickou funkci
(fermiony) plati Paultv vylucovaci princip: v
urcitém kvantovém stavu se mlize nachazet nejvice

jedna castice.

Obr. 33.9 Soustava oznacenych ¢astic

KVANTOVY —
STAV 1 2

J © | O
b ©

d ©
el ©

Obr. 33.10 Obsazovani kvantovych stavil
fermiony podle Pauliho vyluc¢ovaciho principu
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tabulky ve ¢lanku 32.2 k prvému typu patii napft.
fotony, nékteré zakladni ¢astice a slozené Castice,
skladajici se ze sudého poetu zakladnich &astic, k
druhé skuping patii vétsina zakladnich ¢astic, napft.
elektron, proton, neutron atd.

Obracené muzeme tvrdit, Ze systém castic
s nulovym nebo celoCiselnym spinem musi byt
popsan symetrickou funkci a systém ¢astic s
polovi¢nim spinem antisymetrickou funkci. Kazdy
soucet, resp. soucin vlnovych funkci popisujicich
chovani kazdé individualni Castice piredstavuje
symetrickou funkci. Jestlize v§ak chceme, aby o dvé
dastice a, b, které se mohou nachazet ve stavech
popsanych vinovymi funkcemi Yy a /5 je takovou

kombinaci funkce

Y (a,b)=Y,(a) ¥,(0)-¥,(a) ¥,(0).
(33.46)

Jestlize zaménime Castici a za Castici b a naopak,
skute¢né dostaneme vysledek Y(a, b)= =-yi(b, a).
Z tohoto zapisu vyplyva vsak jesté jedna velmi
dilezita vlastnost. Jestlize bychom chtéli popsat
stav dvou identickych ¢astic nachazejicich se ve
stejném kvantovém stavu Y =y»,=y, dostali
bychom funkci

Y b,b)=yOYD)-vB)Y(b)=0
(33.47)

Jestlize neexistuje vlnova funkce, ktera by
popisovala dany kvantovy stav, znamena to, Ze
takovy stav se nemize realizovat. Rovnici (33.47)
mizeme proto interpretovat tak, ze v urCitém
kvantovém stavu se mohou nachazet jen jedna nebo

zadna Castice s polovi¢nim spinem (obr. 33.10).
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Tim jsme pfirozenym zplisobem objasnili tzv.
Paulitiv princip (véta 33.8), ktery ma v ptirodé
velky vyznam.

V 9. kapitole jsme ukazali, ze pro takové
castice, které zapliuji jednotlivé bunky fazového
prostoru tak, ze v kazdé buice je jen jedna nabo
zadna Castice, plati Fermiova-Diracova statistika.
Pro castice s poloviénim spinem musime tedy
pouzivat Fermiovu-Diracovu rozdélovaci funkci.
Nazyvame je proto fermiony. Ostatni Castice jsou
popsané symetrickou vlnovou funkci. V takovych
pripadech PauliGv vyluc¢ovaci princip neplati a pro
systém Castic je tfeba pouzivat Boseovu-
Einsteinovu statistiku. Takové Castice nazyvame
proto bozony.

PoZadavek antisymetri¢nosti pro vétsi pocet
castic splnime jednoduse tak, ze vyslednou funkci

vyjadiime ve tvaru determinantu

(33.48)

Pfi zaméné jedné Castice druhou se vymeéni fadky determinantu a to, jak vime z matematiky, ma za

nasledek zménu znaménka determinantu. Jestlize vSak dame dvé Castice do stejnych stavi, dostaneme

determinant se dvéma stejnymi fadky, coz ma za nasledek, ze hodnota determinantu se rovna nule. Tak se

automaticky zabezpeci splnéni Pauliho vylucovaciho principu.

Vysledky odvozené v tomto ¢lanku jsou velmi dulezité pfi feSeni problému atomi s vice elektrony,

problémuti chemickych vazeb a systémi elektronti v pevnych latkach.



