Ako prideme k vlastnym moédom kmitania struny?

Zopakujme, Ze pohyb struny je popisany vlnovou rovnicou
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Veli¢ina v = u(z, t) je kolma vychylka elementu struny z rovnovaznej polohy
a vyjadruje tvar struny v case t. Parameter v, ako ukaze neskorsia analyza
vlnovej rovnice, treba interpretovat ako rychlost Sirenia sa vin (t.j. aj zvuku)
v strune.

Vlnové rovnica (1) ma mnoho rieSeni. Upevnena struna vSak kmita tak,
ze jej konce sa nemoézu hybat, ¢ize vychylky u na koncoch struny st nulové.
Len riesenia, ktoré su v siilade s tymito podmienkami, buda pre nas problém
dolezité. Po uvazeni tychto okrajovych podmienok, ktoré sa matematicky
zapiSu rovnicami

uz=0,t)=0, ufz=L,t)=0 (2)

sa mnozina rieSeni vlnovej rovnice obmedzi, ako to uvidime z nasledovného
odvodenia.

Predstavme si, ze strunu na zaciatku (v case 0) zdeformujeme do tvaru
popisaného nejakou funkciou g(z). Téato g(x) uréite tiez splha okrajové pod-
mienky

9(0) =g(L) =0

7 poznatkov o Fourierovych radov je zndme, ze takito funkciu vieme vyjadrit
pomocou sinusového radu:

g(x) = i ay, sin <%naz>

Tvar struny v ¢asoch ¢ > 0 oznacime funkciou u(z, t). Sice bude odlisny od po-
iatoéného tvaru g(z), ale uvedené okrajové podmienky bude tiez spliat,
a preto bude opat vyjaditelny podobnym Fourierovym radom s tym, Ze ¢a-
sovy vyvoj bude zachyteny pomocou Casovej zavislosti koeficientov a,,(t):

u(z,t) = i a,(t) sin (%n:c) (3)

Aby sme zistili, aka je Casova zavislost koefientov, dosadime tento predpis
do rovnice vlnenia v Gvode a dostaneme
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Vynasobme obe strany rovnice sin (—mx) a preintegrujme cez r na inter-

vale (0;2L). Integraly, ktoré pritom vystipia, sa dajua vypocitat zakladnymi
metodami a nadobudaji hodnoty
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Pre koeficienty a,(t) preto platia rovnice
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RieSenia tejto obyc¢ajnej diferencialnej rovnice sa pri vhodne zvolenych za-
¢iatocnych podmienkach daja zapisat

a,(t) = a,(0) cos <v%nt>

Tento predpis pre koeficienty a,(t) dosadime do vysSie napisaného vyjade-
nia (3) pre u(z,t) a po vyuziti oznacenia u,(z,t) dostavame vseobecné rie-
Senie zapisané v tvare linearnej kombinacie vlastnych modov:

u(z, t) = Z an, (0)uy,(z,t)

n=1

kde a,(0) je oznacenie pre konstanty, ktoré sa uréuju z pociatocnych pod-
mienok a funkcie u,(x,t) st vlastné mody vyjadrené rovnicou

up(z,t) = acos (v%nt) sin (%nx) , neN (4)

kde a je konstanta. Takyto mod predstavuje stojaté vinenie s uhlovou frek-
venciou w,, = vrn/L a s vinovym &slom k, = mn/L. Z toho vyplyva vlnova
dlzka A\, = 27/k, = 2L/n. Pri stojatom vlneni vlna zostava lokalizovana
v istej Casti priestoru, teda neprenasa energiu ani hybnost. Mod stojatého
vlnenia je zapisany ako stcin ¢isto ¢asovo a ¢isto priestorovo zavislej funkcie,
¢ize kazdy bod struny kmita s tou istou fazou. Vyjadrenie pre n-ty mod sa
eSte da pomocou jedného z goniometrickych vzorcov nazorne prepisat ako
sudet protibeziacich vin:

up(x,t) = g {sin [%n(a: — vt)} + sin [%n(m‘ + vt)] } (5)
Toto vyjadrenie ndzorne hovori o dvoch vInach siriacich sa opa¢nymi smermi
a majuicich rovnaké amplitudy a/2. Je z neho zrejmé, ze vysledné stojaté
vlnenie neprenésa ani energiu ani hybnost, kedZe prenosy dvoch rovnakych
proti sebe sa pohybujtcich vin sa navzajom zrusia. Z posledne zapisaného
tvaru modu w, (z,t) tiez vyplyva, Ze parameter v je naozaj rychlostou $irenia
sa vin v strune.



