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1 Uvod

Moment hybnosti (MH) je dolezitou veli¢inou uz aj v klasickej mechanike. Vieme, ze jeho tri
zlozky patria medzi sedem dolezitych c¢isiel-veli¢in, ktoré sa v uzavretej ststave zachovavaju
(st to energia, 3 kartézske zlozky hybnosti no a prave aj 3 kartézske zlozky momentu hybnos-
ti). Okrem toho sa MH, resp. jeho niektora zlozka, zachovava aj v niektorych neizolovanych
stustavach, napriklad pri pohybe ¢astice vo vonkajSom poli, ak to pole vykazuje isti symetriu.
Dé sa ukazat, ze zachovanie momentu hybnosti v klasickej mechanike priamo vyplyva z izot-
ropnosti priestoru, t.j. Ze pri otoceni stustavy o isty uhol sa na nej a jej popise fyzikilne nic¢
nementi [I]. (A podobne zasa zachovanie hybnosti sivisi s homogénnostou priestoru a zacho-
vanie energie s homogénostou ¢asu.) Ak bude ¢as a bude to potrebné, tieto veci si niekedy
tie7 prejdeme. Ako uvidime, v kvantovej mechanike (QM) ma MH este dolezitejsiu alohu ako
v klasickej. Uvidime, 7e MH aj v QM vel'mi tizko suvisi s rotaciami. Okrem toho sa ukazuje,
ze QM objekty (napr. elektron) majia nielen MH suvisiaci s pohybom elektrénu v beznom
pristore (tzv. orbitalny MH), ale aj vnitorny MH (spin). Tento druhy MH nem4 7iaden
klasicky analog. Uloha MH v QM sa tak ukazuje este dolezitejsia ako v klasickej mechanike.
Tato dolezitost je eSte viac zvyraznena tym, ze vlastné stavy operatorov MH sa ¢asto pouzi-
vaju na klasifikiciu kvantovych stavov atomov aj molekiil alebo aspon na klasifikiciu symetrii
funkecii.

2  Orbitalny moment hybnosti

2.1 Definicia operatora orbitdlneho momentu hybnosti
To, ¢o pod (orbitalnym) MH ¢astice méame na mysli v klasickej mechanike, t.j.
L=7x7p, (1)

mé svoju priamu obdobu aj v kvantovej mechanike. Kedze pozndme predpis pre zdmenu
klasickych veli¢in za operéatory, vieme napisat, ze

L=7xp, (2)
kde 7 = 7 a ]5’: —ihV. Na vyjadrenie vektorového stcinu pouzijeme zndme determinantové
pravidlo a dostaneme

Ly = §p. — 2, Ly=2pe —ip., L.=ap, — Ups - (3)

Alebo, ak dosadime za operédtory suradnic a hybnosti explicitné vyjadrenia, tak

. , 0 0 - : 0 0 - : 0 0
L, = —ih (y& - Za_y> , L, =—ih (Za_x - xg) , L, =—ih (:pa—y — y%) (4



Priklad: Overte, ze zlozky operatora MH st hermitovské.
Treba teda dokéazat, Ze operator hermitovsky zdruzeny k L, je opét L, a obdobne pre L a
L.. Spomenme si, ze ak mame dva operatory, Aa B tak

(AB)' = BIAT .
Takze zoberme
(9p:)" = PLg" = p.g = G- .
lebo tak ¢ ako aj p. st hermitovské a medzi sebou komutujii. Uplne obdobne to plati pre viet-

ky dal8ie suc¢iny vystupujice vo vyrazoch pre zlozky MH. Tym mame dokdzant jeho hermi-
tovost.

No a okrem kartézskych zloZiek vektora je ¢asto potrebné uvazovat aj velkost vektora ale-
bo niekedy este praktickejSie druhtt mocninu jeho velkosti. Obdobne je to aj s vektorom -

operatorom L. Operator §tvorca MH definujeme tplne prirodzene vztahom

PPopii2g i, 5)

2.2 Operatory momentu hybnosti vo sférickych stiradniciach

L, = 1h (sin go% + cotg ¥ cos go%)

. 0 0
L, = 1 — — —
v ih ( COS Yo s + cotg ¥ cos ¢a¢> (6)
. 3}
L. = —inZ
i e
R 1 0 0 1 02
L2 - _ 2 i -
4 [sim? 89 (Smﬂaﬁ> * sin2196<p2] (7)

2.3 Komutaéné vztahy

Ak dva operatory komutuju, tak vlastné funkcie kazdého z tychto operatorov mozno néjst tak,
aby boli spoloéné pre oba operatory [2]. To je velmi délezity poznatok jednak pre hladanie
vlastnych funkcii a najmé uzko savisi s principom neuréitosti; dve pozorovatelné (v jednej
fyzikalnej stustave) nadobudaju naraz ostré hodnoty (nulové neur¢itosti) prave vtedy, ked ich
opratory komutuju. V QM je MH velmi dolezity, takze si jeho komutaéné vztahy spocitame
resp. pripomenieme.

Takze mozme ratat

(Lo, Ly = [9D= — 2By, 2Dx — 2D2) = [Pz, 2Da) — 2Dy, 2Da) — (02, 2P2] + [2Dy, 2P-] -

Komutatory so styrmi operatormi rozbijeme na jednoduchsie a pre tie pouzijeme zname ko-
mutacné vztahy:
2, 0:) = [9,D,] = [2,P:] = il

a vSetky ostatné komutatory si nulové, ako napr.

[.T,ZL’] = [f,g)] = [ﬁyapy] = [ﬁy,ﬁz] = [i’,ﬁy] = atd’. =0.



Tak nam nakoniec vyjde mimoriadne doélezity vysledok, 7e kartézske zlozky operatora MH
nekomutuji a ze ich komutéatory su

(L., L,) =ihLl., [L,,L.)=ihlL,, [L., L, =ihL,|. (8)

No a eSte ratajme o o o o

L%, Lo] = [L3, La + [Lg, La] + [LZ, La]
atd., zratajte si to sami. MoZno pri tom vyuzit nasledovné vSeobecné komuta¢né pravidla,
ktoré redukuju komutatory suc¢inov na jednoduché komutétory (striesky pre stru¢nost zapisu
vynechame). Pocitajme [ab, c] = abc — cab = abc — acb + acb — cab = a[b, c] + [a, c]b. Teda
uzitocné vseobecné pravidlo je

[ab, ¢] = a[b, ] + [a, c]b .

No a z toho mozme vypocitat este zlozitejsi komutator, ak by nahodou niekedy bol treba, aj
ked teraz nie.
[ab, cd] = aclb, d] + a[b, c]d + cla, d]b + [a, c]db .

Vypoctom zistujeme, 7e I?al, komutuju, a tak isto dalsie podobné komutétory:

L%, Lo) = [L*, L, = [L* Li] = 0. (9)

(Kedze osi z, y, z s rovnocenné, vietky tri tieto komutatory musia byt rovnaké.)
No a nakoniec komutacia s Hamiltonovym operatorom pre centralne symetrické pole. Tak
uvazujme hamiltonidn tvaru

a2
2 p
H = Vir). 10
o V(1) (10
Pocitajme
(A, L) = — [, L]+ V(). L
)y Hx _2m6p7 x T7 x

K tomu treba
f)alej

52, L) = Py by, La) + [Bys Lalby = bylby, 95> — 2Dy + By, 95- — 2D, 1Dy =
= ﬁy [ﬁyu gpz] + [ﬁyu gpz]py = ﬁypz [pyv g] + [ﬁ:lﬁ g]pzpy = ﬁyﬁz<_z)h - Zhﬁzﬁy = _Qihpypz .
f)alej
152, L) = p2[pe, L] + [pey Lalp. = palpe, 9= — 20y + (D2, 9D- — 2Dy)D- =
- _ﬁz [ﬁza éﬁy] - [ﬁza 2ﬁy]ﬁz = Zhﬁzﬁy + Zhﬁyﬁz = 2ihﬁyﬁz .
Dochadzame teda k medzivysledku, ze
P L) =1[p,Ly)=1[p,L.]=0. (11)

~

Celkom iny typ komutatora, ktory tieZ treba vyratat, je napr. [V (r), L] a tak isto [V (r), L,

A

a [V (r), L.], ktoré musia mat z dévodu symetrie ta ista hodnotu. (V' (r) je gulovo symetricky,
teda ziaden smer nie je ni¢im vynimo¢ny.) Rychlo sa presvedéime, Ze najjednoduchsi vypocet



tychto komutatorov je zobrat ten s ﬁz, pricom pouzijeme vyjadrenie L. vo sférickych saradni-
ciach. Samotny komutitor potom pocitame tak, ze skiisajme jeho posobenie, resp. posobenie
jeho ¢lenov na Tubovolna funkciu.

9 ¢

V)LL) = iV () 5

Kedze V(r) nezavisi od ¢, hned aj zistujeme, ze operatory L,a V(r) komutuji, a tak isto
musia dalgie dva:

L, V()] = [La, V()] = [Ly, V()] =0 . (12)

Takze oba ¢leny hamiltonidnu komutuji s Ly, a tak isto aj s [A/y a L,

[H,L,)=[H L,)=[HL.]=0|. (13)

Ako tplne posledny dolezity komutator nam zostal

[H,L* =0], (14)

o tom sa mozme presved¢it opét (aj) s vyuzitim vyjadrenia L2 vo sférickych stradniciach.
Bolo by dobré tymto komutdcidm rozumiet aj bez detailného pocitania.

Odvodené zaramované komutacné vztahy nadm naznacuju navod, ako budeme postupovat
pri hladani vlastnych sustav (funkcii a hodnot) tych jednotlivych operatorov: Zoberieme
najprv ten operator (je to L .), ktorého vlastni sistavu vieme najst najjednoduchsie. Vieme,
ze takto najdené vlastné stavy potom mozu byt (ak na tom popracujeme) aj vlastnymi stavmi
operatora L? - to preto, ze tie dva operdtory komutuji. No a vlastné stavy operatora L. ale
aj operatora L? mozu byt aj vlastnymi stavmi sféricky symetrického hamiltonianu.

2.4 Vlastna ststava operatora L,

Ak si zoberieme jeho vyjadrenie vo sférickych siaradniciach, tak I'ahko zistime, ze
f/zq)m(@) = mh®,(p) , (15)

kde

a vlastné hodnoty st teda mh.

2.5 Vlastna stistava operatora L2

VysSie uvedené vlastné funkcie operatora L, nie st (s vynimkou trividlneho pripadu m = 0)
vlastnymi funkciami operatora L2. Aby sme ich takymi spravili, urcite treba nejak riesit
zavislost od uhla ¥ a nepokazit pritom to, Ze s uz vlastnymi funkciami pre L. Vlastnymi
funkciami pre L, mozu byt len vtedy, ked zavislost na ¢ méa tvar exp(imyp). Teda spoloéné
vlastné funkcie pre L, aj L? musia mat tvar

Y = const O(0)) ™ |

kde O(¥) je nejaka zatial nezndma funkcia a const je Tubovolna konstanta, alebo dokonca
to moze byt aj funkcia, napr. premennej r (ale s takymi komplikaciami nie je teraz vhodné



sa univat), len nesmie zavisief na ¢ a . Spolo¢né vlastné funkcie Y teda treba hladat
v separovanom (faktorizovanom) tvare. Matematicky ten problém zapiSeme

[A/ZY("&‘,@) = mhY (¥, p) (16)
LY (9,0) = RAAY (Y, ) (17)

kde
Y(d,) = 6(0)Pm(p) (18)

a h?\ st nezname vlastné hodnoty operatora L. ®,,(¢) u7 poznime:

e meZ (19)

Vlastn ststavu pre L2 budeme hladat vo sférickych sturadniciach; inak by to bolo nesmierne
komplikované. Vidno napr., Ze v kartézskych by sme mali hned 3 premenné, x,y, z, zatial ¢o
vo sférickych len 2. Dosadenim faktorizovaného tvaru rieSenia do (I7) dostaneme

1 0 (. 0 m?
B [sinﬁ‘@_ﬁ (Smﬁﬁ_ﬂ> B sin219] ©=29

Tito diferencialnu rovnicu ideme teraz riesit takym tradiénym (a hodne zdlhavym a kom-
plikovanym) sposobom. Viete uz z prednasky MODERNA FYZIKA, Ze existuje aj Sikovnejsia
metoda. Teraz vSak nie sme na Modernej fyzike, takze si mézme dovolit prebrat aj tradi¢nu
nemodernit metodu :-) Aj td ma svoje zaujimavé stranky a okrem toho az po jej prebrati
dokazeme ocenit Sikovnost tej inej metddy, o ktorej si eSte niekedy tiez povieme.

Najprv zavedieme substiticiu & = cos?). Vyjadrime vztahy medzi derivaciami podla jednej
a druhej premennej (staci pouzivat obycajné derivacie)

d® _ d©dg
dv ~ dE dv

S

dy

-

dy

*©0  dd® d (dod¢ d (dO\ d¢ de d (de\  d*O [(de\®  de d
A % +

= A€ i) a T dE A€ di?

Rovnica potom bude
d? d m?
1 — &) —2—F+ X — ——
a hlTadame jej rieSenie na intervale (—1;1). Na tomto intervale je to singuldrna diferencidlna
rovnica, lebo jeden 7 ¢lenov pre £ = +1 diverguje; £1 su teda singularne body (SB). Singu-
larne diferencidlne rovnice sa riesia (pokial to vobec ide) napr. nasledovne. Urobime dalsiu
substiticiu:

Jo-0

t=1- 52 )
¢im zredukujeme dva SB na jeden, ¢ = 0. Rovnica prejde na tvar

d*e d© d© m?

a po aprave

4t—— — 4P —— — 6t—— + 44— +

d*0 d*e do do m?
dr? dt? dt T dt <)‘_ )9_0'



Jej priblizenie v okoli SB je

d*e do
t—— + 4t— — m*O = .
tdt2+tdt m°®© =0 (pret — 0)

Skisime (= uhadneme) presné rieSenie tejto pribliznej v tvare

O — oy tlml/2 4 oyl

(D4 sa o nom l'ahko presved¢it, ked ho dosadime.) ¢; a ¢y st Tubovolné komplexné konstatny.
St nezavislé na m. Druhy ¢len tohto rieSenia vSak prave pre SB t — 0 diverguje. Za fyzikalne
pripustné rieSenie vSak povazujeme také, ktoré nediverguju pre cely defini¢ny obor (0;1).
Preto musi byt ¢ = 0. RieSenie v okoli SB teda je

O =cit™/? (pret —0).
RieSenie presnej rovnice platné pre vSetky ¢ € (0;1) teraz budeme hladat v tvare
O = tm2y,, (1) = (1 — €)™ 2y, (t) .

Dosadime tento tvar do kompletnej diferencialnej rovnice a po dost zdlhavych apravach do-
staneme rovnicu pre neznamu funkciu v,,:

(1= —2(m+ )&, + A —m(m+ 1)), =0 . (20)
To uz nie je singularna DR. Zderivujme ju podla &. Dostavame
(1 =& —2(m+ vl + A — (m+ 1) (m + 2)Jv), =0
a po malom prepise

(1—¢€?) (%) —2m+ 1+ 1)¢ <‘Z’—g> FA—mm+1)]on =0 (21)

Rovnice (20) a (1)) sa rovnaké, len maji odlisne zapisania neznamu funkciu. Preto musi platit

d d?
d—évm(f) = v (§) = défmvo(g) :

Staci teda najst rieSenie pre m = 0, ¢iZe rovnice

Um+1 (5) =

(1 — &) — 28+ Mg =0 .

Bolo by to treba dokonlit - nestihol som to tu zapisat, ale na semindri sme si
to povedali.

3 Rotacie vlnovych funkcii a ich stivis s orbitilnym mo-
mentom hybnosti

Budeme uvazovat aktivne rotacie, ¢ize suradnicové osi sa hybat nebudi, bude sa hybat len
pripravujuci pristroj a teda aj vlnova funkcia. Az na odliSnosti v znaceni to preberieme ako
v knihe [2], ¢ast 11.2.

Aspon nie¢o stru¢ne, ¢o sme prebrali (a to inym sposobom ako v tej knihe). Nech sa jedna
o fyzikalnu rotaciu o uhol « okolo istej pevnej osi. (Obr. Pl kdesi dalej znazorhuje aktivnu

7



rotaciu okolo osi z.) Zavedieme teda vektor & popisujici tak velkost rotacie ako aj smer a
orientaciu osi. Nech 7 je nejaky bod v priestore, ktory tou rotaciou zmeni svoju polohu na
7’. Ako tuto novi polohu ur¢ime na zaklade znalosti 7 a @7 Budeme najprv uvazovat len

infinitezimélne otocenie . Potom to vychadza
or =7 X 0d . (22)

Po zrotovani bude mat vlnova funkcia nejaky iny matematicky tvar ¢’ (aj ked pri pohlade
7 inej, vhodne natocenej, siradnicovej sustavy, by vyzerala tak isto ako povodna funkcia 1)).
Platiﬁl

P(r) = (= or) .

Rozvinme to do Taylorovho radu.

Y(F = 0F) = () — 07 - V(i) = [1 = (7 x 8d) - V] () = [1 = 6 - (" x V)] () .

v = (1= 30 L) (i) (23)

Nedokonéené, ale na seminari sme to prebrali.

4 Spin elektréonu

4.1 Uvod

V 20. rokoch minulého storoc¢ia sa nahromadila experimentalna evidencia, 7e elektron ma
vlastny (vnitorny) magneticky moment a moment hybnosti (nazvany potom spin). Experi-
menty ukézali, Ze su len dva rozne priemety spinového momentu hybnosti na Tubovolni os a
nadobudaji hodnoty +h/2. Dé sa to nazvat aj tak, Ze elektron mé nejaky vnutorny stupei
volnosti, ktory moze nadobudat len dve hodnoty . Moime povedat, ze elektron treba okrem
suradnice 7 popisovat aj dalsou suradnicou, ktori budeme znacit . No a hladal sa vhodny
teoreticky popis spinu, ktory by zapadol do schémy QM a vysvetloval alebo lepSie povedané
popisoval experimentalne pozorovania.

4.2 Konstrukcia spinovych operatorov a vektorov (spinorov)

Pri konstrukcii tejto teérie mdozme postupovat zhruba nasledovne, induktivne; vid aj kniha
[2]. Fyzikilne tie dva spinové stavy, ozn. ich | T) a | |), vykazuju vlastnosti navzajom
ortogondlnych stavov: bud detekujeme | T) alebo | |). Ak uZ vieme, 7e elektron je napr.
v stave | | ), tak dalSie meranie jeho stavu urcite da opét stav | |). Tie dva stavy teda nemaju
ziaden ,prekryv®; ak je elektron urcite v jednom z nich, tak v druhom z nich je s nulovou
pravdepodobnostou. (Ak prejde prvy krat Sternovym-Gerlachovym pristrojom a povedzme
bude mat spin dole, tak druhy taky isty pristroj, ked donho tento elektrén vleti, uz ur¢ite bude
detekovany, 7e ma spin dole, teda stav tohto elektronu neméa ni¢ spolo¢né so stavom spinu
hore.) Prave toto sa nazyva ortogonalnost stavov a u spinu sa to experimentéalne pozoruje.

LAk by sme cheeli byt tiplne vieobecni, tak by sme uvazovali, Ze
Y’ () = const (7 — 67) ,

kde const je hocijakd komplexné kongtanta s velkostou 1. Ale to by neviedlo k Ziadnym vyznamne odlisnym
zisteniam.

2Qkrem toho m4 elektréon samozrejme aj tri vonkajsie - posuvné - stupne volnosti x, y, z, z ktorych kazdy
moze nadobudat nekone¢né mnoZstvo spojitych hodnot.



Aby sme si trochu ozrejmili, ako suvisi formélna matematickd definicia ortogonalnosti
s vysledkami merani stavov, preopakujme si, ako je to so zvycajnymi vlnovymi funkciami
zévislymi len od priestorovej siuradnice (lebo tie uz ako-tak pozname). Ich ortogonalnost sa
matematicky vyjadruje integralom

[ 40 =0 prei £
teda Ze ich skaldrny sicin je nulovy. Skratene to v QM piSeme aj

(Qulys) =

Okrem ortogonélnosti tychto dvoch funkcii budeme predpokladat aj ich normovanost, teda,
skratenym zapisom,
(hilhi) =1, Vi .

Ortogonéalnost plus normovanost sa zdruzene nazyva ortonormovanost. Stustava funkcii 1; je
teda ortonormované. Predpokladajme, Ze stavy v; st vSetky mozné, v akych sa stistava moze
nachadzat (v tom zmysle, akykol'vek stav, v akom sa moze nachadzat, je zapisatelny ako
linedrna kombinécia stavov v;; v najjednoduchsom pripade je v tej linedrnej kombinécii len
jeden ¢len). Predstavme si, 7e nejaké vlnova funkcia elektronu je

w(f) = Zcz@/h(ﬁ )

kde ¢; st nejaké komplexné konstanty. Musia byt také, aby funkcia v bola normovana (na 1),
¢ize pravdepodobnost najst elektron niekde v priestore musi byt 1:

1= /w () dPr = (Y[y) = [v dosledku spominanej ortonormovanosti] = > |¢;[* .

Cisla |cﬁ2 st teda pravdepodobnosti toho, Ze pri merani na superpozi¢nom stave 1) nameriame
stav ¥; . 1; st navzajom sa vyluc¢ujice stavy, kedze celkova pravdepodobnost je jednoduchym
si¢tom. Iné interpretacia ¢isiel |c;|? sa ani nentika. Vyndsobenim funkcie () zlava funkciou
¢;(7) a preintegrovanim dostaneme

o = [ Ui

Skratene

cj = (Y;[Y) .
Toto mozme napisat aj trochu vSeobecnejsie znejico - nemusi ist len o stav jedného elektréonu
ale hocijakej QM sustavy. A nemusime pisat index ako ¢ alebo 7. Nech sustava je v nejakom
neznamom stave 1. Predpokladajme, Ze mame meracie zariadenie, ktoré je schopné zistit,
¢i t4 sustava je v stave qﬁé) Potom amplitiida pravdepodobnosti, Ze pri merani na stave
detekujeme stav ¢, je

co= [ ¢ wd'r = (olu)

Ak by napr. stavy ¢ a ¢ boli ortogonalne, tak pravdepodobnost |c4|* takej detekcie je nulova.
Ak by naopak boli totozné, tak pravdepodobnost je 1. Takéto su teda dosledky ortogonality
stavov na vysledky merani.

3To pravda predpoklada, Ze meraci pristroj je konstruovany tak, ze vie detekovat prave tieto stavy.

4 Znie to ¢udne, ale tak to je. T4 QM sustava je v nejakom neznamom vSeobecnom stave. NA&§ pristroj
je konstruovany tak, ze vie detekovat iba ista sadu stavov. Jednym z tej sady je stav ¢. Ak merana sistava
(stav ) ma ,Cosi v sebe zo stavu ¢, tak je nenulova pravdepodobnost, Ze pristroj stav ¢ detekuje.



Podobne budeme uvazovat aj o spinovych stavoch alebo funkciach - nazvat ich mézme
ako chceme. Ked sa zamyslime nad vystupmi Sternovych-Gerlachovych pokusov, naozaj st
také, aké by sme cakali pre navzajom ortogonélne stavy | 1) a | |). Takze to zapiSeme aj
matematicky - nulovostou ich prekryvu t.j. skalarneho stcinu:

(T14)=0

Zatial je to dost abstraktné resp. formalne, lebo nevieme, ako vlastne by sa takyto skalarny
sticin podrobne pocital, nemame tam ziadnu premennu typu 7, ale to nevadi.

O spinovych funkciach budeme tiez predpokladat Ze si normované na 1, z aplne obdob-
nych dévodov ako pre zvycajné vinové funkcie zavislé od : ak mame elektron kdesi v priestore,
tak pravdepodobnost najst ho kdesi v priestore (ked prehladame resp. preintegrujeme cez ce-
1y priestor) je 1. Pri spine zasa prehladavame spinovy ,priestor” | teda ¢i méa spin jhore* alebo
,dole“ a pravdepodobnost najst elektron v nejakom spinovom stave vobec je opét jedna - tiez
celkom trividlne, lebo nejaky spin (hodnotu zistent detektorom) mat musi. Tak7e

TIn=dih=1.

Pri zvy¢ajnych vinovych funkcidch uz vieme, 7e vyraz - skalarny sacin typu (¢|¢) sa
detailnejsie prepiSe ako integrovanie, ¢ize sumovanie cez vSetky mozné hodnoty vektora 7, ¢o
fyzikdlne moze znamenat, Ze elektron hladame vo v8eobecnosti po vSetkych moznych miestach
priestoru (alebo napr. ked pocitame (¢[1)) - musi vyjst 1). Uz mozme tusit, Ze obdobny
vyraz pre spinové funkcie, napr. (] | |) sa podrobnejsie prepiSe tiez ako nejaké sumovanie -
ale tentoraz cez akusi spinovi suradnicu, pricom tieZ musime presumovat cez vSetky mozné
siuradnice spinového priestoru. Tie nadobudaji len dve rozne hodnoty, zatial ich volame
whore a ,dole“ .

Spin je fyzikalna veli¢ina (priemet vniatorného MH na zvolenti os, povedzme z); aby zapadol
do schémy QM, musi existovat (musi sa dat zkonstruovat) nejaky hermitovsky operdtor, pre
ktory su to vlastné stavy. Ten operator nazveme operdtorom spinového MH. MH je vektor;
najprv budeme uvazovat jeho z-ovi zlozku. Ak teda takto vykonstruovany operator, ozn. ho
3., existuje, musi podla experimentu platit

. n . h

No a okrem tychto dvoch spinovych stavov elektronu uz nebol experimentalne zisteny
#iaden iny spinovy stav s ostrou hodnotou momentu hybnosti fl. Teda stavy | 1) a | l) tvoria
dplni sdastavu stavov v spinovom priestore. Inymi slovami, Tubovolny spinovy stav sa da
vyjadrit ako lineana kombinacia stavov | T) a | |):

x=clh+eall),

kde ¢; a ¢ st prislusné amplitidy pravdepodobnosti. O tplnych ststavach stavov sme uz
hovorili aj vyssie.

Vlnova funkcia elektronu este zéavisi aj od stradnic 7, ale to teraz kvoli jednoduchosti
vykladu nepiSeme; zavislost od 7 je teraz skrytd v amplitidach ¢; a ¢|, alebo mozme pre jed-
noduchost teraz ignorovat, ze elektrén sa moze pohybovat aj v priestore. VysSie napisany stav
X, pokial ma obe amplitidy nenulové, uz nie je ostrym spinovym stavom; pravdepodobnost
najst spin hore je |¢|* a dole |¢||?. Teda moZnych spinovych stavov je nekonecne vela, ale len
dva z nich majua ostré hodnoty priemetu spinu (vnatorného MH) na os z.

5Stav m4 ostrt hodnotu nejakej veli¢iny, ked I'ubovolné meranie tej veli¢iny na tom stave poskytne vizdy
ta istd hodnotu meranej veli¢iny. Vieme, ze taky stav je vlastnym stavom nejakého hermitovského operatora.
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Uplne obdobné tvrdenia platia aj pre priemety spinu na osi x a y. Ale je zvykom vsetky
spinové stavy vyjadrovat pomocou vlastnijch stavov operdtora s,. To aby bol poriadok. Vlastny
stav napr. operatora §, musi byt nejakou linedrnou kombinaciou stavov | T) a | |), kedze
pomocou tych je mozné vyjadrit Tubovolny spinovy stav.

Aby sme sa mohli pohnit dalej, musime postulovat eSte komutacné vztahy spinovych ope-
ratorov. Zo 7iadnej tebrie sa dedukciou nedaju odvodit, takze ich musime naozaj postulovat.
Motivaciou je, Ze orbitalny MH tiez spliia uz nAm zname komutaéné vztahy. Pre spinovy MH
postulujeme také isté. Neskor uvidime ich hlbsie zdovodnenie, takZe nas to postulovanie teraz
nemusi trapit.

(80, 8,) = ih8. ,  [8y,8.) = ihéy ,  [82,80) = ih3,|. (25)

Pod'me konstruovat nejaky explicitny tvar (reprezentaciu) operatorov §,, §, a §,. Pozrime
sa na rovnice (24)). Operator §, si vyjadrime pomocou iného operatora, aby sa nam tam
nemotalo to %

h

$,=+—-0, .
+2
Rovnice (4] potom budu vyzerat jednoduchsie:
o =+1UT), all=-11). (26)
Zoberme si napr. druhd z tychto rovnic. To, ¢o je na jej oboch stranach, je isty spinovy
stav, konkrétne —| 1). Na Tavej strane je celkovo samozrejme ten isty stav, len vyjadreny

zlozitejSie - pomocou pdsobenia operdtora ¢,. Uz vieme, 7e zo stavov mozme pocitat skalarne
siu¢iny a Ze na to mame stru¢né znacenie; napr. ak chceme spravit skalarny sucin stavu ¢
so stavom ), tak to zapiSeme (¢|¢)). Zoberme teda povedzme stav | T) a spravme jeho skalarny
sicin so stavom vystupujicim na stranich spominanej rovnice. Spravme to pre obe strany
tej rovnice - na oboch vyjde to isté ¢islo, aj ked to napohlad tak nevyzera:

(Tlo=l 1) = 1=1]1)
Obdobne mozme skalarne vynasobit aj napr. stav | |) so stavom v tej rovnici. Dostaneme
(Llo=l 1) = T=1] 1)

Pre prva z rovnic (Z6) to bude tplne podobne a dostaneme atd atd. nedokonéené, ale na
seminari prebraté
Dalej v ramci tejto podpodcasti prebrat:

e konstrukcia matice o, (vo zvycajnej baze)
e konstrukcia matice o, v baze inych stavov
e spomenit rozne reprezenticie

e konstrukcia matic o, a o, (vo zvycajnej baze) na zaklade uz postulovanych komutaénych

vztahov:
01 0 —1
crx:<10>, Uy:<i 0). (27)

e konstrukcia vlastnych vektorov Pauliho matic: Ze musia byt dvojzlozkové atd.

e operator priemetu spinu na vseobecne smerujicu os 7 [2]:

. < cos?  sinde ¥ )

n-o= . ,
sin e  —cosd
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s prislusnymi vlastnymi vektormi pre vl. hodnoty +1 a —1
R I et (29)

e'¥/esin o e?/? cos 5
e na domécu tlohu prestudovat ¢ast 5.3 z knihy [2], aby sme pochopili, Ze posledne me-

novany operator je hermitovsky

e vSeobecnd spinova funkcia (stav):

X)) =ct| 1)+l 1)

Moézme ju reprezentovat aj obycajnym vektorom, tu maticou 1x2. Ak mame dva takéto
vSeobecné spinové stavy, napr. eSte aj

IX) =T+l )

a chceme pocitat napr. ich skalarny sucin, dostaneme

(X) = [ dox(on) (o)
kde ,jintegrovanie cez spinovi stradnicu je v skuto¢nosti sumovanim, teda

(xIx") = Zxaz*’az)-

e znacenie celkovych vinovych funkcii jednej Castice; napr., ak sa da faktorizovat, tak

V(7 0.) = (r)x(02)

ale vo vSeobecnosti celkova vinova funkcia nemusi byt faktorizovatelnd, ¢ize by sme
mohli mat napr.
sz 7)xi(02)

e Pre poriadok by sa mal rozsliSovat pojem stav a funkcia. Napr. znacenim |V) ozna-
¢ujeme stav (matematicky vektor z Hilbertovho pristoru) a W(X) je prislusna (vlnova)
funkcia, teda vyjadrenie vektora v stradnicovej reprezentécii [2].

4.3 Rozne znacenia spinovych funkcii

Najv8eobecnejsi spinovy stav je, ako sme uz spomenuli, superpoziciou spinu hore a dole.
V Diracovom znaceni

xX)=ctl 1)+l ),

kde c; a ¢; st prislusné amplitidy pravdepodobnosti. Atd., na semindri sme si o tom
povedali.
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4.4 Spin elektrénu v magnetickom poli

Treba zdoraznit: spin v magnetickom poli, nie elektrén so vSsetkymi aspektami. Budeme totiz
ignorovat silu —e@ x B, ktora na elektron tiez posobi. V knihe [2] si mozte pozriet, ako vyzera
priamo rieSenie ¢asovej SchrR. Tu si vSak predvedieme rieSenie najprv bezcasovej SchrR a
¢asovit SchrR budeme riesit az potom.

Poriadne definujme, aky fyzikdlny model alebo systém vlastne ideme uvazovat. Bude to
zahfnat kineticka energiu translaéného (,orbitalneho®) pohybu, lebo bez tej by to bolo a7 prilis
fiktivne. f)alej zvyCajni potencidlnu energiu elektrénu vo vonkajsom elektrostatickom poli
(to moze byt napr. pole od jadier) a eSte, a to néas teraz bude najviac zaujimat, potencidlnu
energiu magnetického dip6lu v danom vonkajSom magnetickom poli. Hamiltonidn napiSeme

v tvare 9
H— an ~+ V(i) + H¥0(5) | (30)

V(%) je ¢len zavisly len od priestorovej stiradnice elektronu a reprezentuje tii potencialnu ener-
giu vo vonkajsom elektrickom poli (ak tam nejaké je - nemusi byt, ale budme vSeobecnejsi,
ked nis to ni¢ nestoji). Napr. to moze byt —e?/(4meg), ale nemusime sa obmedzovat na
tento konkrétny tvar; je teraz tplne nepodstatny. Proste ide o potencialnu energiu spojent
s poziciami vo zvy¢ajnom (t.j. ,orbitalnom®) priestore. Clen H* (&) zasa zavisi len od vlast-
ného (vnutorného) magnetického momentu elektronu (teda aj od jeho spinu) a reprezentuje
potencialnu energiu toho magnetického momentu vo vonkajSom magnetickom poli. Ide teda

o potencidlnu energiu suvisiacu s roéznymi ,,poziciami“ v spinovom priestore.

. ~ — — eh ~ —
H™ ()= —p-B = 7B . 31
@)= i B =5 @1
Cely hamiltonidn si mozme zapisat
H(7,j,6) = H" (7, p) + HP"(5) . (32)

4.4.1 RieSenie bezc¢asovej Schrédingerovej rovnice
Problém, ktory teraz budeme riesit, ma formulaciu
H® =FEo . (33)

Kedze hamiltonian je si¢tom dvoch nezavislych c¢lenov, z ktorych jeden posobi len na orbitalne
stupne volnosti a druhy len na stiradnice (a samozrejme potom tie dva ¢leny aj komutuji),
je mozna faktorizacia:

(7, o) = ¢(F)x(0) , (34)

pricom ¢(7) a x(o) definujeme tak, 7e st vlastnymi stavmi operatorov H°™ a HPin:
Hv0(R) = B () (35)
HP"x(0) = E™"x(0) . (36)

Aby sme videli, Ze rieSenie sa ozaj faktorizuje, posobme na takto navrhnuty tvar rieSenia
celkovym hamiltonidnom:

H® = (H" + H™™)p(F)x(0) = x(0) H*6(F) + () H*"x (o) ,

lebo napr. H°Px (o) = x(o)H*P; to je tym, 7e orbitdlny operdtor na spinovy stav nijak
neposobi. Potom teda

H® = B(0)6(F) + E*"6(F)x(0) = E® |
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teda ten faktorizovany tvar je ozaj rieSenim, pri¢om celkovi vlastna energia je suc¢tom tych
dvoch partikularnych. Na rieSenie celého problému nam teda staci vyriesit tie dva partikulérne
problémy (BABH). O probléme (BH) predpokladajme, ze jeho rieSenie uz pozname. (Napr. to
moze byt problém atému vodika alebo jednoducho volny elektron, ktorého rieSenim je rovinnéa
vlna.) Zaoberajme sa problémom (B6]).
Podla (BI) potom mame
eh

2m,

B-d |x)=E""[x) .

Tuto rovnicu sme zapisali v abstraktnom Diracovom znaceni. Toto znacenie je, ako uz tro-
cha vieme, v8eobecnejSie v tom zmysle, Ze to nie je zapis v konkrétnej (napr. maticovej)
reprezenticie, ale je to nieco nad vSetkymi konkrétnymi reprezentdciami. Teraz sa nam vsak
lepsSie bude vyhovovat konkrétna reprezentécia, a to maticové, lebo vieme, ako v nej Pauliho
operator ¢ vyzera: si to Pauliho matice & (tu uz striesku nepiSeme). A vieme aj vyjadrit
neznamy vlastny stav |y) ako nejaky dvojzlozkovy vektor y; zapiSeme si ho

_[ &
X_<Cl>7

kde Cracs su zatial nezname amplitudy pravdepodobnostl Vyjadrime si magnetickt indukciu
ako B = bB kde b je Jednotkovy vektor v smere B. Zistujeme, 7Ze v hamiltonidne mame
operator priemetu spinu na os b. Jeho maticovii reprezentaciu uz pozname - vid rovnica (28).

Takze zapiSeme
eh

2me

é-c_fX:ESpinX

a v dalsom kroku a podrobnejsie

ehB cosﬁ sin Ve % ) _ fpspin ¢t
2m, \ sinde’¥  —cosv c| C|

cost? sinde ¥ ) 2m, EsPin ct
sinde’?  —cos ¢, ] ehB c

Tento problém uz vSak méme vyrieSeny - vid rieSenia (29). A vlastné hodnoty takejto spinovej

Po drobnej tprave

matice st vzdy +1 bez ohladu na smer vektora b. Teda m6zme pisat vysledky: vlastné energie
st dve rozne, zapiSeme ich

ehB

Me

EP — 4
a prislusné vlastné vektory (samozrejme tiez dva) st
e~ %/2 cos ¥ —e/2gin ¥
X+ = ; 9 X- = ; 2 .
e'/%sin & ’ e'/% cos &
V abstraktnom Diracovom znaceni tieto dva vektory zapiSeme ako stavy
i v o2 .U
Xa) = s D[ 1)+ sin D | ) (37)
Ty | 9
IY_) = —e /2 sin o | 1) + e%/? cos 5 | 1) . (38)

Teraz k rieSeniu celého problému (B3). RieSeni orbitalnej ¢asti problému, rovnice (BO)
je zvyfajne nekonecne vela (na rozdiel od spinového problému, ktory mé len dve rieSenie),
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ale povedzme 7e nas zaujima len jedno 7 tych rieSeni (najcastejSie to, ¢o ma najnizsiu ener-
giu). Takze zkombinovanim rieSenia orbitalneho problému s rieSeniami spinového problému
dostaneme dve celkové vlastné energie

ehB

Ei — Eorb +
2me

a dva prislusné vlastné stavy, ktoré tym abstraktnym zapisom zapiseme

@) = [¢) ® [x+) = |9)[xx) (zostrucnene) .

Aby to bolo konkrétnejsie, mézme to prepisat napr. ako
b, = o(F) e ie/2 cosg [ o(T) e ie/2 cosg
T e/2 gin g — U é(F) e/%sin g
a obdobne by vyzeral ®_. Toto posledné vyjadrenie je spinor obsahujuci aj orbitalnu cast a
je to vlastne takd mieSana reprezentdca: orbitdlna Cast je zapisand v suradnicovej (tzv. z)
reprezenticii a spinova explicitnym vymenovanim oboch zloziek v maticovej reprezentécii.
Treba si uvedomit, ze ¢(7) je nejakd Tubovolne zvolena vlastna funkcia orbitéalnej ¢asti ha-
miltonianu. Ako sme uz spomenuli, takychto vlastnych funkcii je typicky nekonecne vela. Ak
ich chceme uvazovat vSetky, mozme ich pre rozliSenie napr. indexovat: ¢;(r). A moézme teda

zapisat vSetky linearne nezéavislé vlastné stavy daného hamiltonianu nasledovne (uvedieme len
skratené znacenie bez podrobného rozpisovania vektorov):

Dix = ¢i(7) xx - (39)

Sme sice schopni najst aj eSte iné vlastné stavy, ale tie by boli len linedrnymi kombinéciami
uz najdenych. Stavy (BY) tvoria aplnt ortonormovani sustavu stavov (predpokladame, Ze aj
orbitélne vlastné funkcie ¢; st ortonormované). Len pre zaujimavost, inou tplnou ortonor-
movanou sustavou stavou by boli stavy

{@:(P) [ 1), &i(F) | 1)} (40)

Presnejsie povedané, tieto posledné stavy si $pecidlnym pripadom systému (B3, a to ked B
méa smer totozny s osou z.
4.4.2 RieSenie ¢asovej Schrodingerovej rovnice

Problém, ktory teraz budeme riesit, ma formulaciu
L 0 -
| U(0) = () (41)

kde hamiltonian je stéle ten isty (B). Pre ¢asovo zavisly problém treba $pecifikovat aj pocia-
tocéni podmienku; nech teda

[U(0)) = [s,) @1 1) - (42)
Cize za pociato¢ny stav orbitalnej ¢asti sme zvolili jeden z vlastnych stavov orbitédlneho ha-
miltonidnu a za pociato¢ny stav spinovej ¢asti spin —h/2 vzhladom na os z. Aby to nebolo
také abstraktné, zapiSeme to v konkrétnej reprezentéacii - tej zmiesanej siradnicovo-maticovej,
ktort sme pouzili aj vyssie. Teda

w0 =ou ()
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®i, (T) je teda funkcia popisujica pociato¢né rozlozenie elektronu vo zvy¢ajnom (orbitdlnom)
priestore. Pociato¢né rozlozenie elektronu v spinovom priestore je zasa také, ze s amplididou
pravdepodobnosti 1 mé spin —1/2.

Jeden z najcastejSich sposobov ako hladaf rieSenie takychto a inych QM problémov, je
vyjadrit rieSenie v tvare linearnej kombinacie nejakych znamych stavov a hladat potom hod-
noty koeficientov tejto superpozicie; v pripade, Ze rieSime ¢asovy problém, koeficienty budu
casovo zavislé. Tie zname stavy nazyvame aj bazové stavy alebo jednoducho bdza. Ak je to
uplna sistava stavov, tak hovorime o tiplnej baze. Pre problém, ktory teraz rieSime, si za bézu
zvolime stavy (B9). Mohli by sme v principe tiplne rovnocenne zvolit za bazu napr. aj stavy
Q). Ale uvidime resp. uvideli by sme, keby sme spravili oba sposoby, 7e rieSenie v baze (BY)
bude jednoduchsie. D4 sa to aj oc¢akavat, lebo stavy (BY) su vlastnymi stavmi hamiltonianu,
pre ktory mame riesit teraz ¢asovy vyvoj.

Takze

W) = 3 la (D) +a; ()]:)]
(2
kde a;4 (t) st nezname koefienty. Dosadenim takto navrhnutého riesenia do ¢asovej SchR (EI)
dostaneme

B e (01%) i (D12)] = 3 e (OB 90s) + e (0B 19)]

kde bodkami oznacujeme derivacie podla ¢asu. V siradnicovej reprezentacii by téato rovnica
mala tvar

lhz G (¢ X) +a;i- () Pi-(X)] = Z [ai1 (1) B @i (X) + ai- (V) E;- @i (X)]

kde X = 7,0 je stru¢né znacenie pre sibor priestorovych a spinovej stradnic. Vynisobme
ttto rovnicu zlava napr. funkciou ®;_(X) a preintegrujme cez XB. Vdaka ortonormovanosti
nasej bazy dostaneme

iha;_(t) = a;_(t)E;

Gj— -

A obdobne by sme prenasobenim funkciou @, (X) a preintegrovanim dostali
ihaj(t) = a; () Ej+ .

St to jednoduché diferencidlne rovnicky, ktoré maja rieSenia
aj+(t) = aje(0)e 7 P!

S rieSenim nasho problému sme teda zatial dosli k tvaru

W(1)) = 3 [ai (0)e 5+ @,,) + ;- (0)e #5-1,)]

i

Zatial nezname konstanty a;i uréime z pociato¢nej podmienky (), a to nasledovne. Préave
napisané rieSenie vyjadrime v c¢ase 0:

[T(0)) = > [a:+(0)|Pir) + ai-(0)|D;-)] -

i

6 Integrovanie cez X je struéné vyjadrenie znamenajiice naozajstné integrovanie cez z, y a 2 cez cely priestor
a sumovanie cez dve hodnoty spinovej siradnice 0. No a miesto nasobenia, integrovania a sumovania mézme
pouzivat kompaktné a prehladné Diracovo znacenie pomocou (bra| a |ket) vektorov, ktoré tieto operécie
vybavi omnoho stru¢nejsie.
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Celkom tak isto, ako sme robili vyssie, prendsobime a preintegrujeme, inymi slovami spravime
skalarny stcin stavu |®;) so stavom |¥(0)) a dostaneme

(©;[¥(0)) = a;4+(0) -

Obdobnym postupom dostaneme aj vyjadrenie pre a;_(0), takZe stru¢ne mozme zapisat
a;+(0) = (2;+[¥(0)) .

Toto plati pre Tubovolny pociatoény stav, nielen ten ([E2), ¢o sme si zvolili ako priklad.

Ako teraz vypocitat konkrétnejSie vyrazy pre tieto poc¢iato¢né amplitidy, t.j. ako vypoci-
tat prislusné skalarne siciny? Pripomenieme si, ze stavy |®,4) mame vyjadrené vysledkami
[B9), pricom vyrazy pre spinové stavy |x+) st ur¢ené vztahmi (B4 BY)). Za |V (0)) jednoducho
dosadime dany pociatoény stav vyjadreny vztahom (f2)). Takze napr.

a;j+(0) = (¢;x+|di, 1) = [kvoli ortogonalnosti orbitalnych vlastnych funkcii] =
= 0530 (X 1) = 8jig DX (O)x1(0) = Gjipe ™ sin

Podobne
U

a;_(0) = 6;4,e /% cos B)

Preto

|T(t)) = e ¥/?sin 56_5&0 Dy 1) + e 7% cos §e_ﬁE"0 “Hd,, ) .

Zvycajne sa nam v8ak viac pozdava vysledok vyjadreny v zakladnej baze (lebo méa tizky vztah
k experimentu), a tou je povedzme baza (H{). Takze este dosadime za ®;. vztahy ([BY) a tiez
rozpiSeme energie. Vysledok bude

: (VA - v : v
|W(t)) = e %/ sin Ee’ﬁEHtMiO} le“"/? cos o | 1) + ei#/? sin§ | l)} +

. VA 4 v : v
+e /2 cos §e’ﬁEFt|¢iO> [—62”/2 sin§ | 1) + /2 cos 3 | l}] : (43)
Treba to eSte zjednodu$it, popr. sa (na domdcu dlohu) ,,pohrat‘‘ s réznymi
poc¢iatoénymi podmienkami a smermi magnetickej indukcie.

4.5 Spin: kvantové ¢islo alebo stradnica?

Niekedy sa spin zna¢i kvantovym ¢islom (napr. spinové kvantové ¢islo m, v atome vodika),
inokedy zasa stiradnicou, ako sme to robili aj v predchadzajtcej ¢asti. Vo v8eobecnosti musi
byt informécia o spine zahrnuta aj do suradnice aj do indexu. Preco a ako sa to mysli? Ked
méame nejaki rovnicu pre vlastné funkcie a hodnoty, napr. Af(z) = Af(z), tak u7 z definicie
tohto problému vlastné hodnota nesmie zavisiet od stradnice. Pri spine v8ak (vlastna) energia
od spinového stavu zavisief moze (a ¢asto aj zavisi, aspon trochu). Preto by sme povedali, Ze
spin musi byt charakterizovany kvantovym ¢islom, napr. +1/2, —1/2, alebo jednoducho +1
a —1, podla dohody znacenia. Na druhej strane v§ak vieme, Ze predsa kvantovomechanicky
stav nemusi mat ostri hodnotu spinu; moze to byt nas stary znamy |x) = ¢;| 1) +¢|| 1).
Nezavislé spinové stavy vsak mozu byt len dva a ak mame dohodnuté, Ze si ako dva nezavislé
stavy vyberieme | T) a | |), tak aké spinové kvantové ¢islo potom dame superpoziénému stavu
|X)? Vidno, ze sme v problémoch. Ale v praxi sme ich uz vyriesili, len sa treba nad tym
zamysliet a spravit zavery. Tie mozu byt nasledovné: Elektron sa ozaj moze nachadzat bud
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v spinovom stave | 1) alebo | |), pravda, vo v8eobecnosti s istymi amplitidami pravdepo-
dobnosti, ¢o sa zapiSe prave spomenutym sposobom (a da sa to interpretovat aj tak, ze kym
nespravime meranie, tak akoby sa nachadzal v oboch stavoch naraz). Je to obdoba toho, Ze
ani pri popise jeho polohy v beznom priestore nevieme, kde sa naozaj nachadza, len vieme,
7e s istou amplitidou pravdepodobnosti je tu a s inou tam a s eSte inou hentam. Takze
v tomto zmysle spin naozaj mozme chapat ako najaku siradnicu o (ktord vsak moze nadobu-
daft len dve rozne hodnoty £1). Ale ako potom oSetrit to, ze vlastna energia nesmie zavisiet
od spinovej sturadnice? Tak, Ze budeme striktne rozliSovat, ¢o je spinova stradnica a ¢o je
spinové ,kvantové ¢islo” . Pod spinovym ,kvantovym ¢islom“ treba vo v§eobecnosti rozumiet
index, ktorym znac¢ime (odlisujeme) dve vlastné hodnoty nejakého spinového problému, napr.
toho z predoslej ¢asti. Mali sme tam spinové vlastné stavy |x4), ktoré sme v stiradnicovej
reprezentécii znacili x4 (o). To £ st spinové indexy (,kvantové ¢isla“ )ﬂ a o je zasa spinové
siradnica. Takze problém znacenia je takto vyrieSeny. RozpiSme si to trochu. Napr.

)1, preo=+1
XT(U)_{O, pre o0 = —1

a nemame problém ani so zavislostou vlastnej hodnoty od spinu: Napr. rovnice
$:x1(0) = Mx1(0)

8.x1(0) = Ax (o)

v sebe nemaji 7iadne protirecenie. Tie nulové hodnoty spinovych funkcii to zariadia.

5 Rotacie a vS§eobecny moment hybnosti

5.1 Infinitezimalne rotac¢né operatory

Tato ¢ast moze byt chapana aj ako ¢isto matematicka, lepsie povedané geometrickid. Budeme
uvazovat, podobne ako sme uz kedysi uvazovali, rotaciu okolo nejakej osi go uhol a.. Predtym
sme uvazovali tzv. aktivne rotécie ﬁ, t.j. otéacali sme pripravujicim pristrojom a teda aj
vinovou funkciou. Pri ¢isto matematickom pohlade sme otacali funkciou. Stradicové osi sa
nehybali. Treba si uvedomit, Ze otocenie (kontur) funkcie o uhol « je ekvivalentné tomu,
ked funkciou nehybeme, ale ota¢ame sturadnicovi stustavu o uhol —a (okolo tej istej osi
E). V jednom ¢i druhom pripade je po otoceni vyjadrenie funkcie vzhladom na aktuéalnu
siradnicovu stistavu také isté. Tento druhy typ rotéacii nazyvame pasivne rotacie. Viac-menej
z konvencénych dévodov budeme teraz primérne uvazovat pasivne rotacie podobne ako v knihe
[B]. V roznej literatiire sa pouziva raz ten ¢i onen pristup, podla toho, kedy ktory je (aspoi
subjektivne) vhodnejsi. Aj v tomto vyklade pomocne pouzijeme aj pasivne rotacie, ked sa to
bude hodit. Treba poznat oba tieto typy rotacii a hlavne ich nepopliest.

Podstatny rozdiel medzi rotaciami uvazovanymi kedysi a teraz je vSak v tom, Ze kedysi
sme mali len funkcie v obyCajnom priestore, t.j. zavisiace od 7. Teraz zavisia aj od spinovej
suradnice. Okrem toho teraz budeme uvazovat, Zze mozu zavisiet nielen od stradnic jedne]
Castice, ale vo vSeobecnosti od viacerych castic.

Ulohou bude najst operator, ktory vyjadri zmenu stavu pri rotacii siradnicovej ststavy.
Teda R .

) = R, )|) . (44)

"V &pecidlnom pripade, ked je magneticki indukcia rovnobezna s osou z , tie indexy % st jednoducho T

al.

8¢asto nazyvané aj fyzikalne
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kde « je uhol a gje jednotkovy vektor v smere rotacnej osi. Kedze |®) vo vSeobecnosti nemoze
byt reprezentované zvycajnou vinovou funkciou (lebo moéze zéavisiet nielen od priestorovych
stradnic), Taylorov rozvoj nam tu nepomoze. Vsetku potrebni informéaciu o operatore R(a, 5)
je v8ak mozné najst aj nasledovne. Zadefinujeme infinitezimdlny rotacny operdtor fgz

. R(a, &) —1
ilg = lim (@,8) (45)
a—0 o
Cize pre malé rotécie plati ) R
Rla,§) =1+ialg, a—0. (46)
Hocijako velké rotacie: )
R(a, &) = e . (47)
5.1.1 Skladanie infinitezimalnych rotaénych operatorov
Skisme zadefinovat nasledovny vektorovy operétor:
[=1,6,+1,6,+1.¢é, . (48)

Potom je zrejmé, 7e operatory infinitezimélnych rotéacii pre jednotlivé kartézske osi sa daju
pocitat skalarnymi suc¢inmi:

~ ~
~

I,=¢e -1, I,=¢,-1, I,=¢, 1.

Radi by sme boli, keby sa operdtor infinitezimélnej rotacie okolo vSeobecne smerovanej osi

¢ pocital prirodzenym zov§eobecnenim, t.j. fg = 5 I Ukézeme, ze tomu je naozaj tak.

vazuj v Aci velmi maly uhol « okolo osi & (obr. ktora lezi v rovine
Uvazujme pasivnu rotaciu o vel ,
yz. Tuato rotaciu mozno zlozit z dvoch po sebe iducich rotéacii: okolo osi z a okolo osi y

1 o cos 6

S sne
a

X
Obrazok 1: Skladanie infinitezimalych rotécii. Os & lezi v rovine yz [3).

(v Tubovolmom poradi, pokial su tie rotacie ozaj velmi maléﬁ). Vidno to napr. z toho, ako sa
zmeni poloha bodu (1,0,0) (leziaceho na osi ). Plati teda

R(a, &) = R(asind, y)R(acosb, z) + O(a?) .

9Spravne by sme to mali odvodit aj formalnejsie pomocou nésobenia matic, ale pokial za zaujimame len
o presnost do 1. radu, nacrt situacie na obrazku [0 by mal stacit na to, aby sme videli, Ze ta rotidciu mozno
zlozit z dvoch ingch, a to v fubovolnom poradi. Cosi velmi podobné budeme robit aj kusok dalej, a tam to
spravime aj odvodenim pomocou vztahov, lebo nas bude zaujimat presnost do 2. rddu, ktort uz ocami tak
dobre nevieme posudit.
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Ked7ze a tu je malé, mo7no pouzit vyjadrenie ([HG) a dostavame

~

g :fysinﬁ—l—fzcosﬁ )

Nasa vseobecne smerované os gnech mé smerové kosinusy (kartézske zlozky vyjadrené sfé-
rickymi uhlami) sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢ a cosf. Predstavime si pomocnt stradnicovi sustavu,
ktorej os 2’ je taka ista ako os z, ale os ¥’ je kolmym priemetom osi gdo vodorovnej roviny.
V tejto pomocnej stradnicovej sistave je os gopét’ v §pecialnej polohe - totiz v rovine y'z’.
Preto plati

l}: fy/ sind + I, cosf .

A ked porozmyslame dalej, zistime aj, Ze
fy/ = fysingb+_f$cos¢ .

Preto nakoniec A A A
= I, cos¢psint + I,singsin® + I, cos ,

—é.1. (49)

£

Infinitezimalne rota¢ne operatory sa formalne skladaju ako jednotkové vektory; fz, fy a I,
akoby boli jednotkové vektory v smere kartézskych osi a ¢isla cos¢siné, sin¢siné a cosf
akoby kartézske zlozky celkového jednotkového ,vektora“ Ig. Napr. vyjadrenie

—

§ = €, cos ¢sint + €, sin ¢sinf + €, cos

mé naozaj formu ako predposledne rozpisany vztah pre fg.

5.1.2 Komutaéné vztahy

Mohli by sme pomerne jednoducho dostat komutacné vzfahy pre rotatné operatory I, fy
a I, bez toho, 7e by sme museli uvazovat ich konkrétnu reprezenticiu (napr. maticovi).
Tak je to spravené v knihe [B]. Vyuzijeme tu vSak kisok iny postup, tak ako to je zasa
v [2]. Pri tomto budeme uvazovat aktivne rotécie, lebo skladania rotécii okolo roznych osi sa
niekedy predstavia Iahsie, ked' st uvazované v aktivnom zmysle (ale je to subjektivna zalezi-
tost). Pre odliSenie budeme aktivne rotéacie znacit operatorom Rot (o, §). Medzi aktivnymi a
pasivnymi rotaciami plati jednoduchy vztah

R(a, &) = Rot (—av, €) . (50)

Takze ked nakoniec najdeme nejaké vztahy pre operatory Rot aktivnych rotécii, tak Tahko
budeme vediet ich prepisat pre operatory R pasivnych rotacii. Uvazujme aktivnu rotéciu
okolo osi z podla obrazku B (vid aj kniha [2], kapitola 11.2). Nech (z,y,z) je hocijaky
bod v priestore. Pre fyzikdlnu nazornost si moézme predstavit aj pristroj (t& krabica), ktory
pripravuje stav nejakého QM objektu a ativna rotacia znamené rotovat tym pristrojom. Tym
sa samozrejme musi menit aj matematicka forma vinovej funkcie resp. stavu. Na obrazku
sme zvolili dost $pecidlny bod (z,y, z), ale to len aby sme kresbu neprekomplikovali. Ako sa
tou rotaciou zmenia siradnice rotovaného bodu? Méame

T =pcosy, Yy =psing

a' =pcosg’, y' =psing,
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e ) X, Ly

X

0

Obrazok 2: Aktivna (fyzikdlna) rotacia okolo osi Z o uhol a. Sipka na obliiku uhla oznacuje,
¢o myslime pod kladnym smerom aktivnej rotéacie.

kde p je dlzka tej rotovanej usecky, teda dizka priemetu vektora 7 = (x,y, z) do vodorovnej
roviny. Potom musi platit

¥ = pcos(p + a) = pcospcosa — psinpsina = rcosa — ysina .
A podobne
y' = psin(p + a) = psinpcosa + pcospsina = rsina + ycos a .

No a samozrejme

Maticové vyjadrenie tejto rotacie teda bude

/

x cosa —sina 0 x

y | =] sinaa cosa O Y

2 0 0 1 z
Tuto maticu aktivnej rotacie ozna¢ime symbolom Rot («,z), ¢im ju odligime od symbolu
R znamenajiceho v nasom znaceni pasivnu rotaciu.  Nepopliest so znalenim v knihe
Pisdta a kol.! My teraz pouZivame znalenie ako v knihe [3]. Podobne uz doka-

zeme Tahko odvodit aj matice pre rotovanie okolo osi z a y. TakZe to spiSme:

1 0 0 cosae 0 sina
Rot (a,x) = 0 cosae —sina | , Rot(a,y) = 0 1 0 ,
0 sina cosa —sina 0 cosa
cosae —sina 0
Rot (a,z) = | sinaw  cosa 0 | . (51)
0 0 1

Teraz skisime spravit dve po sebe idice rotécie, jednu okolo osi x, druhi okolo y. Pre jedno-
duchost pouZzijeme pre obe z nich ten isty uhol. Ttuto zlozent rotaciu realizujeme jednoduchym
vynasobenim matic a zistime, Ze vysledok zavisi od poradia tych dvoch rotécii:

Rot (a, x)Rot (e, y) # Rot (e, y)Rot (a, x) | .

To sme uz vlastne naznacili aj vyssie, kde sme skladali dve (pasivne) infinitezimélne rotécie,
jednu okolo osi z o uhol asin@ a druhii okolo osi y o uhol acosé (infinitezimélny tam bol
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uhol «, nie 0) a odvodili tak vztah pre skladanie infinitezimalnych operatorov. Tam sme sice
uvazovali, ze na poradi nasobenia nezélezi, ale to sme mysleli len v limite « — 0 a do 1. rddu
v «; aj sme to explicitne naznadcili pripisanim symbolu O(a?). Teraz sice tieZ budeme uvazovat
infinitezimélne rotacie, ale presnost do 1. rddu v rota¢nom uhle nidm nebude stacit, lebo
nekomutovanie tych rotacii sa prejavi az v 2. rdde. Maly uhol si teraz oznac¢me . Rotac¢né
matice potom budu

1 0 0
Rot(e,x)=| 0 1—¢%?/2 —¢ +0(e%)
0 £ 1—¢e?/2

1—¢%/2 0 £

Rot (e,y) = 0 1 0 +0(e%)
—e 0 1-—¢2/2
1—¢2/2 —e 0

Rot (e,2) = 5 1—-¢2/2 0 | +0() .
0 0 1

Priamym vypoctom s tymito maticami zistime, ze
Rot (¢,x)Rot (g, y)Rot (—?,z) = Rot (¢, y)Rot (g,x) + O(£?) .

Znamend to, 7ze tri malé rotacie na lavej strane maju s presnostou do 2. radu ten isty efekt
ako dve na pravej. Proste natocia rotovany bod do tej istej novej polohy. No a kedze nés
zaujimaju aj pasivne rotacie, pomocou vztahu (B{) Tahko odvodime, ze

R(—&,2)R(—¢,y)R(?, 2) = R(—¢,y)R(—¢,x) + O(?) .

Nakoniec, len z estetickych dovodov, si zavedieme infiniteziméalny uhol ¢’ = —e&, prepiSeme
posledny vztah s pouzitim toho nového uhla, a ten vzapiti pre jednoduchost premenujeme
na opit €. Dostaneme

R(e,)R(s,y)R(e% 2) = R(e,y)R(e, z) + O(&?) .

No a eSte raz pripomenieme: symbolmi R zna¢ime pasivne rotacie (t.j. ked rotuje len si-
radnicova sistava) a symbolmi Rot zasa aktivne (fyzikdlne) rotacie (t.j. ked sa siradnicova
stustava nehybe a hybe sa len fyzikidlna stustava, alebo forméalnejsie chapané, 7e rotuje vinovéa
funkcia resp. sa rotacne transformuje stavovy vektor).

To, ako sa pri (pasivnej) rotacii zmeni (transformuje) vyjadrenie nejakého stavového vek-
tora, zavisi len od toho, aku rotaciu absolvuje stiradnicova stuistava. Preto ak ti isti rotaciu
dosiahneme dvoma rdéznymi postupmi, vysledny stavovy vektor bude v oboch pripadoch ten
isty. Transforméciu nejakého stavového vektora |®) pri rotacii suradnlcoveJ stistavy popisanej
maticou R(a,€) realizujeme posobenim abstraktného operdatora R(a,&). To sme definova-
i vztahom (E4)). (Abstraktného preto, lebo ten stavovy vektor sme nevyjadrili v Ziadne;
konkrétnej reprezentécii.)

Pre transformovanie stavového vektora nasou konkrétnou zlozenou rotaciou preto plati

R(e,x)R(e,y)R(e%, 2)|®) = R(e,y) R(e,x)|®) + O(*)|®) .

Aj ked konkrétne vyjadrenie rota¢nych operatorov (v nejakej reprezentécii) eSte nepoznéme,
to zatial ani netreba; stadi, 7e vieme, Ze ich poésobenia maju splhaf vyssie uvedeny vzfah.
Tym vztahom sme spravili dolezity krok, lebo sme presli od matic transformujucich len st-
radnicu 7 ku operatorom transformujicich T'ubovolny vektor Hilbertovho priestoru. Z tej
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Tubovolnosti vyplyva, 7e stav ® v tej rovnici ani netreba pisat, a teda mozno napisat vztah
aj v operatorovom tvare:

R(e,z)R(e,y)R(e2, 2) = R(e,y)R(e,z) + O(e%) |. (52)

Mimoriadnu délezitost tohto vztahu pri porozumenie skladania rotacii sme sme zvyraznili aj
zaramovanim. Dosadenim za operatory R pomocou infinitezimalnych podla vyjadrenia (H7)
dostaneme

1, 1, e 1, 1,
(1 +icl, — 55213%) (1 +iel, — 55215) (1 + zeglz) — (1 +iel, — 55215) (1 +icl, — 55213%)

pri¢om sme pisali len ¢leny do 2. radu v €, ¢o pre velmi malé uhly sta¢i. Ked to roznasobime
(a nesmieme pritom prehadzovat poradie roznych operatorov, lebo nekomutuji, aspon teda to
tusime a o chvilu aj explicitne uvidime), dostaneme dost velkia rovnicu, ktoru si preto radsej
rozpiSme podla jednotlivych radov, aj ked to treba aspon zatial chapat ako jednu rovnicu.

el 1 = 1
el il + in = ’ily +il,
52 : —% 2 — fzfy — %[3 + Zfz = —%[E - fyfz - %[2

Vidime, 7e rddy 0 a 1 nedajt ziadnu uzitoc¢ni informaciul'd. Navyse vypadne aj vicsina clenov
2. radu. Od oboch stran rovnice mézme prispevky 0. a 1. radu a ¢ast tych 2. rddu odcitat a
dostaneme novi rovnicu, ktord bude mat najnizsi rad 2:

(—fxfy + zfz) e? = —fyfx52 + (nejaky operator)e® 4+ O(g?)

Teraz tito rovnicu predelime hodnotou £? a na to, ¢o zostane, uplatnime limitu ¢ — 0.
Dostaneme komutac¢ny vztah fzfy — fyfx = il,. Takto sme si trochu detailne ukazali aj to,
ako korektne chapat také veci, ako napr. Ze sta¢i uvazovat presnost do 2. radu a pod. Teraz
je zrejmé, ze to neznamend spravenie nejakého priblizenia. VSetko je tiplne presné.

Vdaka symetrii hned cyklickou zamenou dostaneme aj dalsie dva komutacné vztahy. Zhr-
nme ich vsetky tri:

~

i) =], (i) =L, [l 1) =il.]. (53)

Pripomenme, Ze o tychto operatoroch zatial vieme len to, Ze popisuju zmenu vyjadrenia
(transformaciu) stavu pri rotécii siradnicovej stustavy. Ich konkrétnejsie vyjadrenie zatial
nemame.

5.1.3 Operatory 2, I, a I_
Definujeme ich nasledovne. A R A A
P=L+1+17, (54)
oo howil,, Io—1—il,. (55)
Z tychto definicii a zo zakladnych komuta¢nych vztahov (B3) sa da Tahko odvodit, 7e platia

aj nasledovné pravidla (ktoré sme uz v inom znaceni odvodili v minulosti, takze ich len
zopakujeme):

[jzaj-l-] - f+ ) [Amj—] = _j— ’ [j+’j—] = QfZ (56)
(L. 7] = [1,, %) = [L..7] = 0 (57)
{A+7[A2} :[[A*7[A2]:0' (58)

Pozn.: I nie st hermitovské.

1076 bol prave dévod, preco sme museli uvazovat az 2. rad v e.
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5.2 Vlastné vektory a hodnoty infinitezimalnych rotaénych opera-
torov
Budeme postupovat presne ako v knihe [2], ¢ast 11.3, len s trochu inym znacenim. Dvojica

operatorov I, a I? komutuje, takZe sa musia dat najst ich spolo¢né vlastné vektory. Dvojicu
prislusnych rovnic zapiSeme

I2|(I)nw> = |Ppw) (59)
L|®pw) = w]|Pp) - (60)
Tak vlastné vektory |®,,,) ako aj vlastné hodnoty 7 a w st nezname. Z definicie operatora IE

Vyplyva 7e
n>0. (61)

Definujme teraz stavové vektory |®,,,)+ a |®,,,)_ nasledovne:
| Py) & = Lo Prw) -
Skiimajme pdsobenie operdtora I? na tieto vektory.
12|(I)nw>+ = Iz]+|q’nw>+ = [I” a I, komutuji] = I+]2|(I’nw>+ = Lin|Pyw) = 0| Ppu) +

Vektor |®,,,)+ je teda tiez vlastnym vektorom pre fz, pricom vlastna hodnota je n. Uplne
obdobne dostaneme aj R
Iz|(1>nw>— = 1| Prpu) -

Len kusok zlozitejsie je zistit posobenie I, na | Py +:

f2|(1>nw>+ = fzj—f—

|®,,,) = [treba pouzit komutaény vzfah medzi I, a [,] =
(e Fe L)y = F10) — Tawl®y) = (1+w)],]Dy)

Teda |®,,)+ je vlastnym vektorom aj pre fz, ale s vlastnou hodnotou 1 4+ w. A obdobne
zistime, 7e X

L @) - = (=1 + w) [Py -
Zhriime tieto zistenia: ak |®,,,) je spoloénym vlastnym vektorom operatorov 12 a I,, tak
stavy D)+ = fi|¢nw>i st nimi tiez. Ak si predstavime mnozinu vSetkych moznych (na-
vzajom ortogonéalnych) vlastnych vektorov |®,,), tak tie akoze nové vektory |®,,,)+ vlastne
ani nebudd nové, ale budua patrit do tejto mnoziny. A bude platit

j+|q>77w> = C£$)|¢n7w+1>
L@W) = Cv(y;)‘q)n,wﬂ)a

kde C a C ~) st zatial blizsie neurcené normovacie konstanty. Tieto rovnice ukazuju, 7e
operatory I, posobla na vlastné vektory |®,) tak, Ze vyrobeny vektor ma zvySeni resp.
znizend vlastni hodnotu operéatora I, a vlastna hodnota operatora I? sa nemeni. Preto sa
operatory Iy nazyvajt aj zvySovaci resp. zniZovaci operator. Normovacie kongtanty uréime
nasledovne. Spocitame skaldrny stucin vektoru f+|<I>nw) samého so sebou. Vyuzijeme pritom
predposledne napisanii rovnicu a ortonormovanost vektorov. Dostaneme (ak je to nejasné,
treba sa pozriet do Dodatku)

(@l -1 |Py) = 1O (62)

"ntuitivne je to zrejmé, ale ak by sme chceli byt tplne poctivi, bolo by to treba dokazat.
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Obdobne z druhej rovnice

(P I T | @) = |C) P (63)
Z komutac¢nych a inych vztahov v predoslych castiach sa daji priamociaro odvodit vztahy
Il =PP-1*+1, (64)
I I =1P-1-1,. (65)

S ich pomocou dostaneme
|Cr(]2:)|2 =n—ww+1) |C’7(n_u)|2 =n—ww+1).
7 toho vyplyvaji ohranic¢enia
n>ww+1) a n>ww-1) Yw.
Pre dané 7 je teda w obmedzené zhora aj zdola. Z rovnice pre zvySovanie to vSak vyzera tak,
akoby sa postupnymi posobeniami zvySovacieho operatora dalo w neobmedzene zvySovat.
Aby to tak naozaj nebolo, musi byt prislusna konstanta \C’,gg)|2 nulovd. Maximalnu hodnotu
w (nad ktort sa uz neda zvySovat) ozna¢me wya,. Potom musi pre isté vopred pevne zvolené
n platit
n= wmax(wmax + ]-) .
(Iba tak zabezpe¢ime nulovost kongtanty |C{%)  |2.) Obdobne mozme uvazovat aj pre ohra-
nic¢enie zdola, kde oznac¢ime minimalne w ako w,;,. Pren plati
n= wmin(wmin - 1) .
Teda pre dané n musi byt splnené
n= wmax(wmax + ]-) = wmin(wmin - ]-) .

Ak pre dané n najdeme (¢o sa nam povedzme podari) prislusné wy,.,, tak potom mozné
hodnoty wmin € {—Wmax, Wmax + 1}. Prva z tychto hodnot je zrejme ta, ktorta hladame.
Zhrime teda, ¢o sme zistili. Pe dané n existuje wp., také, ze

n= wmax(wmax + ]-)

a mo7né w su

W = —Wpnax, Wmax + 1, -+ Wax — 1, Wiax -
Pocet moznych hodnot w je teda 2wpya + 1. AZ teraz zistujeme zaujimavi vec - ze 2Wpay + 1
musi byt prirodzené ¢islo, lebo pocet (predpokladame, Ze je nenulovy) musi taky byt. Preto
musi platit

2Wmayx j€ nezaporné celé ¢islo; a zavedme jednoduchsie znacdenie j miesto Wyay : J = Wimax: ‘

Miesto symbolov w budeme od teraz pouzivat m: m = —j,—j+1,... ,j‘ .(66)

Uvodné rovnice pre vlastné vektory prepiseme teda do tvaru
Pljm) = j(j+1D)lj,m) (67)
Lj,m) = m|jm), (68)

kde sme zaviedli isporné znacenie pre vlastné vektory.
K normovacim konstantam: s vyuzitim identit

JU+1) =mm+1) =G -—m)G+m+1), jG+1)—mlm—1)=(G+m)(j—-m+1)

dostaneme mimoriadne uzito¢né vztahy

Liljom) = i +1) —mm+1) [jym+1) = /(i —m)G+ m+1) [im+1)|  (69)

Iljm)=\jG+1) —m(m—1) ljm—1)=/(j +m)(j —m+1) [jm—1)|  (70)
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5.3 Stvis rotacii s orbitAlnym momentom hybnosti

Uvazujme teraz, ze mame nejakt funkciu, ktora zavisi len od zvycajnych polohovych vektorov.
Zapisme ju f(r,...,7y) = f(7). Napr. by to mohla byt vlnova funkcia N-elektronovej
stustavy, ktora by popisovala rozloZzenie elektronov len v orbitdlnom priestore. Ako sa takato
funkcia zmeni pri rotécii stradnicovej sustavy? (Teda mame na mysli pasivnu rotéci.)
Budeme uvazovat rotaciu o uhol a okolo nejakej osi danej jednotkovym vektorom E, obcas to
zapiSeme aj pomocou a = ozg. Kedze vsak pasivne rotacie sa asi tazsie predstavia, pomocne
si najprv predstavime aktivnu rotéciu o uhol —a okolo tej istej osi. To mé na funkciu ten isty
efekt ako aktivna o uhol a. Pri tej pomocnej aktivnej rotacii budeme postupovat uplne tak
isto, ako sme dosli k odvodeniu transformacéného vztahu (Z3), len to zovieobecnime na funkciu
viacerych polohovych vektorov. Transformovana a povodné funkcia splhaja vztah (uvazujeme
len malé uhly, mali by sme pisat aj ¢leny ako O(a?), ale pre stru¢nost vynechame)

P = f(r = 6F) = F(F) — b7 - V() = (1 -y %) £ ()

Podl'a (22)) pre aktivnu rotaciu o uhol &@ plati

0Ty = Th X 040 .

Preto
FF) = |1 i(fn X 0 - 6,1] f(F) = [1 - nilaa. (7 X ﬁn)] f(7)

Rot o> (5, €)
No a ked7e nam ide o pasivnu transforméaciu, zmenime znamienko uhla podl'a (B0) a zapiSeme
. N

Rorb(fsaaf) =14da- Z(Fn X 671) , pre 6a — 0 .

n=1

Infiniteziméalny rota¢ny operator pre orbitalny priestor N polohovych vektorov potom podla
definicie (X)) bude

N

b = =il 3 (P x Vi) |- (71)

n=1

Tento vztah je $pecidlnym pripadom v8eobecného vyjadrenia (Hd). Infinitezimélny rotacny
operator ([[Il), ako to aj vidno z jeho vyjadrenia, posobi len na funkcie zavislé od zvycajnych
priestorovych premennych; ak by nejaké funkcia zavisela od spinovych stiradnic, tak operator
([T s tiou ni¢ nespravi. Napr. fgrqu(F)X(a) = X(cr)fglrbgb(f).

A teraz najdolezitejsia vec - vidime, Ze infinitezimélny rotacny operator ([ZI) je imerny
operatoru orbitdlneho momentu hybnosti N-Casticovej stustavy. Prislusné vztahy pre savis
medzi rotaciami a orbitalnym MH teda zapiSeme (s pouzitim zlozkového tvaru)

L,=hI™, L,=hI", L.=hI"™. (72)

I2Naco sa vlastne pouZivaju pasivne rotécie, ked vietko sa da vybavit aj aktivnymi, a navyse sa aktivne
zvyCajne Tahgie predstavia? Je to viac-menej vec elegancie; tym, 7e fyzikalnu sistavu nehybeme a toc¢ime len
saradnicovou sustavou, nejak vyraznej§ie demons§trujeme to, Ze sa nam jedné len o skimanie, ako sa vinové
funkcie alebo stavové vektory alebo operatory menia ¢ nemenia, ked na ne pozerame z roznych sturadnicovych
sustav. Potom mo6Zme napr. povedat, Ze hamiltonidn atému je invariantny (nemeni svoju formu) vzhladom
na lubovolni rotaciu saradnicovej ststavy. Ked sa teda zaujimame napr. o invariantnost operatorov voci
rotaciam, ¢o je matematicka transformaécia, je prirodzenejSie uvazovat pasivnu transforméaciu.
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Orbitalny MH sme uz prebrali dva razy, teda aspon pripad jednej Castice. Prvy raz sme
pouzili tradi¢né riesenie singularnej diferencidlnej rovnice, druhy raz sme analyzovali rotacie
tak, ako v tejto podcasti, az nato, ze vtedy sme uvazovali len aktivne rotacie (ale to je dost
nepodstatny rozdiel). Pri tom tradifnom sposobe rieSenia sme vtedy nasli velmi konkrét-
ne vyjadrenia pre spolo¢né vlastné funkcie operatorov orbitalneho MH, a to gulové funkcie
Yim (¥, ). V stucasnej podkapitole sme v tej vSeobecnej analyze rotdcii ani nemuseli uvazovat
konkrétne vyjadrenie funkcii a zaobisli sme sa s abstraktnymi vyjadreniami typu |j, m). Teraz
uz vidime, ze tieto stavy napr. v pripade jednej castice maji konkrétne reprezentéacie v tvare
gulovych funkcii Yy, (9, ¢). Len treba pisa index [ miesto indexu j. Z tej vSeobecnej ana-
lyzy rotécii teda treba zobrat pripady celo¢iselnych j, podla zauzivanej konvencie ich znacit
[ a mame popis pre orbitalny MH.

5.4 Suvis rotacii so spinovym momentom hybnosti

Tu je situacia trochu iné, pretoze operator spinového MH sa nedé definovat na zéklade klasic-
kej analogie. Spinové operatory a vlastné stavy sme v jednej z predoslych c¢asti zkonstruovali
na zéklade znalosti experimentalnych tdajov a, ¢o je velmi dolezité, eSte sme postulovali
komuta¢né vztahy ([Z5). Vobec sme inak neskimali, ¢i spin méa alebo nema nejaky stvis s ro-
taciami. Najnovsia vSeobecna analyza rotécii v8ak v kombinécii s experimentalnymi tidajmi
ponika omnoho elegantnejsi nahlad.

Skisme vo vyjadreniach (B9IZ0) polozit j = 1/2. Potom so znalostou rozsahov ¢isiel m
podla (EQ) rychlo uvidime, 7e prislusné vlastné vektory operatora infinitezimalnych rotacii

pre toto j st len dva, a to
11 1 1
33 ) 73)

Zodpovedajuce vlastné hodnoty infinitezimélneho rota¢ného operatora pre os z su zasa, podla
[ER), +£1. To je presne to, ¢o pozname 7 experimentilnych tdajov o spine elektronu! Ten
mé tiez len dva ortogonélne vlastné vektory a dve vlastné hodnoty, a ked ich vyjadrime
v jednotkach h/2, tak st to prave +1.

5.4.1 Maticova reprezenticia infinitezimalnych rota¢nych operatorov pre j = 1/2

Zoberme teraz stav |7, m’) a spravme jeho skalarny sucin s oboma stranami rovnice (G8)). Do-
staneme rovnice tvaru (j, m/|L|j,m) = m{j,m'|j, m), Eize (j,m/|L|j,m) = mbyym. Na pravej
strane vidime jednoduché ¢isla, ktoré mézme zapisat do matice. (Maticu 2x2 sme uz kedysi
zostavovali aj pre spin.) Pre j =1/2, kedZe mozné hodnoty m st len £1/2, m6zme tieto
¢isla usporiadat do 2x2 matice, ktorti oznac¢ime I{*/?). Len sa nesmieme zabudnif dohodnit,
v akom poradi budeme do matice jednotlivé prvky zapisovat. Standardom je poradie zod-
povedajuce poradiu vektorov ako v zapise ([3). I§1/2), ¢o je vlastne maticovi reprezenticia
operatora I, v baze vektorov (@), potom bude

1/1 0
(1/2) — =
i 2<0 _1> . (74)

S vyuzitim vztahov (69) a () dostaneme maticové reprezentacie aj pre zvySovaci a znizovaci

operator:
a2 _ (01 a2 _ (00
I _<00>’ IS _<10 . (75)

IBKu znaceniu: index j sa inak pouZiva pre celkovy moment hybnosti elektréonu, index [ pre orbitilny a
index s pre spinovy. A ak sa jedna o sustavu Castic, tak sa pouziju velké pismena.
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A potom zo vztahov (BE) aj reprezentacie pre hermitovské operatory I, a fy:

101 1 0 1

Matice podobné na I{}/2), 151/2) a 1112 sme viak uz mali, ked sme kedysi uvazovali spin.
Naozaj, az na chybajuci faktor i sia také isté, ako maticové reprezentacie operatorov spinu
1/2. Alebo, keby tam nebol ten spolo¢ny faktor 1/2, boli by to Pauliho matice.

5.4.2 Fyzikalna interpretacia

Tie rozne sady vlastnych vektorov |7, m) (kazdé j definuje inti sadu) ziskané ¢isto matematicky
analyzou rotacii mozu teda mat aj pre polocelé j fyzikdlnu interpretdciu. épecialne pripad
j = 1/2 poskytuje presne ta matematickid Struktiru, aka potrebujeme pre spin elektronu.
Mozme to povedat aj tak, Ze naSli sme akési matematické étruktl’lr, a hladame, ¢ sa
v prirode nachadzaju objekty, na popis ktorych by sa tie Struktury dali pouzif. Ked sa
prehrabeme v experimentélnych datach, tak vitazoslavne zistime: ano, pripad j = 1/2 md
aj fyzikdlnu realizdciu, a tou je spin elektronu. Operator spinového MH elektronu sa teda
elegantnejsie definuje ako pripad j = 1/2 z analyzy rotacittl.

Dolezité je si aj uvedomit, ze sada 2j + 1 vektorov pre isté j tvori uplny podpriestor
Hilbertovho priestoru v zmysle, 7e akymkol'vek posobenim zvySovacieho alebo znizovacieho
operatora alebo aj I,, 12 atd. uz ziaden zésadne novy vektor nevyrobime; len taky, ¢o uz
do tej sady patri alebo sa da zapisat ako linearna kombinacia vektorov tej sady. Pre spin 1/2
do tej sady patria len dva vektory (I73).

Zhrime nakoniec stvis medzi rotaciami a spinovym MH jedného elektronu do matema-
tického vyjadrenia. ZapiSeme to pomocou maticovej reprezentacie operatorov:

o =hIMD sy =nIM?P s, = RID) | (77)

A Dodatok

Ked7e este mo7no nie sme celkom zoznameni s operaciami pomocou Diracovho (bra| a |ket)
znacenia, Cosi si aspon tu pod ¢iarou strucne k tomu napiSeme, aby sme vedeli, ako vyjadrenia
pre skalarne siuciny (62) a (B3) dostaneme. (Kto to vie, nemusi toto ¢itat.) Majme nejaky
operator A a vektor (stav) |®). Vysledkom posobenia A na |®) bude nejaky novy vektor,
oznacime ho |V). Teda R

) = A|D) .

140Odbornejsie sa nazyvaja ireducibilnymi reprezentaciami tplnej rotacnej grupy.

15Kedysi ste na MODERNEJ FYZIKE uZ robili podobni analyzu pre orbitalny MH a zistili ste, Ze st aj tie
polocelé hodnoty. Tu sme to spravili v kontexte vSeobecnych rotacii. Treba si eSte uvedomit nasledovnu
logiku: ak nejaké operatory st operatormi orbitalneho MH, tak splhaju tie zname komutacné vztahy. Opacné
tvrdenie vSak neplati. Cize, ak nejaké operatory spliiaji tie komutatné vztahy, tak to este nemusia byt
operatory orbitdlneho MH. Na MODERNEJ FYZIKE ste kvoli zrychleniu vykladu spravili trochu logicky skok,
7e ste najprv zacali s orbitdlnym MH, ¢o je menej vSeobecné kategéria, a preskocili ste ku komuta¢nym
vztahom, ¢im ste do mnoZiny uvazovanych matematickych Struktar zahrnuli aj ¢osi viac ako len orbitalne
operatory.

16Dal by sa odvodit aj vieobecny vzfah zahfhajici lubovolny pocet elektrénov a dokonca aj vztah zahfiia-
juci nielen zv1agt spinovy alebo zvlast orbitdlny MH. Ten vSeobecny vztah pre suvis infinitezimalnych rotacit
s celkovym MH by vyzeral presne ako uz uvAedenAé vzfahy, teda napr. J, = hl., kde J, je operator celkového
MH sustavy. Tento celkovy MH sa vyjadri J =L+ 8. Ale tieto veci uz teraz nestihnem(e) prebrat. Hadam
sa k nim dostaneme neskor.
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Ulohou je spo¢itat skalarny su¢in vektora |W) samého so sebou, ¢ize ur¢it druht mocninu jeho
normy (lebo tak je norma definované). Kedze skalarne staciny vieme uz pocitat v siradnicovej
reprezentacii, najprv si to zapiSeme v nej. Suradnicovi reprezenticiu vektora |¥) oznadi-
me funkciou ¥(X), kde X je suhrn vSetkych suradnic, ¢i uz priestorovych alebo spinovych,
od ktorych moze ta funkcia zavisiet. Mame teda vypocitat

/dX U*(X)¥(X) = [stru¢ny zapis Diracovym formalizmom] = (V|U) |

kde to integrovanie je z¢asti symbolické. (T.j. v pripade spinovych suradnic ho chapeme ako
sumovanie cez dve hodnoty spinovej stradnice.) Majme dalej nejaka tplna ortonormovant
ststavu vektorov [i;), ¢ize plati (¢;]v;) = d;;. Vyjadrime si stav |¥) ako linedrnu kombinaciu
tychto (tzv. bazovych) vektorov:

W) = A|®) =) cilei)
i
Nemodze nas potom prekvapit, ze v suradnicovej reprezentécii to bude reprezentované linedrnou
kombinéaciou
=Y (X)),
i

kde ;(X) st suradnicové reprezentacie vektorov [¢;). V stradnicovej reprezentacii vsak
skalarny sucin spocitat vieme:

/dX T (X) Zc c]/dX PH(X Z\CZ\Q

Motivovani tym, Ze 121|<I>> = Y ¢ilwi), si teraz zadefinujme nasledovny zvlastne vyzerajuci

objekt: A
(@47 = Y il
(2
kde Af je operator hermitovsky zdruzeny ku A. Je to velmi formélne vyzerajica definicia,
ale teraz sa s fiou uspokojme. Spravme forméalne pripisanie zlava tohto objektu k vektoru
|) = fl\q)), ktory uz tiez mame vyjadreny ako linearnu kombinaciu. Dostaneme (sumacéné
indexy dvoch nezavislych sim musime znacit rozne)

(AT D) = (Zc (1 ) (Z cj|1/1j)> =>">"clej(i|v;) = [ortonormovanost] = |e;]* .
7 i i
Cize

(@[ATA|@) =3 [eif .

To je ale hodnota, ktori sme vyssie uz dostali ako hladany skalarny sucin. Teraz teda vidime,
7e ho mdzme zapisovat nielen v stiradnicovej reprezentécii, ale Ze ma aj kompaktné vyjadrenie
(®|ATA|®). Teda sme ukézali, 7e ak stav | ) = A|®), tak skalarny sucin tohto stavu so sebou
samym sa da zapisat ako

(U0 = (D|ATA|D) .

Viac a ovela lepSie o matematickom formalizme QM a o teérii reprezentacii sa da naucit napr.
z knihy [2].
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