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2.12. Newtonov gravitaény zikon. Newtonov zikon sily f = ma moze sa
pri rieseni fyzikalnych uloh pouzit dvojakym sposobom. Ak je zndma sila
posobiaca na hmotny bod ako funkcia jeho polohy (v inercidlnom systéme)
d2r
dez
losti vy hmotného bodu v ¢ase t = ¢, dostavame polohovy vektor pohybujiceho
sa bodu ako funkeiu ¢asu ¢ize kinematicky popis pohybu. Ak, naopak, poznidme
kinematické, priamym pozorovanim ziskané zdkonitosti pohybu hmotného
bodu v danom silovom poli, Newtonov zakon sily umoziuje najst prislusny
silovy zakon. ,

Pre rozvoj mechaniky velmi vyznamnym prikladom tvah, prostrednictvom
ktorych sa zo znameho pohybu odvodzuje sila riadiaca tento pohyb, je New-
tonovo odvodenie jeho zakona vSeobecnej gravitacie (vzajomnej prifazlivosti
telies). Pri odvodzovani svojho gravitaéného zakona vychadzal Newton
z Keplerovych zikonov, opisujicich pohyb planét, ktoré Kepler!) odvodil
z dokladnych astronomickych pozorovani.

Keplerove zakony su:

L. Planéty obiehaju okolo Slnka po elipsich s malou vystrednostou. pricom
Sinko sa nachodi v ich spoloénom ohnisku.

2. Plochy opisané sprievodicom tejZe planéty, vztahujicim sa na stred Sinka.
v tubovolnych dvoch rovnakijch casoviych intervaloch s rovnaké.

3. Druhé mocniny obeZnijch déb planét pri ich obiehani okolo Slnka st dwmerné
tretim mocnindam velkych polosi ich eliptickych drdh.

Odvodenie Newtonovho gravitaéného zakona zo zakonov Keplerovych
za predpokladu eliptickych drah planét vyZzaduje dlhsi vypodet. Tomu sa
mozeme vyhnit pouzitim zjednodusujiceho; s Keplerovymi zdkonmi zrov-
natelného predpokladu, Ze drahy planét si kruznice. Keplerove zakony pri-
pustaju totiz akakolvek vystrednost eliptickych drah planét, teda aj vystred-
nost nulovi, a elipsa s nulovou vystrednostou je kruznica. Ak su teda Keplerove
zakony spravne, spravne su aj v pripade, ze drahy planét si kruhové. Okrem
toho planéty Slnka obiehaji okolo neho po elipsach s velmi malou ¢cisel-
nou vystrednostou (¢iselna vystrednost eliptickej drahy Zeme je napriklad
len ¢ = ef/a = 0.0167). takze predpoklad kruhovych drah je veImi blizky aj
skutoénosti.

Pri odvodzovani Newtonovho gravitaéného zakona budeme teda pre jedno-
duchost predpokladat, Zze planéty obiehaji okolo Slnka po drahach kruhovych.

a dasu, rieSenim rovnice f(r, {) = ma = m - pri znamej polohe r; a rych-

1) Johannes Kepler (1571 —1630), nemecky astroném, od r. 1600 pomocnik, ne-
skor ndstupca Tycha de Brahe v Prahe ako cisarsky matematik. Svoje sldvne zékony
odvodil z pozorovani svojho predchodcu a vlastnych.
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K veei sa vratime v ¢l. 2.22, v ktorom opacne, opierajic sa o Newtonov zékon
sily, z Newtonovho gravitatného zakona odvodime pohyb planéty po drihe
eliptickej pri danych zadiatoénych podmienkach, pridom sa sidasne pre-
svedéime, ze ak Newtonov gravitaény zakon plati presne, pohyby planét musia
byt v skutolnosti o niec¢o zlozitejsie, ako ich opisuju pomerne jednoduché
zakony Keplerove.

Podla prvého Keplerovho zakona, ak draha planéty je kruznica, Slnko sa
nachodi v jej strede. Z druhého Keplerovho zakona potom vyplyva, %e planéta
sa pohybuje po svojej kruhovej drahe s polomerom r rovnomerne, t. j. rych-
lostou s konstantnou absolitnou hodnotou

2rr
- 1)
ak je 7" obezna doba.

Ako uz vieme, pri rovnomernom pohybe bodu po kruznici zrychlenie smeruje
do stredu kruZnice; tangencialne zrychlenie sa rovna nule a zostavajice do-
stredivé zrychlenie ma abs. hodnotu @ = »?/r. Zrychlenie planéty, ktoré smeruje
do stredu kruhovej drahy ¢&ize k Slnku, mé teda abs. hodnotu

v? 472
== e r (2)
Ale podla tretiecho Keplerovho zakona je
T2 = ¢r® (3)

pri¢om konstanta umernosti ¢, kedze vztah (3) plati pre vetky planéty Slnka,
moze byt zavisla len od vlastnosti Slnka.
Ked dosadime vztah (3) do vztahu (2). dostaneme

472 472 1
s BB BB Nt gl (4)

a konstanta timernosti £ méze byt opit zavisla len od vlastnosti Slnka.
Podla Newtonovho zakona sily na planétu hmotnosti m posobi teda sila do
stredu Slnka smerujtica. ktorej absolutna hodnota je

1
f=ma=lm_ (5)
Ale ked posledny vztah méa byt vSeobeecnym vyjadrenim silového pdsobenia

hmotného telesa na iné takéto teleso. planéta musi i¢inkovat na Slnko silou
s absoltitnou hodnotou

. , 1
f=uM (6)

kde konstanta umernosti £’ moze byt zavisla len od vlastnosti planéty.
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Podla zakona akcie a reakcie véak ' = f, teda kI’ M = km, alebo

ko ;
M m ’

takze b = =M a k' = xm. Ked dosadime vztah k = %M do vzorca (5) alebo
vztah &' = »m do vzorca (6), dostaneme pre absolitne hodnoty pritazlivych
sil. ktorymi na seba ué¢inkuja Slnko a planéta, vysledok

Mm ‘
/: L3 ,’.2— (8)

Pri odvodzovani vzorca (8) Slnko a planétu sme povazovali za hmotné body.
Podla Newtona vzorec (8) je presnym vyjadrenim absolttnej hodnoty sil.
ktorymi sa pritahuji dva Tubovolné hmotné body, pricom konstanta tmer-
nosti », Newtonova gravitaéna konstanta, ma vSeobecni platnost; je to
univerzalna konstanta. '

Hmotny bod hmotnosti M uéinkuje teda na iny hmotny bod hmotnosti m,
ktory je od neho vo vzdialenosti r, pritazlivou silou s absolitnou hodnotou
ur¢enou vzorcom (8) a ak je tento volny, udeluje mu zrychlenie s absolitnou
hodnotou

M
a:_’r{l,—:x—TT (9)

Ak hmoty dvoch hmotnych bodov oznac¢ime m, a m,, bude

MMy
r2

f== (10)

Vzorec (10) upravime este na vektorovy tvar. Nech je ry, polohovy vektor
hmotného bodu hmotnosti m, vzhladom na miesto hmotného bodu hmotnosti
m, . Absolitna hodnota vektora r,, nech je r. Silu f;,, ktorou hmotny bod m,
posobi na hmotny bod m,, dostaneme, ak jej absolitnu hodnotu dant vzor-
com (10) znasobime jednotkovym vektorom v jej smere (obr.2.13). Tento

g ; g s b e e D edin.! 5t ri : :
jednotkovy vektor, kedZe gravitac¢na sila je prifazliva, je — ; . Sila fi, je
teda s
MMy @ s
fio = —x ss T m, fio m, (11a)
Obr. 2.13

Hmotny bod s hmotnostou M pdsobi teda na hmotny bod s hmotnostou m.
ktorého polohovy vektor vzhladom na bod hmotnosti M je r, silou

Mm

f=—x3

(11b)



30 2. Dynamika

Vzorce (11) st vektorovym vyjadrenim 'Newtonovho gravitaéného zakona.
Prave tak ako vzorce (8), (9) a (10), aj vzorce (11) platia vo vSeobecnosti
presne len pre dva hmotné body. V ¢l. 2.14 sa vSak presveddime, Ze plati aj pre
dve homogénne hmotné gule. ktorych stredy sa nachadzaju v lubovolnej
vzajomnej vzdialenosti 7.

Ak checeme ndjst gravitaénu silu, ktorou uéinkuje Iubovolné teleso 7' na
iné Tubovolne zvolené teleso 7, mézeme postupovat takto: Pretoze hladana
sila je sdcet sil ako vektorov, ktorymi uéinkuji vSetky objemové elementy
telesa 7' na vsetky objemové elementy telesa 7", pomocou Newtonovho
gravitaéného zakona vyjadrime najprv silu, ktorou objemovy element te-
lesa 7' hmotnosti dm u¢inkuje na objemovy element telesa 7" hmotnosti
dm’. PretoZe objemové elementy telies moZeme povaZovat za hmotné body,
ak polohovy vektor objemového elementu telesa 7" vzhladom na miesto
objemového elementu telesa 7" je r, podla vzorca (11) objemovy element telesa
T \é¢inkuje na objemovy element telesa 7" silou

dm dm’ ,

r3

df = —x

(elé teleso 7' Géinkuje teda na objemovy element telesa 7" silou

df = —x dm'f
i

pricom integracia sa vzfahuje na vnutro telesa 7', premennymi su suradnice
zadiatku polohového vektora r a integral sam je funkciou polohy objemového
elementu v telese 7". Teleso 7' tidinkuje teda na teleso 7" silou

f:——xfdm’ /%’aﬁr (12)

i T

d

m
r
,’-3

pricom druha integracia sa vzfahuje na vnutro telesa 7".

Priklad 1. Vypoditame gravitaéna silu, ktorou uéinkuje hmotnd tsecka
hmotnosti M a dizky I na hmotni tsetku hmotnosti M’ a dizky I’, ak obidve
tsedky lezia v tejZe priamke vo vzajomnej vzdialenosti a od seba (obr. 2.14).

Pretoze vietky sily, ktorymi Géinkuju elementy prvej use¢ky na elementy
druhej tse&ky, st sthlasne rovnobezné, stadi poéitat s ich absolitnymi hod-
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notami. Podla obr. 2.14 a vzorea (10) dizkovy element dz prvej Gsecky tdinkuje
na dizkovy element dz’ druhej tsedky silou s absolttnou hodnotou

2 m M dz
d?}f = % —— do - o
! I+ a+ 2 —x)?
‘ ’
T 1 a  aiiecie & Ea e
fe———stf= P olile
z dz Z dr
Obr. 2.14

Usetka prva udinkuje teda na dizkovy element tise¢ky druhej silou s absoltitnou
hodnotou

MM dx
df = =~ —-ll,—da: [ A e
0

Zavedieme substituciu v =1 + a + ' — z, takZe bude dox = —du. a teda

a+

’ ’ a4z
g My, T du MO e
I .u2 ll l+a+x’
l+a+a
JIM’ 1
i ~ da’ ( ,
e+ I+a+ x)
Hladana sila je teda
um da’

f=n—— — % —— 5
’ I FEYa 1 j l+a+x
k) 0
Ak pre prvy integral zavedieme substiticiu v = a + 2" a pre druhy integral
substiticiu w = | + a + z’, dostaneme

a4+l l+a+l"

¥t MM ode MM dw MM | (@ + 1)+ a)
=T ) v T w W “altaerl)
a l+a
V pripade dvoch rovnakych hmotnych tse¢iek hmotnosti M a dizky I bola by
tato sila
o (+ap
Soakn wi, i oy

alebo, ak namiesto vzdialenosti a prilahlych koncov obidvoch tseéiek zave-
dieme vzajomnua vzdialenost ich stredov r =1 4+ a,
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PR Tj____ﬂ IIIZ]’ IA
n r—1) T = # =y In rlm—ff o

Ve

=% 1’2;

r2

Keby dlzky usetiek boli vzhladom na vzdjomnu vzdialenost ich stredov malé,
sila f by bola

—_—— e = X ——
2 r2 re

172 2 2 2 2
fi—x%ﬁ;ln(l—#%)_:x-ﬂj l M

&ize by usedky posobili na seba silou ako dva hmotné body.

Podla Newtonovho gravita¢ného zakona sily, ktorymi uéinkuje Slnko na
planéty, si tej istej povahy ako napr. sily, ktorymi Gdinkuje Zem na telesd
v svojom okoli. Teda sila, ktorou ucéinkuje Zem na Mesiac, a sily, ktorymi
nasa Zem posobi na volne pustené alebo sikmo hodené telesa, riadia sa tym
istym silovym zakonom.

Nech je hmotnost Zeme M a hmotnost napriklad volne pusteného telesa m.
Polomer Zeme, ktora ma tvar priblizne gulovy, oznaé¢me R. Ako sme uz vyssie
naznadili, homogénna hmotna gula, teda prakticky aj Zem, budi v svojom
okoli prave také gravitacéné silové pole ako hmotny bod s rovnakou hmotnostou,
ktory by sa nachadzal v jej strede. V malej vyske nad povrchom zemskym
pustenému telesu udeluje teda Zem zrychlenie (vzhladom na stédlice) ¢ dané
vzorcom (9), tzv. zrychlemie gravitatné. Zrychlenie vzhladom na zemsky
povreh (tzv. zrychlenie volného pddu telies vo vakuu g = 9,81 ms—2) v dosledku
ota¢avého pohybu Zeme je od zrychlenia gravita¢ného odlisné. Suvis udava
vzorec (1.11.4) na str. 53. Rozdiel obidvoch zrychleni v désledku pomerne malej
rota¢nej rychlosti Zeme je vSak pre tieto nase ivahy zanedbatelne maly, takze
mozeme pisat

a =g = 9,81 ms2

Podla astronomickych pozorovani stred Mesiaca je od stredu Zeme (s polo-
merom R) priblizne vo vzdialenosti r = 60R. Ak jeho hmotu oznadéime m’,
podla Newtonovho gravita¢ného zédkona uc¢inkuje Zem na Mesiac silou s abso-
ldtnou hodnotou

Fro Mm'
~ " 60R?
a udeluje mu zrychlenie
o F. M  a 981 "
~m” ~ “60°R: 3600 3600

Tento vysledok méZeme porovnat s hodnotou vyplyvajicou zo skuto¢ného
pohybu Mesiaca okolo Zeme. Mesiac obieha okolo Zeme po drahe priblizne
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. 40 . 10° .
kruhovej s polomerom r = 60R = 60 . —, M= 60 .6,37.10°m a obez-
né doba je 25 dnf 7 hodin a 43 min, &ize T' = 2,36 . 10° 5. Dostredivé, zrychlenie
Mesiaca pri jeho obiehanf okolo Zeme je teda

v,  Mmi?  dndy 472 . 60 . 6,37. 10° m _
=Ty T T e done T 002 msT

Lahko sa moéZeme presvedéit, ze sa tento vysledok zhoduje s hodnotou
9,81 ms—2/3 600. Suhlas je vyznamnym overenim vSeobecnej platnosti Newto-
novho gravitaéného zakona.

Vo vetkych vzorcoch, akym je napr. vzorec (9), ktoré vyjadruji gravitacéné
silové posobenie hmotného telesa na iné takéto teleso, gravitaéna konStanta x
vystupuje vzdy v stdine s hmotnostou telesa, ktoré je pri¢inou silového poso-
benia. Nemozno ju preto vypoéitat z vysledkov astronomickych pozorovani,
z ktorych vyplyvaja len zrychlenia. Gravitaénd konstanta x sa preto musi
uréovat vhodnym laboratérnym meranim. Ako prvy uréil gravitaéni konstantu
anglicky chemik a fyzik H. Cavendish (1731-—1810), a to metédou torznych
vah.

Na dlhom, jemnom a pruznom vlakne » (obr.2.15) visi lahka tycinka ¢,
nesuca dve rovnaké gulééky m, a m,. Za prva a pred druhi vloZia sa dve tiez
rovnaké a velmi hmotné gule M, a M, (poloha I); ich gravitaénym Géinkom
na guloéky m, a m, sa tyéinka ¢ pootoéi o maly uhol v smere k velkym hmotnym
guliam. Ak sa tieto potom prelozia do polohy II, nastane pootoéenie tydinky ¢
v opadénom zmysle. Pootodenia tyéinky ¢ s imerné gravitaénym silam poso-
biacim medzi velkymi a malymi gulami. Ak
sme tieto sily vypoditali za pouZitia rozmerov .
zariadenia a vlastnosti pruzného vldkna v, vzorec i
(8) umoznuje vypoditat aj gravitaéna konstantu
». Pri novSich meraniach sa dosiahli vysledky,
podla ktorych gravita¢na konstanta je

% = 6,670 . 10711 m3® kg1 g2

Gravitaénd konstanta ma velky vyznam pre o i
geofyziku a astronémiu. Pomocou nej moézeme C, X, £50
fahko vypoditat hmotnost nasej Zeme aj hmot- 3" i}l.”z
nosti nebeskych telies, ak maji obeznice. Ako 5, O :

uz vieme, ak M znadéi hmotnost Zeme a R jej ~-~
polomer, pre zrychlenie g = 9.81 ms—2 telies Obr. 2.15
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; < 48 . : T M y
volne sa pohybujucich v blizkosti povrchu Zeme plati priblizne g= » -, takZe

R2°
CgR*  981.(6,37.10°:* i
A1[ :A" = — ""(‘m';‘—l‘d‘_‘l“l" = l\g = t).gk\ . 10 kg
Priemernda merna hmotnost Zeme je teda
M 3g 3.9,81 kgm—3 5
=T = fmxR ~ 4% .6,685. 101 . 6,37, 10° — >Og/m

~R3
3 T
Hmotnost M nebeského telesa s obeznicou mézeme uréit aj pomocou vzorca
(9), ak v iom za r dosadime polomer kruhovej alebo aspon priblizne kruhovej
drahy obeZnice centridlneho telesa a zrychlenie a obeZnice uréime z obeZnej
2 4 27- ; . X
doby: @ = ?;— = ;2 . Hmotnost Zeme sme mohli teda poditat aj pomocou
obeznej drahy Mesiaca. Pribliznti hodnotu hmotnosti Slnka dostaneme, ak vo
vzorei (9) zrychlenie a vyjadrime pomocou hodnét vyplyvajicich z obiehania
Zeme okolo Slnka po priblizne kruhovej drahe, teda z rovnice

473y M

TR
Kedze v tomto pripade priblizne r = 149 . 10°km = 149 .10°m a 7 =
= 365 dni 6 h = 315 . 10° s, pre hmotnost Slnka vychddza M —= 1,98 . 103°kg.

2.13. Intenzita a potencial v gravitaénom poli. Na hmotny element kdekolvek
v okoli hmotnych telies posobi gravitaéna sila. Priestor v okoli hmotnych telies
Je teda silové pole, nazyvané gravitaéné pole. Na hmotny bod hmotnosti m
posobi v gravitadnom poli gravitaénd sila f, ktord podla Newtonovho gravitad-
ného zakona je imernd jeho hmotnosti. Podiel

e—-L (1)
m
je preto nezavisly od hmotnosti do pola vlozeného bodu. Je to velic¢ina (vekto-
rovej povahy). ktord len toto pole charakterizuje a nazyva sa intenzita v gravi-
taénom poli. Ciselne sa rovna sile pésobiacej v gravitaénom poli na hmotny bod
jednotkovej hmotnosti.

Volny hmotny bod podsobenim gravitacénej sily nadobida vzhladom na
inercidlny systém zrychlenie a = f/m = E. Intenzita v kaZdom bode gravitaéného
pola je teda totofnd so zrijchlenim, ktoré pole hmotnému bodu na tomto mieste
udeluje.



