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2.14. Vztah medzi intenzitou a potencidlom v gravitaénom poli. V definicii
gravita¢ného potencidlu V = A /m vystupujica praca 4 je praca sily f, ktord
prekonava gravitadnu silu, teda f = —mE, ak E je intenzita pola. Podla toho
potencial v Tubovolnom gravitaénom poli vyjadruji vzorce

ry
-

4 1 f, __['
v=A 7n_ff.dr = |—E.ar _./E.dr (1)

»

Posledny z nich hovori, Ze potencial v gravita¢nom poli sa rovna aj drahovému
integrdlu intenzity gravitaéného pola poditanému pozdiz &iary, ktord spija
dany bod gravita¢ného pola s bodom zvolenym za zaklad, resp. pri absolitnom
gravitadnom potenciali, pozdl# &iary, ktora za¢ina v danom bode gravitatného
pola a ide do nekoneéna.

Zrejme je spravny aj vztah

dV = —E .dr
Diferencial potencidlu, skalarnej funkcie polohy, je vsak aj

oV ov oV
dv = ﬁd:" L E’dy 4+ >y dz = (grad V) .dr
teda
(grad V).dr = —E . dr

Pretoze tento vztah plati pre kazdé dr, je

E=-—grad V (2)

Intenzita v gravitaénom poli sa rovnd gradiemtu potencidlu s opaénym zna-
mienkom. Tento vztah méa velku praktickd délezitost, lebo umoziuje odvodit
intenzitu gravitaéného pola, ktora je vektor, od potencidlu, ktory je skalar,
a priame poditanie veli¢in, ktoré si skaldrmi, je omnoho jednoduchsie ako
pocditanie veli¢in povahy vektorovej.

Plochy, ktorych vietky body vykazuju ten isty potencial, plochy s rovna-
kym potencidlom vsetkych svojich bodov, nazyvaji sa ekvipotencidlnymi hla-
dinami. Gradient skalarnej funkcie polohy bodu udiva smer a absolitnu
hodnotu najvédsieho stipania tejto funkcie, a je teda na plochu s konstantnou
funkénou hodnotou vidy kolmy. Preto vzfah (2) hovori aj to, zZe silodiary
gravitaéné, so smerom intenzity vSade rovnobezné, pretinaji ekvipotencialne
hladiny v8ade kolmo.



2.14. Vztah medzi intenzitou a potencidlom v gravitaénom poli 389

Podla vzorca (2.13.6) tok vektora intenzity gravita¢ného pola znutra na

vonkajsiu stranu uzavretej plochy S je
fE .dS = —4nxM = »~4m¢j odr

ak o zna¢i hustotu hmoty vo vnitri plochy a dr diferencial objemu. Podla
Gaussovej vety vektorového poétu plodny integral na Tavej strane tejto rov-
nice mozno nahradit objemovym integrilom z div E = V . E, poéitanym cez
vnitro uzavretej plochy, [ E.dS = [ (div E)dr = — [ (div grad V) dr.
Spravna je preto aj rovnica

— [ (div grad V)dr = —47wx [ pdr
alebo, kedZe oba integraly sa vzfahujd na ten isty objem.

divgrad V=V.VV =4V = 4mnxp
Rovnica

AV = 4mxo (3)

je zékladnou diferencidlnou rovnicou gravita¢ného pola.

Priklad 1. Vypoditame gravitaéni intenzitu a potencial vo vnutri a v okoli
rovnorodej hmotnej gule s polomerom R a hmotnostou M. Zo stimernosti vy-
plyva, Ze intenzita E je vSade rovnobezn4 s prislusnym polomerom gule. Podla
vzorca (2.13.6) tok vektora E cez povrch myslenej gule, s gulou hmotnosti M
sustrednej a s polomerom r > R, je T = —4nxM. Podla definicie tento

tok je véak T = [ E.dS = — [ E d8S, alebo kedZe absolitna hodnota inten-

zity E je vo vSetkych bodoch gule s polome- G.

rom r rovnaki, T = —4nEr?. Porovnanim v P

obidvoch vysledkov dostdvame pre r > R: @ U
B =i l:f (4) a)

Homogénna hmotna gula budi teda vo svo- . /\
jom okoli prave také gravitatné pole ako M, U
hmotny bod s rovnakou hmotnostou, ktory b) G,
by bol v strede gule. Je to vysledok, ktory Obr. 2.21

sme uz pouzili v ¢l. 2.12.

V tejto stvislosti dokdzZeme este, ze dve homogénne hmotné gule s [ubovol-
nymi polomermi t¢inkuji na seba silami ako dva hmotné body v ich stredoch.
Nech je f, sila, ktorou u¢inkuje gula G, na gulu G, (obr. 2.21a ). Kedze silové
pole gule G, mézeme v naSom pripade nahradit silovym polom hmotného
bodu M, s rovnakou hmotnostou, silu f, méZeme poditat podla nahradnej
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schémy (obr. 2.21b). Podla tejto schémy pocitana sila f, ma vsak podla principu
akeie a reakeie rovnaku absolitnu hodnotu ako sila, ktorou gula @, Gdinkuje
na hmotny bod M, a pri jej poditani — ako uz vieme — mozeme aj gulu G,
nahradit hmotnym bodom s rovnakou hmotnostou M, v jej strede. Skuto¢ne
MM,

teda fy = x - s

, ak r je vzajomnd vzdialenost stredov obidvoch gul.

Vratime sa vSak k $tadiu gravitaéného pola jedinej hmotnej gule. Budeme
poditat teraz intenzitu E vo wvnutri gule. Aplikovanim vzorca (2.13.6) na
myslenu gulu s polomerom r < R dostdvame rovnicu

§ =i
—4nril = —47x .ixr3‘ & ; '
Lo
3 T
podla ktorej je pre r < R
Mr .
E =« ¥ (5)

V okoli homogénnej hmotnej gule je gravita¢né pole rovnaké ako v okoli
hmotného bodu. Preto v okoli aj na povrchu nasej gule je potencial (vzhladom
na nekoneéno) dany vzorcom (2.13.8)

V =—=x =

e
Potencial vo vnutri gule najdeme podla
jeho definicie ako pracu pri prenasSani
hmotnostnej jednotky z miesta vzfazného
na miesto, v ktorom potencial prave hla-
ddme. Ak si za vztazné miesto zvolime

stred gule, bude V, = —J'E .dr, a teda

potencial vzhladom na nekoneéno

V:V,—‘»C':—SEE.drA- C = fEdr—LH('

0 0

lebo vektory E a dr si nesuhlasne rovno-
Obr. 2.22 beZné. Potencidl V, kedZe intenzitu vo
vnutri gule uz pozname. je teda

r

2
szxMr dr+C:z—ﬂ!r—~+(

R? 2R3
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Konstantu €' ndjdeme z podmienky. Ze na povrchu gule je potencial V(R) —

= —x —, takZe , = G

R y P

Potencial vo vnutri gule je teda (r < R)

Jl!('r2

P4

Zavislost absolutnej hodnoty intenzity a potencidlu od vzdialenosti od
stredu gule znazornuje obr. 2.22.

Majme na mysli gravitaéné pole hmotnych telies, ktoré si vo zvolenom
inercialnom siradnicovom systéme pre nejaké pri¢iny v pokoji. Ked sa v tomto
hmotny bod s hmotnostou m presunie z miesta s polohovym vektorom r
na miesto zvolené za zaklad s polohovym vektorom ry, gravitaéné sily vyko-
najti pracu

ro ro

U:me.dr:m[E.dr:mV (6)

r

Schopnost vykonat pracu sa vo fyzike vyjadruje vSeobecne slovom energia
a meria sa prave touto pracou. Ako sme sa prave presveddéili, schopnost gravi-
ta¢ného pola vykonat pracu zavisi od polohy hmotného bodu vlozeného do
pola, ako aj od jeho polohy, ktora bola zvolena za zakladnd. Nazyva sa preto
polohova alebo aj potencidlna energia a z praktickych priéin, ktoré rozoberieme
az v ¢&l. 3.4, prisudzuje sa niekedy cela hmotnému bodu, ktory sa v gravita¢nom
poli nachadza a je urc¢ena vzorcom (6).

Podla vzorcov (2.13.1) a (2.14.2) sila pésobiaca na hmotny bod s hmotnostou
m v gravitaénom poli je

f=mE = —mgrad V = —grad (mV) = —grad U (7)

Slovami: Sila pésobiaca na hmotny bod v gravitaénom poli sa rovnd gradientu
jeho polohovej energie v tomto poli vzatému s opaénym znamienkom.

Z pojmu polohovej energie hmotného bodu v gravitaénom poli bezpro-
stredne vyplyva, ze priaca gravitaénych sil pri prechode hmotného bodu
s hmotnostou m z miesta s polohovym vektorom r; na miesto s polohovym
vektorom r, je A,, = U, — U,. Podla vzorca (2.10.3) tato praca pri voInom
pohybe hmotného bodu je 4,, = K,— K,. Z porovnania obidvoch vzfahov
vyplyva K,— K, = U, — U, alebo

U, + K, = U, + K, = const (8)
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Rovnica (8) vyjadruje zdkon o zachovani suctu polohovej (potencidlnej) a po-
hybovej (kinetickej) energie hmotného bodu pri jeho volnom pohybe v gravi-
tatnom poli hmotnych telies ktoré st v inercidlnom systéme v pokoji. Pre-
nechavame ¢itatelom dokaz platnosti tohto zakona aj pre pohyb tuhého
telesa v takomto poli.

Na tomto mieste zddéraznime uz len, Ze zakon o zachovani (konzervéacii)
energie vyjadreny rovnicou (8) je dosledok toho, Ze hmotny bod sa v gravi-
tadnom poli vyznaduje svojou polohovou energiou, t. j. veli¢inou zavislou len
od jeho polohy. Polia a silové sustavy tychto vlastnosti sa vSeobecne nazyvaji
konzervativne.

2.15. Pohyb hmotného bodu v silovom poli zemskom. Pri pohybe volného
hmotného bodu v silovom poli zemskom téinkuje na hmotny bod gravitaéna
sila f,, ktora sa rovna sicinu intenzity gravita¢ného pola zemského E a hmot-
nosti pohybujiceho sa hmotného bodu m, f, = mE. Podla Newtonovho zdkona
sily udeluje tato sila pohybujicemu sa hmotnému bodu vzhladom na inercialny

systém zrychlenia a = ~)fn—’ = E. Pretoze Zem sa otada okolo svojej vlastnej

osi uhlovou rychlostou w a okrem toho obieha okolo Slnka, zrychlenie vzhladom
na Zem, aj ked neprizerame na odpor vzduchu, je iné. Pre pohyb vzhladom
na povrch zemsky Newtonov princip zotrvaénosti neplati. Priestor Zeme nie je
inercialny. Podla rovnice (1.11.4) zrychlenie na Zemi pozorované je

ad=a—a;,+ (OXr')Xw—2wXv —eXr'

kde a = E je zrychlenie vzhladom na stalice, a, zrychlenie stredu Zeme,
w uhlova rychlost otaéania Zeme okolo jej osi, r’ polohovy vektor pohybujiceho
sa hmotného bodu vzhladom na stred Zeme a v’ jeho rychlost vzhladom na
Zem. Ked v poslednej rovnici zrychlenie a, zanedbame, t. j. odhliadneme od
skuto¢nosti, Ze stred Zeme sa nepohybuje stalou rychlostou po priamke,
ale obieha po elipse okolo Slnka, a okrem toho aj posledny ¢len, lebo uhlové
zrychlenie € je zanedbatelne malé, dostaneme

ad=a+ (WXr)Xw—2wXV = E 4+ (0Xr)Xw—2(wXVv’) (1)
Vynasobenim poslednej rovnice hmotou m vychadza
ma’ = mE + m(wXr)Xe —2mwxv) = f, + f, +f. (2)

Ak chceme zachovat platnost Newtonovho zakona sily, napisaného v tvare
f = ma, aj pre pohyb vzhladom na povrch zemsky, musime sa postavit na
stanovisko, Ze na telesa v priestore Zeme okrem gravitac¢nej sily f, G¢inkuje



