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Pri stredovych pohyboch je vektor plosnej rychlosti staly. Stredové pohyby
su teda vSetky rovinné.

2.18. Harmonicky pohyb. Zvlastnymi pripadmi stredovych pohybov st
vyznadéné stredové pohyby: pohyb harmonicky a pohyb planetarny. Harmo-
nicky pohyb vznika za Gdéinku sily, ktora je imerna vychylke hmotného bodu
z jeho rovnovaznej polohy a smeruje stdle do polohy rovnovaznej, stredu
harmonického pohybu. Podla Hookovho zakona takymi silami sa vracaja
objemové elementy pruznych telies do svojich poléh pokojovych. Harmonicky
pohyb je preto pri fyzikalnych dejoch velmi dasty a velmi délezity. Je to
najjednoduchsi pohyb periodicky ¢&ize kmitavy.

Sila f, Géinkujica na hmotny element, pri harmonickom pohybe zavisi od
vychylky r podla vztahu

f = —ker (1)
Zrychlenie z sa teda rovna
O k2 ; ity
TR o L
/.2
kde o = i .
m
Rovnici
d2r
_d_tz— == ___w2r (2)

vyhovuji partikuldrne integraly
r, = acos wt
r, = b sin ot
kde a a b st [ubovolné dva vektory. Vseobecny integral rovnice (2) je preto

r = acos wt + b sin wt (3)
takze
v = —aow sin ot + bw cos wt (4)

Integradné konstanty a a b st uréené zadiatoénymi podmienkami, polohou
bodu r, a jeho rychlostou v, v ¢ase t = 0. Vyplyvaju z rovnic ry = a, vy = bow;

a=ry, b= %. Harmonicky pohyb, ako kazdy stredovy pohyb, je rovinny
a prebieha po elipse (obr. 2.27 ) uréenej v tvare vektorovom rovnicou (3). Stala

1
plosna rychlost je pri fiom p = — FoXVo.
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Periéda pohybu je

kruhova frekvencia je w a frekvencia
Lo Sy,
"TT T m
Ked vektory a a b v rovniciach (3)a (4)

vyjadrime pomocou zaéiatoénych pod-
mienok

v
a=r,, b=-"2
y )
dostavame
Vo .
r = rycos ot + — sin ot (6)
0) Obr. 2.27
a
v = —r,m sin ot + v, cos wt (7)

Harmonicky pohyb, prebiehajici vieobecne po elipse, stdva sa podla rov-
nice (6) pohybom v priamke v tychto pripadoch:

1. vy = 0. Hmotny bod bol zo svojej rovnovaznej polohy vychyleny a po-
tom pusteny bez zaciatoénej rychlosti. V tom pripade r = r,cos wt, v =
= —ryw sin wt.

2. r, = 0. Hmotnému bodu v jeho rovnovaznej polohe bola udelena rych-

Vo .
lost vo. V tom pripade r = ;"- sin wt, v = v, cos wt.

3. ryXvy = 0. Hmotny bod bol zo svojej rovnovaznej polohy vychyleny
a bola mu udelend rychlost v smere alebo proti smeru vychylky. nebola mu
vSak udelend nijakd plosna rychlost.

Harmonicky pohyb sa mdze stat aj rovnomernym kruhovym pohybom.
Podmienkou je, aby smer rychlosti bol na smer sprievodi¢a ustaviéne kolmy.
aby platilo r.v = 0 pre kazdé ¢, ¢iZze aby bolo

| T ;
(—° sin wt + rg cos wt) . (v cos wt — ryw sin wt) =
w

2
" . 3

= — sin ot . cos wt — riw sin wt . cos wt = 0
w

takze

¢ v} k2 i
— = rlw, Ve = Ty, 2L = oy = —1y = Jo
To m m
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Podla tychto vysledkov harmonicky pohyb prechadza v rovnomerny pohyb
kruhovy, ked sila pri zadiatotnej vychylke r, prave stac¢i, aby sa drdha po-
hybu zakrivila do polomeru rovnajiceho sa vychylke.

Vyjadrenie harmonického pohybu vzhladom na pravouhld sdradnicova
sustavu, so zadiatkom v strede pohybu, vyplyva priamo z rovnice (3). Ked
vektor a zviera s osou X uhol « a vektor b uhol 8, vtedy

& = @ cos a . cos ot + bcos f . sin wt
Yy = asin « . cos wt + bsin § . sin wf
Tieto rovnice mézeme vsak zjednodusit substiticiami
A, sin ¢, = a cos «, A, cos ¢; = b cos f
A, sin ¢, = a sin «, A, cos g, = bsin'p

podla ktorych je

A, = Va? cos® « + b2 cos® B, A, = Va*sin? o -+ b2 sin?, B
¢ __acosa ¢ _ asin«
E91= Foosp €9 = Fsn g

Je preto tiez

xz = A, sin ¢, cos wt + 4, cos ¢, sin wt = A; sin (wt + ¢,)

y = A, sin @, cos ot + A, cos @, sin wt = A4, sin (ot + @,) (8)
Veli¢iny ¢, a ¢, sa volaju fdzové konstanty. Podla rovnic (8) harmonicky
A,
4,
Prechdadza v rovnomerny pohyb kruhovy, ked 4, = 4, = 4 a okrem toho

pohyb je pohyb v priamke, ked ¢, — ¢, = k=, lebo vtedy% = 4+

ps— 1= (2k + 1) . —721, kedze v tom pripade x* + »* = 42

Na obr. 2.28 st zostrojené pohybové krivky pre pripad, ze 4, = 4, = A
¢ N i - R ey

et e i Na prislusnych
krivkach je §ipkami vyznadeny aj zmysel ich obiehania. Pri fazovych rozdieloch
T < @, — ¢ < 2w pohybové krivky maji rovnaky tvar, ale zmysel ich obie-
hania je opaény.

Pri harmonickom pohybe v priamke moéZeme napriklad os Y stotoznif
s priamkou pohybu. z-ové suradnica bude sa potom stéle rovnaf nule, z = 0,

a y-ova suradnica bude

a fazové rozdiely ¢, — ¢, si postupne 0,

y = asin (ot + ¢) (9)
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Konstanta a sa vola amplitiéda harmonického pohybu v priamke. Pred-
stavuje maximalnu vychylku bodu' z rovnovéaznej polohy pri jeho har-
monickom pohybe. Z porovnania rovnic (8) a (9) vyplyva, Ze kazdy (ne-
tlmeny) harmonicky pohyb, ktory vo v&eobecnosti prebieha po elipse, moZno
pokladat za zloZeny z dvoch harmonickych pohybov prebiehajicich v dvoch
priamkach na seba kolmych a prechadzajtcich stredom pohybu.

Podla vzorca (9) harmonicky pohyb bodu v priamke prebieha prave tak
ako pohyb projekcie bodu na priemer kruznice s polomerom rovnajicim sa
amplitiide harmonického pohybu, po ktorej sa tento bod pohybuje rovnomerne,
uhlovou rychlostou w (obr. 2.29). Fazova
kon&tanta ¢ uréuje polohu bodu na kruz- 'y
nici na zadiatku poditania éasu. ‘

Energia hmotného bodu konajuceho
harmonicky pohyb sa skladd z pohybo- y|a ot

vej energie K = % mv? a polohovej U, (A \ X

ktora sa rovna praci potrebnej na vy-
chylenie hmotného bodu z jeho rovno-
vaznej polohy do polohy, v ktorej sa
prave nachadza, teda

4 3 1 Obr. 2.29
U = ]kzr.(lr: /kzrdr:~2—k2r2 (10)
b "

kde k* = mo? je konStanta imernosti vystupujica v silovom zékone harmo-
nického pohybu f = — k?r.

Presvedéime sa vypodtom, Ze pri (netlmenom) harmonickom pohybe stcet
energie polohovej a pohybovej je konstantny. Podla vzorcov (6) a (7) je

2
Yo
w?

i 2r, . vy .
r?=r.r = r}cos® ot + sin® it 4+ ——°w—°smwtcoswt

22 = v .v = rio®sin® ot + v§ cos? ot — 2wr, . v, sin ol cos wt
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Celkova energia hmotného bodu pri harmonickom pohybe je teda

1 1 1 1
5 k2r2 4 -2—mz*'3 = — k¥ + —-mv§ = const

E=U+K = 5

Ked vo zvlastnom pripade harmonicky pohyb prebieha v priamke a jeho
amplituda je a, vtedy
1

E =—Fk*® =

> moa (11)

to] =

iebo pri krajnej vychylke » = 0.

Konstanta imernosti k2, ktora sa ¢iselne rovna abs. hodnote sily potrebnej
na vychylenie hmotného bodu z jeho rovnovaZnej polohy do jednotkovej
vzdialenosti, nazyva sa niekedy direkénou silou a znadi sa P,. Vzorec (11) je
potom

E:—;—Poaﬂ (12)

Harmonicky pohyb prebiehajici podla zadiatoénych podmienok po elipse,
kruznici alebo priamke mozno priblizne realizovat pomocou kovovej guloéky
upevnenej na konci pruzného ocelového drdétu, ktorého druhy koniec drzime
vo zveraku (obr. 2.30).

Obr. 2.30 Obr. 2.31

Ak v zariadeni znazornenom na obr. 2.30 nahradime drét s kruhovym
prierezom drétom s prierezom obdiznikovym, gulé¢ka nebude uz konat jedno-
duchy pohyb harmonicky. Zvolme stradnicovy systém tak, ako je to znazor-
nené na obr. 2.31. Pri vychyleni gul6éky do polohy so stradnicami z a ¥
nebude na gulé¢ku uéinkovat sila smerujica do rovnovaznej polohy ako pri
jednoduchom harmonickom pohybe, ale sila, ktord mézeme vyjadrif vyrazom

f=f, +f, = —kizi — kyj (13)
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v ktorom konstanty timernosti £? a k% na rozdiel od jednoduchého harmonic-
kého pohybu st rozlicné. Z rovnice (13) dostavame diferencidlnu rovnicu
pohybu (m znadi hmotnost guldcky)
d2r k? k3

B y 5 . . -
HqE T g Y, Y= otz — o]

ktorti moéZeme nahradit dvoma skalarnymi rovnicami

d2x o
e = —)
de? .
(14)
d2y L
V(ﬂé — —‘O)iy
V&eobecné riesenia rovnic (14), ako uz vieme, st
r = x4 sin (o4 + @) (15)

Y = Yo Sin (wyt + @)

Podla rovnic (15) gulé¢ka upevnens na konci pruzného drétu s obdizniko-
vym prierezom sa pohybuje tak, Ze jej projekcie na dve priamky, ktoré st na
seba kolmé, konaji, harmonické pohyby, aviak s nerovnakymi frekvenciami.
Vo vieobecnosti pohybové éiara je velmi zlozita, a nie je uzavreta. Stava sa
podstatne jednoduch$ou a uzavretou, ak st periédy 7', a 7';, ktoré zodpovedaju
kruhovym frekvenciadm o, a w,. v pomere celych a malych ¢isiel m a n. Z tmery
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T,:Ty =m:n vyplyva, ze T\n = Tym. Ak m a n st najmensie celé &isla,
ktoré tito dmeru spltiaji, periéda pohybu je 7' = n7', = mT,, teda vysledna
S o 1 1 1 Yy Vs
frekvencia je » = = m = T, = =

Na obr. 2.32 sti zostrojené pohybové krivky (Lissajousove) pre rozne fazové
rozdiely, v prvom riadku pre pomer », : », = 1 :2 (v hudobnej terminolégii
prima s oktéavou), v druhom riadku pre pomer »; : v, = 2 : 3 (prima s kvintou).

Pohodlne mézeme Lissajousove krivky ziskat pomocou katédového oscilo-
grafu, v ktorom fluoreskujuca stopa katédovych li¢ov na stene obrazovky po-
mocou striedavych elektrickych poli je nutend konat harmonické pohyby
v dvoch smeroch na seba kolmych, s dvoma frekvenciami, ktoré vzajomne
od seba nezavisia a ktoré mozno Iubovolne volit.

2.19. Tlmeny harmonicky pohyb. Za uéinku sily, ktora je imerna vychylke
hmotného bodu z jeho rovnovaznej polohy, vznika pohyb harmonicky, pre-
biehajici podla vzorcov odvodenych v predoSlom dlanku len vtedy, ked
st¢asne na hmotny bod netudinkuje uz nijaka ina sila. Pri pohybe vo vzduchu
alebo kvapaline musi vSak hmotny bod prekonavat odpor prostredia, ktory
pohyb brzdi, tlmi, aZ nakoniec pohyb tplne prestane. Odpor prostredia ne-
zavisi od polohy pohybujtceho sa bodu, ale od jeho rychlosti. Pri malej rych-
losti je rychlosti imerny a poésobi proti rychlosti. Pri tlmenom harmonickom
pohybe Géinkuju teda dve sily: sila f;, Gmerna vychylke (f, = —k?r), a sila f,,
umerna rychlosti (f, = —/k3v. f = f; + f,). Pre tlmeny harmonicky pohyb
plati teda rovnica

ma = —kir — kv

alebo rovnica

dzr % k3 dr . _, dr
AT T T mar - P
t. j.
dzr dr .
ked sme polozili
2 2
o ABRCL S,
m

w, by bola kruhova frekvencia harmonického pohybu. keby nebolo tlmenia,
veli¢ina b sa vold koeficient ttlmu.
Rovnici (1) vyhovuje riefenie
r = ae# (2)



