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T,:Ty =m:n vyplyva, ze T\n = Tym. Ak m a n st najmensie celé &isla,
ktoré tito dmeru spltiaji, periéda pohybu je 7' = n7', = mT,, teda vysledna
S o 1 1 1 Yy Vs
frekvencia je » = = m = T, = =

Na obr. 2.32 sti zostrojené pohybové krivky (Lissajousove) pre rozne fazové
rozdiely, v prvom riadku pre pomer », : », = 1 :2 (v hudobnej terminolégii
prima s oktéavou), v druhom riadku pre pomer »; : v, = 2 : 3 (prima s kvintou).

Pohodlne mézeme Lissajousove krivky ziskat pomocou katédového oscilo-
grafu, v ktorom fluoreskujuca stopa katédovych li¢ov na stene obrazovky po-
mocou striedavych elektrickych poli je nutend konat harmonické pohyby
v dvoch smeroch na seba kolmych, s dvoma frekvenciami, ktoré vzajomne
od seba nezavisia a ktoré mozno Iubovolne volit.

2.19. Tlmeny harmonicky pohyb. Za uéinku sily, ktora je imerna vychylke
hmotného bodu z jeho rovnovaznej polohy, vznika pohyb harmonicky, pre-
biehajici podla vzorcov odvodenych v predoSlom dlanku len vtedy, ked
st¢asne na hmotny bod netudinkuje uz nijaka ina sila. Pri pohybe vo vzduchu
alebo kvapaline musi vSak hmotny bod prekonavat odpor prostredia, ktory
pohyb brzdi, tlmi, aZ nakoniec pohyb tplne prestane. Odpor prostredia ne-
zavisi od polohy pohybujtceho sa bodu, ale od jeho rychlosti. Pri malej rych-
losti je rychlosti imerny a poésobi proti rychlosti. Pri tlmenom harmonickom
pohybe Géinkuju teda dve sily: sila f;, Gmerna vychylke (f, = —k?r), a sila f,,
umerna rychlosti (f, = —/k3v. f = f; + f,). Pre tlmeny harmonicky pohyb
plati teda rovnica

ma = —kir — kv

alebo rovnica

dzr % k3 dr . _, dr
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w, by bola kruhova frekvencia harmonického pohybu. keby nebolo tlmenia,
veli¢ina b sa vold koeficient ttlmu.
Rovnici (1) vyhovuje riefenie
r = ae# (2)
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kde a je Tubovolny vektor. Konstantu o nidjdeme dosadenim funkcie (2)
a' jej derivacii do rovnice (1) a riefenim takto ziskanej charakteristickej

rovnice
a? + 2bo + wi = 0

s = —b + Vbz — w%_
Partikulérne riefenia rovnice (1) st teda
r, = a, et a r, = a, e%!

a v&eobecny integral, kedZe vektory a, a a, si [ubovoIné, rovné sa stétu
najdenych partikularnych integralov,

r = a;ex | a,e%’ (3)

pretoze diferencialna rovnica (1) je linedrna a homogénna.
Rychlost tlmeného harmonického pohybu je

v = a0, enl | a,o, e%!

Integraéné konstanty a, a a, vyplyvaju zo zaéiatoénych podmienok, z polohy
hmotného bodu ry a z jeho rychlosti v, na zaéiatku pohybu (¢t = 0).

Ked vSak charakteristickd rovnica ma jeden koren dvojnasobny (pri b =
= w?), vieobecny integral diferencialnej rovnice je

r=a; e ajfe-" (4)

ako sa moézeme presvedéit dosadenim.

Priebeh tlmeného pohybu harmonického je podstatne iny, podla toho, ¢
mé charakteristickd rovnica dva korene imaginarne, jeden koren dvojnasobny,
alebo dva korene redlne. Podrobnejsie vykondme rieSenie len pre tlmeny
harmonicky pohyb v priamke, ktory vznikne napriklad vtedy, ked hmotnému
bodu v jeho rovnovaznej polohe (r = 0) udelime zaéiatoénu rychlost v,.

A. Periodicky pohyb. Pri malom dtlme je 4> — »f < 0 a korene «, a x,
st komplexné. Oznalme v tom pripade kladni hodnotu @} — b* = w2, takze
bude b2 — w = —w?, Vb — Wi = wi & a;, = —b + wi.

Ked pre t = 0 je aj r = ro = 0, z rovnice (3) vyplyva, ze a, = —a,, takze
mozeme pisat: a, = a, a, = —a, a mame:

r = a(e™! — e%!) (5)
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Po obidvoch stranach znamienka rovnosti v rovnici (5) vystupujice
vektory st rovnobezné, rovnaju sa sebe preto aj ich velkosti, teda ak velkost
vychylky oznac¢ime «, bude

u = a(e™! — e®t) = q(e(~browilt _ e(—b—wi)t) — ¢ e-bt(ewfi — g-ofi) —

= a e (cos ot 4 1sin ot — cos wt + isin wt) = 2ai e~ sin wt =
= C e gin ot (6)

a
du b Bt
Bk e Cw e~ cos wt — bC e~ sin wt (7)
kde C = -—-. Pri malom tlmeni vznika teda harmonicky pohyb s kruhovou
w
frekvenciou o = 1/53—1;2, mensou, neZ je kruhova frekvencia netlmeného
) 2% 27 . g i5

pohybu. Jeho periéda 7 = — = P iy 3l je vacsia. Jeho amplituda

C e~ sa s ¢asom zmenSuje a blizi sa k nule. Krajnymi polohami prechadza
hmotny bod v ¢asoch ¢;, ktoré vyplyvaji z rovnice » = 0, t. j.

tg wt; = —Cg—, t; = —-6—10— arctg _%)_
Cas, ktory uplynie medzi dvoma krajnymi polohami idtcimi za sebou, je
teda ¢, —1; =%— = %1’ takze c¢as, ktory uplynie medzi dvoma po sebe

iddeimi vychylkami na ta ista stranu, je ¢4, —t, =1 = kil
w

Podiel dvoch po sebe iducich vychyliek (nerovnakych) na td ista stranu je

ut)  Cebhsin ot
u(t,r,)  C e bi+28in wt;

i+2

= g (8)

a nazyva sa %4tlm. Prirodzeny logaritmus atlmu sa vola logaritmicky dekrement
tlmeného harmonického pohybu

0 =1In 21 =0T (9)
Koeficient ttlmu
0 In 2
b = e (10)

uréi sa teda lahko z atlmu 4 a periédy 7'. Casové rozvinutie harmonického,
malo tlmeného pohybu predstavuje krivka na obr. 2.33a.
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B. Aperiodicky pohyb. Pri velkom tlmeni je b2 — w? > 0 a korene cha-
rakteristickej rovnice
4= b+ VFE =R, ay——b— VBE— i
st redalne. Podla rovnice (5) vychylka u je v tom pripade jednoducho
U = a(en! — e%t) (11)
a rychlost
v = a0, eMt — a, e%t) (12)

b) r)
Obr. 2.33

Integraéna konstanta @ vyplyva zo zadiatoénej rychlosti z,,.

Vychylka je najvicsia v case t,, ktory vyplyva z rovnice v =0, t. j.

oy eutm ___ ®p etm — ()
etm (a;—a,) x2
251
1 o
by = e a2 (13)
o — Oy oy

Cas t,, potrebny na dosiahnutie maximélnej vychylky, nezavisi teda od
zatiato¢nej rychlosti. Priebeh pohybu predstavuje krivka na obr. 2.33b.

C. Hraniény pohyb. Ked sa tlmenie pri tlmenom pohybe harmonickom
zviltiuje, stdva sa pohyb prave aperiodickym, ked b2 = 3. V tom pripade
charakteristickd rovnica mé jediny koren dvojnasobny,

o= —1b
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a vSeobecné riesenie rovnice (1) je dané vzorcom (5) alebo, v pripade pohybu,
v priamke v tvare skalarnom,
U = (@, + ayt) e (14)

Ked v8ak v ¢ase t = 0 bolo aj v = 0, vtedy @, = 0, @, = a a zavislost vychylky
od dasu je (obr. 2.33c)
u = at e~ (15)
Pre rychlost vychadza
v = a e (1 — bt) (16)
Ostavajica integraénd konstanta a vyplyva zo zadiatoénej rychlosti vy, ¢ = v,.
Maximalna vychylka sa dosiahne v dase ¢,,, vyplyvajicom z rovnice » = 0,
t. j.
1 SRS,

R o S, 17
m b wo 2TC ( )

kde T, je periéda netlmeného harmonického pohybu.

2.20. Vynitené kmity, rezonancia. Periodicky alebo takmer periodicky
pohyb hmotného bodu alebo telesa nazyva sa vo fyzike aj kmitavy pohyb.
Predstavme si malé teliesko hmoty m upevnené tak, Ze moze konat tlmené
kmity harmonické, ktorych kruhova frekvencia, keby tlmenia nebolo, by
bola @, (napriklad kovovi gulku na zvislom ocelovom dréte). Na toto teleso
nech téinkuje harmonicky sa meniaca vonkajsia sila vyznadujuca sa inou
kruhovou frekvenciou w,. Ked sila f zachovava stile tenze 'smer, moézeme
ju pisat: f = f, sin w,t, alebo v tvare skalarnom: f = f, sin w,f. Diferencidlna
rovnica vznikajiceho pohybu je potom (pozri ¢l. 2.19)

d2u du :

—dtT = ——k%u e k% —a?‘ - fO sSin (Uzt

kde u znaéi velkost okamzitej vychylky. Ked vydelime tito rovnicu hmotou m
2 2
a zavedieme substiticie ﬁ =7, i2— = 2b, i—° = a, dostaneme ju v tvare
m m m

d2u du y

wr +2bﬁ+w%u=asmw2t (1)
Nebyt vonkajsej sily, bola by to diferenciadlna rovnica tlmeného pohybu har-
monického, davajica — pri pomerne malom tlmeni (b < w,) — vSeobecné
rieSenie

u = C e~ sin(wt — ¢,)

kde w = Yw?—b2. V nafom pripade vSeobecnym integralom rovnice (1),
s pravou stranou, je v8ak funkcia

u = C e~ sin(wt — ¢,) + A4 sin(wyt — @)



