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Znasobme kazda z n takychto rovnic prislusnym virtualnym, t. j. pri danych
vizbach moZnym posunutim dr; a utvorme ich stacet. Dostaneme

Z(f{'{"f?)'éri:o

alebo, kedze podla vysSie o vizbovych silach vyslovenej vety Zf”. or, = 0,
bude platit
2fi.0r,=0 (2)

Rovnica (2) je matematickym vyjadrenim tzv. principu virtudlnych posu-
nuti, ktory hovori: Ked je sustava hmotnijch bodov v rovnovdhe, virtudlna prdca
hnacich sil sa rovnd nule.

Ked st hnacie sily konzervativne, ich virtudlna prica Yf,.dr; rovna sa
zodpovedajicemu zmenseniu — 06U potencidlnej energie sustavy. V tom
pripade rovnica (2) je tiez

U =0 (3)

Za rovnovahy v sustave hmotnych bodov, na ktoré pésobia konzervativne
sily, potencidlna energia sustavy mé extrémnu hodnotu. Prenechiavame
¢itatelovi dokaz, Ze rovnovaha je stabilnd, ked pri nej U ma minimalnu
hodnotu a metastabilna, ked je to obratene.

Prave odvodené podmienky rovnovahy sa vzfahujd nielen na sidstavy
diskrétnych hmotnych bodov, ale aj na sustavy tuhych telies, lebo tieto.
ako sme uZ predtym spomenuli v ¢l. 3.5, méZeme povazovat za ststavu
hmotnych bodov s vdzbami, ktoré znemoziuju zmenu ich vzajomnej polohy.

Priklad 1. Majme dvojramennd pdku s ramenami r; a 7,, na koncoch ktorych nech
posobia sily kolmé na smer péky f; a f,. Podla principu virtudlnych posunuti za rov-
novahy pri pootodeni péky o uhol da algebraicky sucet prac sil f; a f, sa rovnd nule,
fargda — firida = 0 alebo fyr; = for,.

Priklad 2. Vypoditame tlakovi silu F, ktort mézeme vyvinut v idedlnom pripade
pomocou skrutky so stipanim zdvitov h, ked nou otédéame dvojicou sil (pozri ¢l. 4.3)
< momentom D. \

Pri pootoéeni skrutky o uhol d« sily dvojice vykonaju pracu 2fds = 2frda = Dda.

da

D

T

Sila pésobiaca na vreteno proti jeho posunutiu vykoné stcasne zépornd précu — Fh

Z rovnice Déx — Fh lzf — 0 vypljva F = 21;D

3.7. Lagrangeove rovnice prvého druhu. Majme na mysli stiistavu 2 hmotnych
bodov, podrobeni m holonémnym viazbam. Ked st hnacie a védzbové sily
posobiace v sustave vo vzajomnej rovnovahe, pre kazdy z » hmotnych bodov
je splnena rovnica (3.6.1), f; + fI = 0, kde f, je celkova na i-ty bod pdsobiaca
hnacia sila a f¥ vidzbova sila. Podla d’Alembertovho principu za pohybu
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sustavy nule sa rovna az stdet tychto sil a d’Alembertovej zotrvaénej sily
—m;a;. teda

fi -1- f:“ —ma; = 0 (1)

Znasobme kazda z n takychto rovnic skalarne virtualnym posunutim pri-
slusného bodu a utvorme ich stdet. Dostaneme

Z (fi —ma;) . or, = 0 (2)

lebo podla zéakona o vizbovych silach celkova praca vézbovych sil pri virtudl-
nej zmene polohy bodov ststavy sa rovna nule. Rovnica (2) predstavuje princip
virtudlnych posunuti zovSeobecneny pre pripad pohybu sustavy.

Keby sustava bola ststavou volnych hmotnych bodov, mala by 3n stuptiov
volnosti svojho pohybu a vSetky virtualne posunutia dr; by sme mohli Iubo-
volne volif. V tom pripade rovnica (2) by sa rozpadla na » rovnic tvaru
f: — m;a; = 0 alebo f; = m;a;. To je vSak trivialny vysledok, ktory sme mohli
napisat priamo.

Ked je vsak v ststave m vizieb, jej stupen volnosti je s = 3n — m a virtualne
posunutia ér; nemdzeme vsetky Iubovolne volit. Vtom pripade podla J. L. La-
grangeal) mozno postupovat takto:

Ked st vdzbové podmienky vyjadrené m rovnicami #, (ry, ry. ....r,. 1) =
virtudlne posunutia splfiaji rovnice

Zgra'diFk-ariZO

kde grad;F, je vektorova veliéina definovana uz v él. 3.3.
Pripoéitanim 4, nasobkov m takychto rovnic k rovnici (2) dostaneme rovnicu

Z(fz . or; + 2’1‘ ZgradF‘ or, =0

k=1 i=1

g 5

i (f,- -+ i A grad . — miai) .Or;=10 (a)
i=1

1) Joseph Louis Lagrange (1736—1813), francuzsky matematik, predseda komisie
pre vybudovanie metrickej sustavy mier a véh.
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alebo

ZI (f,r + Z Ap —— — my; (ilt); )r)x 4-

k=1

m aFk
+ (/WJ‘_ Z Z'LT?/" —m,; 1t2 )éyz
k=1

© . oF, dz,
+ (fi; + Z A N m; — dtg 6 | =0 (b)
k=1

Lava strana tejto rovnice predstavuje sucet 3n ¢lenov. Vystupuje v nich
spolu 3n virtualnych zmien stradnic, z ktorych v8ak len 3n — m, napr. prvych
3n — m, moézZeme lubovolne volit, ked koeficienty 1, sme uz zvolili tak isto
Iubovolne. Ked v¥ak koeficienty 4, ktorych je m, zvolime tak, aby sa troj-
¢leny v zatvorkach napr. v poslednych m ¢lenoch lavej strany rovnice (b)
rovnali nule, bude tato rovnica splnena, aj ked zmeny stradnic vSetkych =
bodov ststavy zvolime Iubovolne. To vsak znamend, Ze jestvuju také koefi-
cienty 4, pri ktorych rovnica (a) je splnend nielen vtedy, ked v nej dr; oznacuja
virtudlne posunutia, ale aj vtedy, ked tieto nahradime akymikolvek posu-
nutiami. Z toho vyplyva, Ze s spravne rovnice

f: + Z A grad; F; = m;a; (3)

k=1

Nazyvaja sa Lagrangeove rovnice prvého druhu. Je ich n a spolu s m vézbovymi
rovnicami pri danych zadiatoénych podmienkach umoznuji vypo¢itat priebeh
pohybu kazdého z » hmotnych bodov sustavy, ako aj m koeficientov 4.

Z porovnania rovnic (1) a (3) vyplyva, Ze stuCet vystupujtci v rovnici (3)
predstavuje celkovi, na i-ty hmotny bod pésobiacu vizbovu silu, ¢ize

m

i = z A grad; F; (4)

Priklad 1. Pomocou Lagrangeove] rovnice prvého druhu odvodime priebeh pohybu
hmotného bodu po naklonenej rovine za téinku jeho tiaze. O naklonenej rovine v tomto
priklade budeme predpokladat, ze sa nepohybuje. Vektorovi Lagrangeovu rovnicu (3)
mézeme rozpisat na tri skaldrne rovnice
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T Pri volbe suradnicovych osi podla obr. 3.8 je f, = 0,
Obr. 3.8 fy = —mg, f. = 0. Rovnica naklonenej roviny
v nasSom pripade je y — kx — g = 0 alebo
., OF oF 3 ;
y+ (tga)x — g =0, takze% = tg a, F = 1. Podla tychto vysledkov prvé dve
z predchddzajuicich troch rovnic st
. .. _ Atga
?.Dgot—m.l,, By == = —
—mg + i = m', ay = #ﬁ—ﬁ
Vyplyva z nich
1
e=gar=5Els
1 - 1 —m A
?/=q+Tayt'=q+—?Li]—n_*_tz

ked sme zvolili zac¢iatoéné podmienky takto: 2, = 0, y, = ¢, ()= 0, (*); = 0. Dosa-
denim ziskanych vyjadreni siradnic do rovnice naklonenej roviny vychddza

q+—“12-——"}fn+;' lz—f-tgoc.—;—liidtﬂ—q:O
—mg + A= —Atg?a
M1 + tg 2a) = mg
A = mg cos? a

Suradnice pohybujtceho sa bodu ako funkcie éasu teda budu

1 : 2
xz = —2—gsmacosat

y=q-+ —;—(—g—}—gcos?a)t“’:q-« T;-—gx;;inzczt2

Pre dizku dréhy prebehnutej za ¢as ¢ vychadza

1
2

e 1 e i .
s=)az2+ (yo — y)2 = .3 gt? /sin® « cos? o + sin® x = g sin « t2
¢o znamens, ze zrychlenie pozdiz naklonenej roviny je a = g sin «. Tento vysledok sme
vSak mohli dostat aj jednoduchsie rozkladom tiaze hmotného bodu mg na zlozku kolmu
na naklonent rovinu mg cos « a zlozku s fiou rovnobeznt mg sin a.
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Priklad 2. Teraz budeme riesit pohyb hmotného bodu po naklonenej rovine, teraz
viak o nej budeme predpokladat, ze sa pohybuje v smere osi X so zrychlenfm 7 a jej
rychlost na zadiatku poditania ¢asu sa rovnala nule. Pre tento Gé¢el rovnicu naklonenej
roviny podla obr. 3.8 napiSeme v tvare

y + (tg «) x — p tg o = 0 alebo, kedZe teraz p = p, + % V2,

1
Yy +tga@—py— - y?) =0 (a)
., OF or v s ) . .,
Teda opit e tg a, 7 = 1, takze aj pre suradnice pohybujuceho sa bodu dosta-
neme formélne rovnaké vysledky ako v priklade 1,
_ 1 itga , _ 1 —mg+ 41
=% m D Y=Potgot 5 —— — ¢

Konstantu A musime vsSak teraz vypodéitat z rovnice (a), t. j. z rovnice

:mg—{-].zw_ (lltgx_,_, lA,Z
———— 2 = —tg a m 2/t

1
Potg“+'§‘ e

Dostaneme
A =m(g + y tg a) cos® «
takze

1 -
T = T(g—}—ytgcx)sln o cos a t?

1
y=npotga+ 5 [—g+ g+ ytga)cos®a]s

Ked nechceme, aby bod po naklonenej rovine klesal, musi byt —g 4 g cos? @ +
+ ysin e cos a = 0, z ¢oho y = g tg «. Tento vysledok sme dostali uz v 2. priklade
élanku 2.7, a to pouzitim d’Alembertovho principu.

3.8. Lagrangeove rovnice druhého druhu. Skaldrne veli¢iny urc¢ujtice jedno-
znadéne polohu bodu v priestore nazyvaja sa jeho stradnicami. Podobne ska-
larne veli¢iny, uréujiuce jednoznaéne polohy jednotlivych bodov ststavy
hmotnych bodov v priestore, nazyvaji sa (zovSeobecnenymi) siradnicami
sustavy. Ked v ststave nie su vizby, jej suradnice (budeme ich oznacéovat g¢;)
su totozné so suborom Tubovolnych stradnic jej jednotlivych bodov. Ked
viak v stustave » hmotnych bodov je m holonémnych vézieb, takze stupen
volnosti ststavy je s = 3n—m, polet zovdeobecnenych suradnic ststavy
je len s. Nemusia to v8ak nevyhnutne byt siradnice niektorych bodov ststavy,
ale mézu to byt aj iné udaje, ako napr. vzajomné vzdialenosti niektorych
bodov ststavy, uhly zovreté ich spojnicami a pod.

Vlastné stiradnice jednotlivych bedov sustavy a tym aj ich polohové vektory
st funkecie zovieobecnenych stradnic (a ak sa v stistave jestvujice holonémne



