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Priklad 2. Teraz budeme riesit pohyb hmotného bodu po naklonenej rovine, teraz
viak o nej budeme predpokladat, ze sa pohybuje v smere osi X so zrychlenfm 7 a jej
rychlost na zadiatku poditania ¢asu sa rovnala nule. Pre tento Gé¢el rovnicu naklonenej
roviny podla obr. 3.8 napiSeme v tvare

y + (tg «) x — p tg o = 0 alebo, kedZe teraz p = p, + % V2,

1
Yy +tga@—py— - y?) =0 (a)
., OF or v s ) . .,
Teda opit e tg a, 7 = 1, takze aj pre suradnice pohybujuceho sa bodu dosta-
neme formélne rovnaké vysledky ako v priklade 1,
_ 1 itga , _ 1 —mg+ 41
=% m D Y=Potgot 5 —— — ¢

Konstantu A musime vsSak teraz vypodéitat z rovnice (a), t. j. z rovnice

:mg—{-].zw_ (lltgx_,_, lA,Z
———— 2 = —tg a m 2/t

1
Potg“+'§‘ e

Dostaneme
A =m(g + y tg a) cos® «
takze

1 -
T = T(g—}—ytgcx)sln o cos a t?

1
y=npotga+ 5 [—g+ g+ ytga)cos®a]s

Ked nechceme, aby bod po naklonenej rovine klesal, musi byt —g 4 g cos? @ +
+ ysin e cos a = 0, z ¢oho y = g tg «. Tento vysledok sme dostali uz v 2. priklade
élanku 2.7, a to pouzitim d’Alembertovho principu.

3.8. Lagrangeove rovnice druhého druhu. Skaldrne veli¢iny urc¢ujtice jedno-
znadéne polohu bodu v priestore nazyvaja sa jeho stradnicami. Podobne ska-
larne veli¢iny, uréujiuce jednoznaéne polohy jednotlivych bodov ststavy
hmotnych bodov v priestore, nazyvaji sa (zovSeobecnenymi) siradnicami
sustavy. Ked v ststave nie su vizby, jej suradnice (budeme ich oznacéovat g¢;)
su totozné so suborom Tubovolnych stradnic jej jednotlivych bodov. Ked
viak v stustave » hmotnych bodov je m holonémnych vézieb, takze stupen
volnosti ststavy je s = 3n—m, polet zovdeobecnenych suradnic ststavy
je len s. Nemusia to v8ak nevyhnutne byt siradnice niektorych bodov ststavy,
ale mézu to byt aj iné udaje, ako napr. vzajomné vzdialenosti niektorych
bodov ststavy, uhly zovreté ich spojnicami a pod.

Vlastné stiradnice jednotlivych bedov sustavy a tym aj ich polohové vektory
st funkecie zovieobecnenych stradnic (a ak sa v stistave jestvujice holonémne
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vizby s tasom menia), aj ¢asu. Teda v pripade holonémnych vizieb vo vie-
obecnosti plati
= ri(¢, 925 - Qs - Qs> t)
Podla zovSeobecneného principu virtudlnych posunuti (rovnica 3.7.2) je
n
Z (f; — mya;) . or; = 0 (1)
i=1

Kedze

rovnicu (1) mozno upravit na tvar

8

iZ(f —ma,). ;2;] 5g; = 0 (2)

Pretoze virtudlne zmeny (dg;) zovSeobecnenych siradnic (kazda zmena zo-
vSeobecnenej stradnice je mozna) st od seba nezavislé, z rovnice (2) vyplyva
platnost s rovnic

ktoré moézeme napisat aj takto

S -Ymed w

-

_, or; L ; : .
Vyraz Q; :Z m.a; . 8—92’ predstavujtci pravi stranu rovnice (3), mozno
i
= .
vyjadrit pomocou kinetickej energie K sustavy.
Derivujme rovnicu r; = r; (¢, 92, ---, ;5 ---» q,. t) podla Casu

a thto parciadlne podla tzv. zovdeobecnenej rychlosti ¢;, dostaneme

or;,  or;
oq;  dg;

7
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7 tohto vysledku vyplyva
or,  dr;, or, d ( ari') ; d odr; d(, 6h) _; or,

o dt ag, de\"ag) T g e\, %
lebo
d al'.' azrz 62 azri
. — T~y ( 2 =
ar 7, aqla% A e aqza% e + - + otoq;
a ari 5 ari . ari — ai'z
= oq, (’a&j I % _at‘) g
takze
otk kil
"Tog;  dt\2 ag 2 aq;
a
e 1 avF 1 ot
Z 8% Tt z "2 0y Zmi 2 og;
d oK 0K 5)

Tt o, ag ®)

. , , a i , -
Sktimajme teraz vyznam vyrazu P; — Z f;. 6; . ktory predstavuje
x 7

fava stranu rovnice (3).
Praca vSetkych hnacich sil pri virtualnom posunuti bodov sustavy je

Zf,-.ér Zf aq,

Ked sa zmeni len j-ta zov8eobecnena stiradnica, tdto praca je

04 = Z f:- *Z:;* 0g; = P;oq;

takze

P; = lim -Oé
8g;—0 6q]

Vzhladom na podobnost vztahu 04 = P,dq; a vyjadrenia prace v pripade,
7e sa posobisko sily postva pozdlz osi X, d4 = f, d=, velitina

z fi.- a% P
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nazyva sa Lagrangeova sila. Ked st hnacie sily konzervativne, t. j. ak ich praca

zavisi len od zmeny polohy ststavy, potom P;dq; = 64 = —oU, takZe v tom
pripade
U
p U
j aql_

a rovnica (3) je
- oU d 9K 0K
dq;  dt 0g; 0g;

7

(7)

Takychto rovnic v pripade ststavy, ktora méa s stupfiov volnosti svojho pohybu,
je s. St to tzv. Lagrangeove rovnice druhého druhw v tvare platnom pre sistavy
s konzervativnymi silami. Ina¢ moZeme napisat len

d 0K oK
T ®

7

Pretoze polohova energia U nie je funkciou aj zovSeobecnenych rychlosti ¢;.
rovnicu (7) méZeme napisat aj takto

d JE—U) HK—T)
dt 0q; - 0q;

7 3

(9)

alebo, ak rozdiel K — U nazyvany Lagrangeovou funkciow oznat¢ime L, bude
platit
N (10)
dt dg; 0q;
Priklad 1. Na ploSine vozika s hmotnostou M, ktorého kolesé maju zanedbatelne
malti hmotnost, je umiestnené matematické kyvadlo, hmotny bod s hmotnostou m,
zaveseny na nehmotnej niti dizky I (obr.
3.9). Na zaciatku pocitania ¢asu, ked celé
zerieceric kolo v pckoji a stred vozika bol
v mieste uréenom suradnicou z,, hmotnému
bodu bola udelend zadiatcénd rychlost z,.
Pomocou Lagrangeovych rovnic druhého
@ L druhu odvodime priebeh pohybu vozika aj
m kyvadla.
Kinetickd energia celého zariadenia je

1
2

ju—

K= —— Mi*+ —m@@ + ¢l)

2

Obr. 3.9

ked predpokladdme, ze uhol ¢ je stdle dostatodne maly. Polohovu energiu zariadenia

uréuje vzorec
U = mgl(1 — cos @)
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takzo Lagrangeova funkcia mé tvar

L = %—- Mi? 4 %~ m(z + lp " - mgl(l — cos ¢)

oL oL
e M - 16 O + 1
5 @ -+ m(x - lp), 3% ml(z @)
d oL £ S d oL
e e Mi + m(i + lip), o5 = ml(Z + L)
oL oL
i P mglsin ¢ = —mgl ¢

Dosadenim tychto vysledkov do Lagrangeovej rovnice druhého druhu (10) dostaneme
diferencidlne rovnice pre stradnice z a ¢

Mi + m(i + lp) = 0 (a)
ml(E + 1) = —mygly (b)
7 rovnice (a) vyplyva
ml
- M+ m

z ¢oho po dosadeni do rovnice (b) dostaneme

e
. g M+4m
L Santah o ey u
Rovnica (¢) je diferencidlna rovnica harmonického pohybu, takze kruhové frekvencia
[g M+m » Sy 2, [1 M
l ——-—— a periéda kyvania kyvadla T = 27rv 7 EIw Je teda vidsia

na vozxku, ktory sa méze pohybovat, ako na zabrzdenom voziku, ked (ako vieme zo sttudia

fyziky na strednej skole, pozri aj ¢l. 4.10) T' = 2= V —;- . Priebeh pohybu kyvadla
urc¢uje zrejme funkcia
@ = @, sin wt (d)

Vyplyva z nej, ze § = — p,w* sin wt, ¢o dosadené do rovnice (a) déva

(M + m) & = mlpy »*sin wt

dz  mlgw® .
W = ———_——*M Tm sin wt
a integréciou v hraniciach od 0 do ¢
s mlpyw
&= — Hiw (cos wt — 1)

Dalsia integrdcia poskytuje
mlp,w F mlg,

— sin wt

Bt T S M+ m
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Krajna uhlovi odchylku kyvadla ¢, vypocitame z rovnice ¢ = wg, cos wt, ktora
vyplyva z rovnice (d), jej derivovanim podla ¢asu, ked do nej za ¢ dosadime v/l a stidasne
za t nulu, t. j.

‘I.O v 1,'0
—— = W@, = -
teda l Po> Po lo
v, .
= —%_ sin wt
wl
m m

v .
—2 sin wt

w:%_*_—M—{—m o M+m o

3.9. Hamiltonove rovnice. Kineticku energiu hmotného bodu urduje vzorec
1 1
K= m?= —2-m(a'c2 + y? + 22), takZe napr. —aa£ = ma. Vzhladom na
2 %

tento vztah, kedZe sidin mi predstavuje velkost zloZky p, vektora hybnosti
hmotného bodu p = mv = m(zi 4+ yj + zk), parcidlna derivacia kinetickej
energie ststavy hmotnych bodov, vyjadrenej pomocou zovSeobecnenych su-
radnic, rychlosti a prip. aj éasu, podla niektorej zovSeobecnenej rychlosti sa
v mechanike sistav nazyva zovSeobecnend hybnost (nevhodne aj wmpulz)
a oznatuje sa p;,

K _ oL -
Pi="ay, ~ 9
kde L = K — U je Lagrangeova funkcia.

Hamilton (sir William Rowan Hamilton, 1805—1865, irsky matematik
a astroném) zavedenim zovSeobecnenych hybnosti a svojej funkcie

H=}pg—L (2)
odvodil z Lagrangeovych rovnic druhého druhu svoje rovnice, ktoré sa pre
svoju jednoduchost vyborne osveddili nielen v mechanike, ale aj v Statistic-
kej a kvantovej fyzike.

Z s rovniz (1), definujicich zovSzobecnené hybnosti, mozno vypocitat
zovseobecnené rychlosti ¢; ako funkcie zovseobecnenych siradnic g¢;, hyb-
nosti p; a ¢asu. Ked zovseobecnené rychlosti vystupujice v rozdiele H =
= Y p,g; — L vyjadrime vietky pomocou tychto premennych aj Hamiltonova
funkcia sa stane funkciou len tychto premennych.

Utvorme parcidlnu derivaciu Hamiltonovej funkcie (2) ako funkcie zo-
v8eobecnenych siradnic, hybnosti a ¢asu podla zovSeobecnenej stiradnice g, .
Dostaneme

oH Z 0dg; oL oL oq;
o9, -

'0q, 0oq, i 0q; oq,
@:,_ BL _ oL
Z b4, - dg; - + . o,

7




