146 3. Dynamika sustavy hmotnych bodov

Krajna uhlovi odchylku kyvadla ¢, vypocitame z rovnice ¢ = wg, cos wt, ktora
vyplyva z rovnice (d), jej derivovanim podla ¢asu, ked do nej za ¢ dosadime v/l a stidasne
za t nulu, t. j.
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3.9. Hamiltonove rovnice. Kineticku energiu hmotného bodu urduje vzorec
1 1
K= m?= —2-m(a'c2 + y? + 22), takZe napr. —aa£ = ma. Vzhladom na
2 %

tento vztah, kedZe sidin mi predstavuje velkost zloZky p, vektora hybnosti
hmotného bodu p = mv = m(zi 4+ yj + zk), parcidlna derivacia kinetickej
energie ststavy hmotnych bodov, vyjadrenej pomocou zovSeobecnenych su-
radnic, rychlosti a prip. aj éasu, podla niektorej zovSeobecnenej rychlosti sa
v mechanike sistav nazyva zovSeobecnend hybnost (nevhodne aj wmpulz)
a oznatuje sa p;,
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kde L = K — U je Lagrangeova funkcia.

Hamilton (sir William Rowan Hamilton, 1805—1865, irsky matematik
a astroném) zavedenim zovSeobecnenych hybnosti a svojej funkcie

H=}pg—L (2)
odvodil z Lagrangeovych rovnic druhého druhu svoje rovnice, ktoré sa pre
svoju jednoduchost vyborne osveddili nielen v mechanike, ale aj v Statistic-
kej a kvantovej fyzike.

Z s rovniz (1), definujicich zovSzobecnené hybnosti, mozno vypocitat
zovseobecnené rychlosti ¢; ako funkcie zovseobecnenych siradnic g¢;, hyb-
nosti p; a ¢asu. Ked zovseobecnené rychlosti vystupujice v rozdiele H =
= Y p,g; — L vyjadrime vietky pomocou tychto premennych aj Hamiltonova
funkcia sa stane funkciou len tychto premennych.

Utvorme parcidlnu derivaciu Hamiltonovej funkcie (2) ako funkcie zo-
v8eobecnenych siradnic, hybnosti a ¢asu podla zovSeobecnenej stiradnice g, .
Dostaneme
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Pri tomto vypodéte sme Langrangeovu funkciu povazovali za funkciu vietkych
premennych q;, ¢;, t, zovieobecnené rychlosti za funkcie premennych g;, p;, t
a pouzili sme poudku o poditani parcidlnych derivécii zloZenych funkcii. Podla
Lagrangeovej rovnice druhého druhu je vsak

L AP, I,
aq, — dt o, P
takze
oH :
B e e 3
Pr 21, (3)
Derivovanim Hamiltonovej funkcie podla zov&eobecnenej hybnosti dosta-
neme
= P— i P e 4
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Rovnice (3) a (4), ktoré napiSeme spolu este raz, budd mat tvar
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st hladané Hamiltonove rovnice. Odvodili sme ich z Lagrangeovych rovnic
druhého druhu v zneni platnom pre ststavy s konzervativnymi silami, takze
v ziskanej podobe platia len pre takéto sustavy.

Ked vizby posobiace v ststave st nezavislé od &asu, podla vzorca (3.8.4)
kineticka energia sistavy je homogénnou kvadratickou funkciou zovseobecne-
nych rychlosti. Ked napr. pri dvoch hmotnych bodoch jej vyjadrenie méa tvar
K = a4} + ay50:1q2 + @2373, zovSeobecnené hybnosti st p, = 2a,,§; + @12,-
Po = Gy + 20220y & Y P;4;= 2004} + Grafafs + Graafe + 20005 = 2K, &0
zrejme plati aj pre ststavu skladajicu sa z Iubovolného poétu bodov. V tom
pripade Hamiltonova funkcia H = Ypj, —L =2K — K + U =K + U =
= K, kde £ je celkova energia ststavy.

Priklad 1. Pomocou Hamiltonovych rovnic budeme pocitat ten isty priklad, ktory
sme v predchddzajicom ¢lanku pocitali pomocou Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Energia zariadenia je

E = ——;— Maz* + —1)— m(z + l¢)® + mgl(l — cos ¢)

Zovseobecnené hybnosti prisluchajtce suradniciam z a ¢ st dané vzorcami

= —%I:— =Mz +mz+ 1) =M +m)z +ml ¢ (a)
o= (o S ml(x + lp) = mlz + ml* ¢ (b)
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Vyplyva z nich
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Energia zariadenia preto je
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Spojenim tychto rovnic s rovnicami (a) a (b) dostaneme rovnice
(M 4+ m)z +mlp =0
mli + ml*p = —mgle

totozné s rovnicami (a) a (b) z prikladu v predchddzajucom é&lénku.

Vsimnime si, Ze sme pri rieSeni tlohy nepouzili druhé Hamiltonove rovnice.
Je to dosledok toho, Ze tieto rovnice nevyjadruja nijakua fyzikalnu zakonitost,
lebo ani pri ich odvodzovani sme nijaku fyzikalnu zakonitost nepouzili. Vy-
plyvaji z definicie Hamiltonovej funkcie a zovSeobecnenych hybnosti. Pouzi-
vaju sa vtedy, ked je energia ststavy priamo dana ako funkeia zovSeobecne-
nych siradnic, hybnosti a ¢asu. V tom pripade predstavuja rovnice pre vypocet
hybnosti, potrebnych na dosadenie do prvych rovnic.

3.10. Hamiltonov prineip. Pri pohybe ststavy hmotnych bodov za uc¢inku
danych hnacich a vézbovych sil polohové vektory jednotlivych hmotnych
bodov st ur¢ité funkecie Gasu. Pre kazdy ¢as t zvolme si ich virtudlne zmeny or;.
Potom aj tieto budu funkciami ¢asu, a preto funkciami ¢asu budu aj mysle-
nym spésobom zmenené (variované) polohové vektory r’ = r; 4 or;.

Nech st hnacie sily v stistave hmotnych bodov konzervativne. V tom pripade
princip virtualnych posunuti vyjadruje rovnica
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