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Tenzor hybnosti v lubovolnom bode tuhého telesa sa rovna temzorw hybnosti
v tafisku zvdlSenému o prispevok tafiska so vsetkou hmotou telesa v fiom sustre-
denou (Steinerova veta vo vSeobecnom zneni).

4.7. Pohyb telesa uloZeného na pevnej osi. Moment sily vzhladom na os.
Moment zotrvacnosti. Posobisko sily f vzhladom na bod O, na priamke (osi)
nech ma polohovy vektor r, (obr. 4£.9). vzhladom na bod O, tej istej priamky
polohovy vektor r,. Momenty sily f vzhladom na tieto dva body st potom:
D, = r; Xf, Dy = ryXf = (ry; + ry) Xf. Ich priemety na priamku P, v ktorej
sme zvolili jednotkovy vektor p, st

(Dy), = [(ryXf) - Pl e
(D)o = [(raxf) . pl @ = {[(ros + r) Xf]. p} o = (Dy).,

lebo suéin ry; Xf je na priamku P kolmy.

Dostali sme vysledok: Priemet momentu sily vzhladom na bod priamky do
smeru priamky nezdvisi od polohy bodw zvoleného na priamke. Vold sa moment
sily vzhladom na priamku (os).

Ked na tuhé teleso, ktoré je upevnené tak, ze sa médze otadat len okolo
nehybnej osi. G¢inkuje vonkajsia sila f, i¢inkujui na teleso este reakcie loZisk R,

a P,. Polohovy vektor prvého loZiska vzhla-
dom na IubovoIny bod osi nech je r, (obr. 4£.10),
druhého loziska r,, polohovy vektor pdso-
/ biska vonkajsej sily f vzhladom na ten isty bod

N ,f nech je r. Podla vzorca (4.5.2) moment vietkych
1

ry

Obr. 4.9 s Obr. 4.10

na teleso tcinkujucich sil rovna sa derivacii momentu hybnosti telesa podla

¢asu. Preto ak berieme do tvahy aj vzorec (4.6.4), méZeme napisat rovnicu
dG d(w.T

PXPy 1y XPy +IXf= 5 = —(%— ) —wx(w.T)+e.T (1)

kde T je tenzor hybnosti vo zvolenom bode osi. Z rovnosti vektorov predsta-

vujucich Tavi a prava stranu rovnice (1) vyplyva rovnost projekeii tychto
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vektorov na os telesa. K projekciam prispievaja viak len vektory rxfae. T,

lebo ostatné tri st na os kolmé. Projekcia vektora r<f na os telesa je moment

sily f vzhladom na os telesa, vektor D,. Pretoze uhlové zrychlenie pri pevnej

osi ma smer osi, méZeme pisat: € = ep, teda € . T = €(p . T) a pre projekcin

tohto vektora na os telesa dostavame: (6. T), =¢(p.T.p)p=(p.T.p)e.
7 rovnice (1) sme dostali takto vysledok

D=(p.T.p)e=Je (2)

kde sme index p v oznadeni momentu sily Géinkujicej na teleso vzhladom
na os telesa uz vynechali.
Skalarna veli¢ina J v rovnici (2),

vold sa moment zotrvaénosti. Rovnica sama je pohybovd rovnica tuhého telesa
uloZeného na osi, t. j.: Ked tuhé teleso je wpevnené tak, Ze sa méZe otdcat len
okolo osi v priestore nehybnej, suet momentov
vetkijch sil posobiacich na teleso vzhladom na os
telesa sa rovnd sutinu prislusného momentu
zotrvaénosti telesa a uhlového zrychlenia vzmika-
jiiceho pohybu, lebo ak na teleso Ginkuje stdas-
ne nie jedna, ale niekolko sil, symbol D ozna-
tuje zrejme sucéet momentov vsetkych sil, kto-
ré na teleso ucinkuji, vzhladom na jeho os.
Ak na osi ulozené teleso sa okolo tejto osi

7
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neotada, je v rovnici (2) € = 0. Podmienkou

rovnovihy tuhého telesa ulofeného ma osi je

teda. aby sa siufet momentov sil. ktoré na tuhé Obr. 4.11
teleso posobia, vzhladom na os telesa rovnal nule.

Prave tak ako v rovnici (2) moment D zavisi len od uloZenia osi v telese.
na ktoru sa vzfahuje, aj moment zotrvaénosti J zavisi len od polohy tejto
osi. hoci v jeho vyjadreni pomocou vzorca (3) je tenzor T, ktory zavis' aj
od polohy bodu zvoleného na tejto osi. Podla vzorcov (3) a (4.6.1) a obr. 4.11
je skutoéne

2

N

J=(T.p).p=[Ym(i —rr).pl.p = Y m(r}—ricos® a) =
= Ymyg?sin? o« = Y ma? (4)

t. J. slovami: moment zotrvalnosti tuhého telesa sa rovnd suttu sutinov vidy
himoty hmotného elementu telesa a druhej mocniny jeho kolmej vzdialenosti od
priamky. na ktord sa moment zotrvaénosti vztahuje.
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Pri telesach hmotou spojite vyplnenych je zrejme
J=fa2dm=fsa2dr (5)

kde s oznaduje merni hmotnost a dz objemovy element. Momenty zotrvac-
nosti telesa vzhladom na osi pravouhlého siradnicového systému su teda

Jo= [ @+ sd
Jy=f(z2+x2)sdr (6)
J.= [@+y)sde

Ked je merna hmotnost telesa konstantnd, méZzeme pisat aj: J, = s [ (y* +
+ 2?) dx dy dz a podobne vyjadrit aj J, a J,.

V praxi st telesd dost Gasto uloZené na osiach, ktoré prechadzaja ich ta-
ziskami. Ak chceme, aby teleso otadajice sa okolo takejto osi malo pri pred-
pisanej hmotnosti ¢o najvaési moment zotrvaénosti, podla vzorca (4) musi
mat taky tvar, pri ktorom hmotnost telesa alebo aspoii jej podstatna &ast je
podla moznosti daleko od osi. Vzhladom na tito okolnost v dynamike tuhého
telesa sa pouziva aj velidina, ktora sa vola polomer zotrvaénosti alebo gyraény
polomer. Je to vzdialenost od osi otdc¢ania, v ktorej keby bola sustredena cela
hmotnost telesa, moment zotrvaénosti by ostal bez zmeny. Polomer zotrvad-

nosti R je teda uréeny vztahom MR? = J, takie R = V—ﬂ% .

Teleso s osovou stimernostou, ktoré vzhladom na tdto svoju os ma pomerne
velky moment zotrvaénosti, nazyva sa vo fyzike aj v technickej praxi zotrvac-
7
nikom.

Uloha 1. Treba vypoditat moment zotrvaénosti homogénnej plnej gule vzhladom
na jej priemer, ak polomer gule je R a hmotnost M.

Riesenie: Stred gule zvolime za zadiatok pravouhlého suradnicového systému.
Momenty zotrvac¢nosti gule vzhladom na osi tohto systému st potom dané vzorcami
(6). V naSom pripade vSetky priemery gule st vS8ak rovnocenné. Preto ak moment zo-
trvacnosti gule vzhladom na jej priemer oznaé¢ime jednoducho J, mézeme pisat

3

V poslednom vyraze objemovy element dzr moézeme zvolit ako elementérny priestor
medzi povrchmi dvoch guli 8 polomermi » a r 4 dr, takze bude dr = 4nr? dr. Hladany
moment zotrvacnosti je teda

J=%(J,+Jy+J‘.)=—%f(x2+y2+zz)8dr=—2—frzsdr

J =

R R "
2f 87s 8n 3M R _ 2 ..,

atty B 2 i, 4 PO L. oo WO IO - 1
3 728 . 4mr2 dr 3 ré dr 3 inE B 3
0 0
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Pravda, momenty zotrvacnosti telies moZno poditat aj podla vzorca (3)
J = (T.p).p, ale v tom pripade treba poznat tenzor hybnosti telesa aspon
v jednom bode priamky, vzhladom na ktord sa moment zotrvaénosti ma vy-
potitat. V ¢l. 4.9 sa v8ak pouéime, Ze tenzor hybnosti telesa v kaZdom jeho
bode mozno vyjadrit pomocou troch tzv. hlavnych momentov zotrvacnosti telesa.

Na tomto mieste spojenim vzorcov (4.6.8) a (3) odvodime este tzv. Stei-
nerovu vetu v jej bezne pouzivanom zneni. Podla tychto vzorcov pre moment
zotrvadnosti tuhého telesa s celkovou hmotnostou M vzhladom na Iubovolna
priamku, ak tenzor hybnosti telesa v niekto-

}

rom bode priamky je T a v tazisku telesa T*, | /V—\
dostavame (obr. 4.12) 0/ 0*

J = (T.p).p = [(M(r*1 — r*r*) + o

+ T*).p].p = M(r** — r*2 cos? a) + ‘ _/75

+(T*.p).p = Mr*?sin? o + J* = y’:* |

— J* + Ma? (7)

t. j. slovami: Moment zotrvaénosti tuhého —
telesa vzhladom mna Tubovolnid priamku sa
rovnd jeho momentu zotrvaénosti vzhladom Obr. 4.12

na priamku tafiskom telesa idicu a s danou

rovnobeZni, zvitSenému o prispevok taZiska s celow hmotnostou v fiom sistredenou
Pomocou momentov zotrvadénosti mozno vyjadrit aj kinetickd energiu telesa

pri akomkolvek jeho pohybe. Majme na mysli najprv teleso uloZené na osi,

okolo ktorej sa teleso otada uhlovou rychlostou w. PretoZe kineticka energia

telesa sa rovna stétu kinetickych energii jeho hmotnych elementov, kineticka

energia telesa okolo nehybnej osi sa otadajiceho je:

K = z ; ma? = L mo*a? = 7_1;— *? Z ma? = —fler"z (8)

Odvodeny vzorec spravne vyjadruje aj kineticki energiu telesa v jednom
bode upevneného. lebo aj v tomto pripade kazdy pohyb telesa je len otac¢anie
okolo okamzitej osi.

Ak je vSak teleso uplne volné, jeho kineticka energia je vyjadrena zlozi-
tejsim vzorcom. AL rvchlost faziska telesa je v* a teleso sa sucasne otaca
uhlovou rychlost .. w, rychlos{ ktoréhokolvek jeho bodu je v; = v¥* + wXr;,
kde r; je jeho pololiovy vekior vzhladom na taZisko. Preto

1 1 » .
K= % oomot = -5 > m(v* + 0XF). (7% + 0 X)) =

= —;—Z m[v*2 + 2(w X r;) . v¥ + (wXr). (wx}'})]
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Prostredny &len v hranatej zatvorke dava vsak nulu, leboXm;(w X r}) . v* =
= T(@Xmr!) . v¥ = o X (2wyr]) .v¥ =0, kedze Zmyr! = 0. Posledny ¢len
mozeme upravit takto: (@WXr!).(wXr)) =w.[rX(Xr])]=w. (r%w; —
—rlrl . w)=w. @ —rir]).w = ow%. @l —rir]).p, ak p je jednotkovy
vektor rovnobezny s vektorom w. Prispevok tohto ¢lena k hladanému sudtu
je e . Imy(r*l—rir)) . p = @?(p.T*.p)'= w®J* kde J* je moment
zotrvacnosti telesa vzhladom na jeho okamzitd os otadania, prechddzajtcu
jeho taziskom. Kineticka energia tplne volne sa pohybujticeho tuhého telesa
s celkovou hmotnostou M je teda

K= %Mw*z 2 _;- Te? ()

t. j. rovna sa suétu prispevku pohybu faziska telesa a ota¢ania okolo priamky
idtcej taziskom. :

Pohybovi rovnicu tuhého telesa uloZzeného na osi, D = Je, mdéZeme napisat
aj v skalarnom tvare, lebo z rovnosti vektorov po obidvoch stranich tejto
rovnice, ktoré si rovnobezné s osou otdcania telesa, vyplyva aj rovnost ich
velkosti vztahujicich sa na jednotkovy vektor rovnobeZny s osou telesa,
inaksie vSak Iubovolne orientovany,

D =Je (10)

Pozndmka: Pri pouzivani rovnice (10), alebo ak ide o rovnovéhu, rovnice D=
=0, neslobodno vsak zabudat na to, ze Tavé strany tychto rovnic nie si suc¢ty absolutnych
hodnét, ale velkosti momentov vonkajsich sil posobiacich na tuhé teleso vzhladom na os
telesa, a velkost vektora méze byt kladns i zdporné. Velkost momentu sily pésobiacej
na teleso vzhladom na os telesa je kladnd, ak tento moment je sihlasne rovnobezny
s orientdciou osi telesa, a zdporné v opa¢nom pripade. Pritom o orientécii osi rozhoduje
volba smeru jednotkového vektora p, ktory je s osou telesa rovnobezny. Tato orientécia
rozhoduje aj o znamienku velkosti uhlového zrychlenia ¢, ktord vystupuje v pravej

strane rovnice (10). Ak sme os valca zndzorneného na obr.
4.13 orientovali napriklad k sebe (vektor p smeruje pred
papier), potom velkost momentu sily f; vzhladom na os valca
je kladnd, avsak pri sile f, zdpornd.
Uhol pootocenia telesa okolo osi za nejaky c¢ast¢, ak tento
@ uhol pokladdme za vektor, mézeme s pouzitim jednotkového
d%p
de?

vektora p napisat takto: ¢ = ¢@p. Potom € =

|

l
I f d2p X ¥ ; 2 e

l f, 2 = —gz P = ¢ Velkost uhlového zrychlenia v rovnici (10)

je teda druhd derivédcia uhla pooto¢enia ¢ podla casu, po-

¢taného kladne, ak pootocenie telesa nastalo v zmysle proti

pohybu hodinovych rudi¢iek pri pozorovani telesa zo

Obr. 4.13 strany orientdcie jeho osi.
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Tieto pripomienky budd uZzitoéné napriklad uz pri riefeni pohybu fyzikdlneho ky-
vadla (¢l. 60).

Uloha 2. Treba vypoditat éas, za ktory prebehne volne pustens gula s polomeromr
dizku naklonenej roviny s, ak uhol sklonu je o a gula sa po naklonenej rovine vali.

RieSenie: Pri svojom pohybe sa gula v kazdom
okamihu otdda okolo svojej okamzitej osi otdcania,
ktord lezf v naklonenej rovine. Podla rovnice D = Je¢
uhlové zrychlenie tohto pohybu je ¢ = D/J. Podla
obr. 4.14 na gulu Géinkuje jej tiaz Mg, ktorej moment
vzhladom na okamzitd os otddania je D = Mgr sin .
Podla vysledku tilohy 1. moment zotrvaénosti gule

vzhladom na jej priemer je J* = %Mrz, podla ‘ Obr. 4.14
Steinerove] vety moment zotrvaénosti nasej gule
2

vzhladom na jej okamziti os otdcania je teda J —= r

Mr? - Mr? = —;—Mr2. Podla
tychto vysledkov : -

Mgrsino  5Mgrsin o 5¢g sin «

J o 7 Mr? B 7r

&= -

2
J

a pre zrychlenie stredu. gule vychddza

5g sin o

a=re =
7

Pretoze toto zrychlenie je konStantné, stred gule kond pohyb rovnomerne zrychleny.

Teda s = -;— at?, takze hladany das je:

e /’E_ [ 14s
| a | 5gsin«
Ulohu moézeme riesit aj pomocou zékona o zachovani energie. Nech je U polohova

energia gule. Potom dU + dK = 0. Ak sa stred gule pohybuje rychlostou v, za ¢as d¢
klesne tazisko gule o vysku —dh = (v df) sin «. Preto dU = Mg dh = — (Mgv d¢) sin «.

Zo vzorca K = —_l;—J w?* dostdvame: dK = .Jwe dt. Podla toho pri pohybe gule v kazdom

okamziku je splnend rovnica — (Mge d¢) sin o« + J we dt = 0, alebo Jwe = Mgy sin &« =

= Mgwrsin «, takze v sithlase s predchddzajicim vypoétom & = M— =Y, —?m x
- r
Rozriesime tlohu aj pomocou Lagrangeove]j rovnice druhého druhu (3.8.10) —(;it ——?L =
b O

L : :
- —:27 kde ¢ je uhol pootoc¢enia valca od zac¢iatku pohybu. Dostavame:

|~

L=K-—-U=—Jyp*+ Mr2@p* — Mg(h — re sin «)

o
Nz, Pt

kde J, je moment zotrvacnosti gule vzhladom na jej priemer a /: vyska naklonenej roviny-
Je teda: : K
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oL . d oL oL .
—_ = - Mr2) @, - =J@, -5 = Mgrs
P (Jo + Mr®) ¢ at o¢ J g 39 gr sin o
Mgr sin

z ¢oho J¢p = Mgr sin « alebo ¢ = ¢ = 7

Uloha 8. Na vodorovnej osi je ulozeny valec s polomerom r. Valec nesie zotrvaénik,
ktorého moment zotrvadnosti zvidéSeny o prispevok valca jeJ. Na valec je navinuté lano
zatazené zdvazim tiaze Q. Za aky ¢as od uvolnenia zariadenia klesne za.va.ZIe o vyska h?

RieSenie: Na valec so zotrvadnikom udéinkuje za pohybu sila napnuteho lana P
a udeluje valcu uhlové zrychlenie & podla rovnice Pr = Je. Na klesajice zévazie Géin-
kuje jeho tiaz Q zmenSend o napitie lana, takze zrychlenie klesajuceho zévazia a spl-
Na rovnicu

— P=—a=—r¢
® g 9

Vyltéenim sily P z tychto dvoch rovnic dostévame rovnicu

Je Q
Q— St 7 re
N Qrg Qrig : , : : % .
t, k = =, C = = —_——, e
akze ¢ o + Jg Cize a = er o+ Jg Pretoze zrychlenie a je konstantné
klesé zavazie Q@ pohybom rovnomerne zrychlenym. Z rovnice h = %a,t2 dostdvame:

¢ = V 2h _ l/ 2h(Qr2 + Jg)

a Qr3g

Rieste tlohu aj pouzitim zdkona o zachovani energie.

4.8. Deviaény moment. Ked sa teleso otdda okolo osi v telese Iubovolne
uloZenej, zotrvaé¢nost jeho hmotnych elementov sa prejavuje odstredivymi
silami, zotrvaénost elementu s hmotnostou m; silou m;w%a;, ak je a; vektor
kolmy na os otadania (obr. 4.11). Stéet momentov vSetkych odstredivych
sil vzhladom na bod osi O je:

D = Y r; X (mw?a;) = Y r;Xm(r; —o0;) =
=) —mr;X 0, = w? Ym0, Xr) = wlU (1)

ked sme sucet Zm,(o;Xr;), tzv. deviaény moment telesa vzhladom na zvoleny
bod danej osi jeho otaéania, oznadili U,

U= Xmgo;Xr;) (2)

pricom o; je priemet polohového vektora r; do osi otddania. Pri telesich
spojite vyplnenych hmotou, ak s je mernd hmotnost, U = [ s(oxr) dz. Ked



