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Deviaény moment telesa” vzhladom na bod osi otdcania dostaneme, ked jeho
tenzor hybnosti v tomto bode zndsobime najprv skaldrne, potom vektorove jednot-
kovym vektorom v smere osi otdcania.

4.9. Vyjadrenie tenzora’ hybnosti pomocou hlavnyeh momentov zotrvaénosti.
VoIné osi. Tenzor hybnosti tuhého telesa v bode, ktory bol zvoleny za zadiatok
pravouhlej siradnicovej stistavy, moézeme rozpisat takto
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Jeho hlavné zlozky st teda momenty zotrvacnosti telesa vzhladom na surad-
nicové osi. Pomocou jeho vedlajsich zloZiek mézno vyjadrit devia¢né momenty
vzfahujice sa na stradnicové osi ako osi otdfania a na ich zadiatok ako
vztazny bod.

Lubovolne zvolenym bodom telesa (alebo jeho okolia) vedme vSetky mozné
priamky a na kazdv z nich nanesme na obidve strany od tohto bodu dizku S,
imernt recipro¢énej hodnote druhej odmocniny momentu zotrvacdnosti telesa
vzhladom na tidto priamku, teda

kde 4 je Iubovolna kon$tanta. Definovali sme tymto sposobom plochu,
ktorej rovnicu z tohto vzorca lahko odvodime. MéZeme ho pisat aj takto:

S2J = A*

alebo, ked piSeme S? = X2 + Y2 + Z2, pricom X, Y a Z st stradnice bodu
plochy. takto
(X2 4+ Y24 Z2)(T.p).p = 42
PYRPGEE e vrd fovh it
sz 1 ¥Y2 | 72
[T.(Xi+ Yj+Zk)].(Xi-+ Yj+ Zk) = A*?

. ¢ize predchadzajica rovnica je aj
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Ked pouzijeme vzorec (1) a vykoname naznaéené nasobenia, dostidvame
dalej
J X*—U, XY —U,XZ—
,,LYX—{—J Y:—U,YZ —
-«U ZX —U, ZY—I—JZ2 A?
dize

J Xt + J, ¥t + J 2t —2U, XY —2U, XZ —2U, Y% = A

lebo U,, = U,, a pod.

Odvodena rovnica je rovnica plochy druhého stupna a pri skutoénych tele-
sach podla svojho vyznamu je celd v koneéne. Je to teda elipsoid a vola sa
elipsoid zotrvaénosti.

Vzhladom na svoje osi ako suradnicové osi ma vsak elipsoid zotrvaénosti
rovnicu

J1X2+J2Y2+J3Z2=A2 (2)

v ktorej koeficienty oznaéuji momenty zotrvaénosti telesa vzhladom na tieto

osi. Vedlajsie zlozky tenzoru hybnosti vzhladom na tieto osi rovnaju sa teda

nule. Preto podla vzorcov (4.8.3) vzhladom na osi elipsoidu zotrvaénosti,

ak okrem toho vztaznym bodom pre po-

¢itanie momentov je stred elipsoidu, aj P —

deviaéné momenty sa [rovnaju nule; P O (\
T

vo vSeobecnosti nerovnaju sa vSak nule,
ak vztaznym bodom nie je stred elipsoidu. N
Ked sa tuhé teleso otada okolo osi,
celkovy moment odstredivych sil vzhla- 1
dom na bod osi otaéania je vSak nasob-

kom prislusného devia¢ného momentu r
druhou mocninou uhlovej rychlosti w,

D — w*U. Preto vietko, o sme prave
povedali o devia¢nych momentoch, plati
rovnako aj pre momenty odstredivych sil. To znazoriiuje obr. 4.15. Ked sa
hmotnostny obdiznik oti¢a okolo osi, ktora je so stranou obdlznika rovno-
bezna, moment odstredivych sil sa rovna nule vzhladom na bod O, lebo jedna
z osi elipsoidu zotrvaénosti obdiznika v tomto bode je rovnobezni s osou
otacdania, nerovna sa vsak nule vzhladom na bod P.

Ked sa vSak teleso otada okolo osi, ktora prechadza cez fazisko telesa, sticet
odstredivych sil sa rovnéa nule. Ak okrem toho os otadania splyva aj s niektorou
osou elipsoidu zotrvaénosti telesa v jeho faZisku. podla predoslej tvahy aj
sucet momentov odstredivych sil vzhladom na faZisko sa rovna nule, a preto
nule sa rovna tento moment vébec:

Obr. 4.15
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Ked sa tuhé teleso otaca okolo niektorej osi elipsoidu zotrvaénosti telesa v jeho
taZisku, odstredivé sily s vo vzdjomnej rovnovdhe.

Osi elipsoidu zotrvacnosti telesa v jeho fazisku sa preto nazyvaja volnyme
osamt telesa. Ked sa tuhé teleso otdac¢a okolo niektorej zo svojich volnych osi,
odstredivé sily sa nijako neprejavuja (obr. 4.16a ).

Ked vSak os otdcania sa tuhého telesa prechadza sice cez taZisko telesa,
avSak nesplyva ani s jednou z osi elipsoidu zotrvaénosti telesa v jeho tazisku,
odstredivé sily nie s v rovnovahe, ale sa prejavuji ako dvojica sil (obr. 4.165),

a) b)
Obr. 4.16

ktora sa snaZzi os telesa z jej okamzitej polohy vychylif. Ak teleso je uloZené
na mechanickej osi, ktord je vedena loZiskami, vznikaji tym v loziskach
tzv. axidlne tlaky, sily, ktoré aj pri malej rychlosti otddania sa telesa si po-
merne velké, si na os rotujiceho telesa kolmé a menia stale svoj smer. Nimi
st loziska silne namahané a dochadza k ich rychlemu opotrebovaniu. O telese,
ktoré je uloZené na osi prechadzajiicej cez faZisko telesa, hovorime, Ze je
staticky vyvdZené; ak okrem toho mechanickd os telesa je stéasne aj jeho
voInou osou, hovorime, Ze teleso je aj dynamicky vyvdZené.

Vzhladom na rovnicu (2) zo vzorca (1) vyplyva, Ze tenzor hybnosti telesa,
vztahujici sa na ktorykolvek bod telesa, mozno pisat aj v tvare jednoduchého
trojclena,

T = Jyjii + Jyjj + J3kk (3)

kde J,, J, a J; s momenty zotrvaénosti telesa, vztahujice sa na osi jeho
elipsoidu zotrvaénosti v prisluSnom bode. Tenzor hybnosti v tazisku telesa
je teda

T* — J%ii + J3jj + Jikk 4)
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Ked st zname smery osi elipsoidu zotrvacénosti v fazisku telesa a momenty
zotrvadnosti vzhladom na ne, tzv. hlavné momenty zotrvaénosti J*, Jos J3,
si tym u% uréené momenty zotrvaénosti i deviaéné momenty vzhladom na
vietky osi idtce faZiskom telesa a vzhladom na vzorec (4.6.8) i vzhladom na
ostatné osi.

Nech je tenzor hybnosti telesa v jeho faZisku T* = J¥Tii + J5jj + J5 kk.
kde i, j, k st jednotkové vektory v smere osi elipsoidu zotrvaénosti. Podla
vzorca (4.7.3) moment zotrvadnosti telesa vzhladom na os idicu taZiskom,
s jednotkovym vektorom p, zvierajicim s osami elipsoidu uhly «, 8 a 5.
je potom

J* = (T*.p).p = Jicos? a + J; cos? B + J; cos? y (5)

Devia¢ny moment podla vzorca (4.8.4) dostavame v tvare

U* = (T*. p)Xp = [(Jtii + J5jj + Jikk) . p]Xp =
= [(J} cos a) i + (J3 cos B) j + (J5 cos y) k] X (cos ai 4+ cos Bj + cos yk) =

} b j’ k } 2
= ’]"1‘ cos a, Jycos B, Jicosy | 6
cos «, cos f3, cos y

i I

Priklad 1. Kruhova doska s hmotnostou M, polomerom 7 a so zanedbatelnou
hribkou (obr. 4.17) nech sa otac¢a okolo osi, ktora prechadza stredom dosky.
aviak s jej geometrickou
osou zviera uhol ¢, uhlovou
rychlostou . Mechanicka
os dosky nech je uloZena
v loZiskach, ktorych vza-
jomna vzdialenost nech je I.
Vypoéitame deviaény mo-
ment dosky vzhladom na
jej mechanick@ os, moment
odstredivych sil a tlaky na
loziska (axialne tlaky), ktoré Obr. 4.17
vznikaji ich pésobenim.

Elipsoid zotrvaénosti kruhovej dosky je zrejme rotaény a jeho os je na rovinu
dosky kolma. Zvolime ju za stiradnicovi os Z. Ostavajice osi X a Y budu
potom v rovine dosky.

Momenty zotrva&nosti JT, J3 a J; su:

Jr = [yrdm, JF= [z*dm
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Ich sucet je teda
I3+ I3 = &J = 2J3 = ’ (@* 4 y2)dm = J;
&ize

1
JT:J;:E—J’;*A/@&—{—J —[aﬁdm

il A g o
V nasom pripade plosna hustota hmotnosti je jere takZe moézeme pisat:

dm = 2na da a teda
1 M 1
2, - Bk i
iy iy = ey = faz -2ma . da = —— Mr*

[

Podla obr. 4.17 je o =, p=¢+ —;— T, Yy = @, teda

cos a = 0, cos ff = —sin ¢, COS Y = COS ¢

Podla odvodeného vzorca pre deviaény moment v naSom pripade vychadza

i i, k
U= |o, —J3sin ¢, Jicos @ | = i(J}cos ¢ sin g — J sin ¢ cos @) =
l 0. —sin ¢, cos @
R . Mr2 Mr2sin 2¢ .
= iJisin g cos p =i g Smpesy=—-0g——|

Absolutna hodnota momentu odstredivych sil je teda

Mw?r? sin 2¢
b R
Axialne tlaky P vyplyvaja z rovnice D = P,

D = 0?U =

Mw?*r? sin 2¢

s 8l

4.10. Kyvadlo. Teleso upevnené tak, ze sa moéze otacat okolo vodorovne]
osi, ktora neprechadza jeho taZiskom, vola sa fyzikalne kyvadlo. Ked vzdiale-
nost jeho faziska od osi je a a teleso ma hmotnost M, pri vychylke z rovnovaz-
nej polohy téinkuje na teleso jeho tiaz Mg, ktora vzhladom na os kyvadla mé
moment velkosti — Mga sin ¢. Podla rovnice (4.7.10) na str. 162 pre pohyb
fyzikalneho kyvadla (obr. 4£.18) plati teda diferencialna rovnica

d*¢ _

% de?

—Mga sin ¢



