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v tahu a v tlaku az nad medzu pruznosti ziskame diagram znazorneny zveli¢ene
na obr. 5.4. Usek OA (panenskd krivka) zodpoveds prvému namihaniu v fahu;
Ked tento tah zrusime, ty¢ sa skrati pozdiz inej krivky a pri nulovom napiti
mé ty¢ trvali deformiciu fahom A4I, ktora sa odstrani az dostatoéne velkym
tlakom. DalSie zvidSovanie tlaku (napitie za tlaku berieme so zidpornym
znamienkom) ma za nasledok

zapornt deforméciu a po zmen- -

Seni tlaku na nulu ostava trvala y|
deformécia tlakom A" atd. AU

Uzavreta krivka znézornujica
zavislost napitia od deformacie ;
sa vola hysterézna sluclka.

Jej plocha vyjadruje pra-
cu prepoditand na jednotkovy i
prierez deformacii podrobova- '
ného nedokonale pruzného te-
lesa a méa za nasledok jeho
ohrievanie.

V  nasledujtcich ¢&lankoch Obr. 5.4
budeme sa zaoberaf najprv '
len spravanim sa pruznych B’ A’
telies, za déinku sil nepresahu- - F < F
jucich medze pruznosti a dost \ B
malych, aby aj Hookov zakon .~ S S S
bol stale splneny. Obr. 5.5

5.2. Tenzor napitia a deformaeie. Majme na mysli rovnorody hranol zhoto-
veny z pruzného materialu, spoéivajici na vodorovnej ploche (obr.5.5),
a neprihliadajme k jeho tiaZi a teda ani k reakcii jeho podlozky. Ak na hranol
netcinkuje nijaka sila, hranol je v pokoji. Nepohybuje sa teda ani jeho ¢asf,
ktora je napriklad vpravo od mysleného rezu A4’ (alebo BB’). To viak —
kedZe na hranol ako celok netéinkuje nijaka vonkajsia sila — znamena, ze ani
material hranola, ktory je vlavo od rezu 4A4’, netc¢inkuje nijakou silou na
material, ktory je vpravo od tohto rezu, lebo inaksie by nastal pohyb tejto
¢asti. V reze A4’ niet teda za tychto okolnosti nijakého silového pdsobenia.
Ked vsak hranol podrobime posobeniu vonkajsich sil F aF’, ktoré ho napriklad
len napinaji, no nevyvolavaji nijaky pohyb hranola, ¢ast hranola. ktora je
vpravo (a pochopitelne aj vlavo) od rezu 44’, bude zase v pokoji. Na tuto ¢asf
udinkuje vSak teraz vonkajsia sila F. Pretoze pohyb opédt nevznikd, musime
usudzovat. ze teraz tast hranola. ktora je vlavo od rezu 44’, Géinkuje cez
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tento rez na Cast, ktora je vpravo od tohto rezu (a naopak), silou, ktord rusi
ucinok sily F (F'). Tento silovy tuéinck je mczny v désledku deformacie hranola,
pri ktorej sa zmenili vzajomné vzdialenosti atémov a molekil, z ktorych je
material hranola vytvoreny.

Z opisaného myslienkového pokusu vyplyva toto: Ak na pruzné pevné teleso
Géinkuju vonkajiie sily, teleso je deformované a na Iubovolntd a Iubovolne
v telese ulczentu elementarnu plésku déinkuja z obidvoch jej stran sily, ktoré
sa zhoduji v abs. hodnotach, ale maji opaéné smery, ktoré viak — kedZe
v predoslej ivahe rez 44’ nemusel byt nutne na os hranola kolmy -— nemusia
byt kolmé na plésku, na ktord déinkuju.

Silu, ktora podsobi na zvolend stranu plosnej jednotky Iubovolne v telese
uloZenej, nazyvame vektorom napétia alebo struéne tiez len napditim. Podla
toho, ked na elementarnu ploésku dS, ktorej sme priradili ploSny vektor dS.
zo strany jeho orientécie posobi v telese sila dF (obr. §.6), napitie vzhladom
aj na orientaciu elementarnej plosky dS je v tomto mieste v = —g—g— Teda
na to, aby napétie v deformovanom pruznom telese bolo jednoznaéne uréené,
nestaéi zvolit v telese len bod. Treba este zvolit aj smer, uréeny napriklad
jednotkovym vektorom n, na ktory ma byt elementarna pléska kolma a si-
hlasne s vektorom n orientovana. Napitie rozkladdme na zlozku normélovi o,
rovnobeznu s normalou plésky, na ktort sa rozkladané napitie vztahuje, a na
zlozku tangencidlnu T. Ak normaélové na-
pitie 6 =on smeruje na stranu pric¢iny
sily dF, ¢ize ak je to vektor s vektorom
dS$ suhlasne rovnobezny, velkost norma-
lového napétia o je kladna a hovorime,
ze v telese je fah. V opadénom pripade je
o < 0 a hovorime, Ze v telese je tlak.

Stav napitosti v uréitom bode de-
formovaného pruzného telesa pozname,
ak vieme udaf sily pésobiace na plosné
jednotky Iubovolne cez tento bod pre-
lozené a Iubovolne orientované. Uka-
Zeme, Ze na to staci poznat napitia pdsobiace na tri plésky, ktorych nor-
maly nie st rovnobezné s tou istou rovinou, napriklad napitia pésobiace na
plosné jednotky leziace v stradnicovych rovinach Iubovolne zvoleného pravo-
uhlého suradnicového systému.

Za tym téelom bod O deformovaného pruzného telesa, v ktorom nas stav
jeho napatosti zaujima, urobme zaéiatkom pravouhlého siradnicového systému
osi XYZ a napétia v rovinach YZ, ZX a XY vzhladom na orientaciu tretej
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osi ozna¢me v,, v, a v,. Napiitie napriklad v, rovnd sa teda ¢iselne sile, ktorou
materidl nachadzajici sa na strane orientacie osi X tc¢inkuje cez plodni jednotku
v rovine YZ na materidl nachadzajici sa na opadnej strane tejto roviny.

Po zavedeni tychto oznaleni vo vnitri deformovaného pruZného telesa
majme na mysli elementarny Stvorsten znazorneny na obr. 5.7. Jeho steny
leziace v sdradnicovych rovinach
nech maja plogné obsahy §,,S,, S,, Y
a Stvrta stena plosny obsah S. Jed-
notkovy vektor kolmy na plochu S
a orientovany na vonkajSiu stranu
Stvorstena nech je n a napitie vzta-
hujice sa na tuto plochu pri tejto jej
orientacii nech je v. Ak hmota $tvor-
stena je m, podla prvej pohybovej
rovnice tuhého telesa je potom

_—(Slvl + Syvy + Szv.) +
+ Sv + mg = ma

kde aje zrychlenie taZiska §tvorstena. ' Obr. 5.7

Hmotnost elementarneho §tvorstena

je v8ak nekoneéne mala veli¢ina tretieho radu, zatial ¢o plochy §,, S,, S, a 8
st nekone¢ne malé veli¢iny druhého radu. V poslednej rovnici ¢leny mg a ma
mozeme teda aj pri pohybe elementov pruzného telesa zanedbat a pisat: -

Sv =28y, + 8y, + Sy,
Plochy §,. S, a 8,, ak vektor n zviera s osami X, Y a Z uhly «, f a y, st viak:

S,=8cosa=2S8n.i
S,=8cosB==8n.j
S,==8cosy=_8n.k
Napitie v je preto
v=n.iv,+n.jv,+n.kv,=n.(iv,+jv, - kv)=n.N (1)
kde
N = iv, + jv, + kv, (2)
je tzv. tenzor napditia v deformovanom pruznom telese. i
Podla vzorca (1) napitie, ktoré sa vztahuje na plésku v deformovanom
telese Tubovolne uloZeni a Iubovolne orientovani, dostaneme, ak tenzor
napatia v mieste tejto plosky znasobime skaldrne, podla odvodenia vzorca
(1) zlava, jednotkovym vektorom na plosku kolmym a prisluine oriento-
vanym. Pomocou druhej vety impulzovej mozZno vSak dokazat, Ze tenzor N
je symetricky, takze je tiezv=n.N =N . n.
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Podla tejto vety su¢et momentov vSetkych vonkajsich sil pdsobiacich na teleso alebo
Teixo ¢ast vzhladom na Tubovolny bod sa rovng derivicii podla ¢asu momentu hybnosti
prislusnej ¢asti telesa vzhladom na ten isty bod. Sily pdsobiace na vybranua éast pevného
telesa mozeme rozdelit na sily objemové a plosné. Sily objemové su sily, ktoré vyjadruji
vzajomny silovy ucinok telies alebo ich ¢asti, ktoré sa bezprostredne nedotykaju, zatial
¢o sily plosné utinkuju préave len na tychto stykovych plochdch. Vyznaénou objemovou
silou je tiaz.

Nech je h hustota objemovych sil v pruznom telese, t. j. sila pripadajtica na objemovu
jednotku telesa. Z Newtonovho zdkona sily vyplyva potom rovnica

sadtr = | hdt+ Qp(n.N)dS=| hdr + @ dS.N =
e =it g Jrdand
=fhdr+f(divN)dr

kde a je zrychlenie taziska vybranej ¢asti telesa a s mernd hmotnost.

Ale pretoZe integréicie po obidvoch strandch znamienka rovnostifsa vztahuja na ten
isty, inaksie vSak Iubovolny objem, sprdavna je aj rovnica

sa=nh 4 divN (3)

Rovnica (3) je zékladna pohybové rovnica pruzného hmotného prostredia.
Ale podla druhej vety impulzovej sprdvna je aj rovnica

fgx h)dr+§§ rx(dS.N) = %f(rxw)dr
alebo

f(rxh)dr—fdS.(NXr)=f(r><sa)dr

f(rx h) dr]——f div (NXr) »dr=f(r>':sa) dr
¢ize aj

rX(h —sa) ={V.(Nxr)= (divN)xXr + V,.(NXr)
kde symbol V, sa vztahuje len na polohovy vektor r, teda. ak pouZzijeme rovnicu (3),
V. (NXr),=rX(h+ divN — sa) = 0

Vyraz V,.(NXr) upravime vyjadrenim tenzora Nyv podobe su¢tu didd, napriklad
N = Xa;b;. Dostdvame potom:

Vr  (NXr)=9,.% aibixr=73 (V,.a) (b;xr) =
=i— 2 (@ V) (rxb) = — > a; . Ix b =f— ) a;x b;

Ale V, . (Nxr) = 0, takze aj Xa; X b; = 0, ¢o znamen4, Ze tenzor N je symetricky, lebo
t = Xa; % b; je jeho vektor a ten sa v naSom pripade rovnd nule.
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Ak vektory v,, v, av,, ktoré vystupuji vo vyjadreni (2) tenzora N, rozlozi-
me na zlozky, dize ak piseme:

v, = Vb 4 v, ]+ v,k
vy = vy + v, j+ v, k
v, =0 +v,j+ .k

tenzor N dostaneme v stradnicovom tvare

Vo di 4 v ij + v, ik 4
N = +w,,ji + v, jj + v,.jk +
+v, ki + v kj+ v, kk

Stradnice »,,, v,, a »,, st zrejme velkosti normalovych zloZiek prislusnych
napiti a ostatné stiradnice — velkosti zloziek tangencialnych napiti. Tenzor N
s inym oznacenim sa preto pise obyc¢ajne takto

Ol + T, if 4 7. ik 4
N = +7,ji + o,jj + 7, jk + (4)
47 ki + 7 kj+ o, kk

pri¢om napriklad o,, = »,, je velkost normalového napitia posobiaceho v ro-
vine YZ zo strany orientacie oxi X, alebo 7,, je velkost y-ovej stradnice tan-
gencialneho napitia posobiaceho v tejto rovine a podobne.

Ak je napriklad ¢,, > 0, znamena to, Ze na rovinu YZ téinkuje hmotné pro-
stredie, ktoré je na tej strane roviny YZ, na ktoru je orientovana os X, silou
pritazlivou, &ize v smere osi X je v telese fah. Rovnaky vyznam maju aj
znamienka stradnic ¢,, a o,,.

Tenzor napitia vyjadruje stav napétia v tom bode deformovaného pruzného
telesa, na ktory sa vztahuje. Deformované pruzné teleso svojou deformaciou
definuje v kazdom svojom bode este iny tenzor, ktory sa vola tenzor defor-
mdcie a vyjadruje deformaciu telesa v okoli prislusného bodu.

Za i¢elom jeho odvodenia zvolme si v pruznom telese tri jeho blizke body O,
A a B, ktoré nelezia v jednej priamke, a bod O urobme zadéiatkom stradni-
cového systému osi X YZ. Os X nech lezi aj za deformacie telesa stale v priamke
0OA a os Y stale v rovine bodov O, 4 a B. Touto volbou poloha osi Z v telese
je uz dostatoéne urdena.

Pri deformovani pruzného telesa polohy jednotlivych jeho bodov aj vzhla-
dom na tento systém sa zmenia. Nech je u posunutie — sposobené deforma-
ciou telesa — toho bodu telesa, ktorého polohovy vektor vzhladom na bed O
pred deforméciou telesa bol r, takZe vektor u je zavisly od vektora r. Pretoze
posunutie bodu O sa v systéme. v ktorom je tento bod stale za¢iatkom, rovna



200 5. Pruznost a pevnost tuhych ldtok

nule, posunutie bodov telesa v dostato¢ne malom okoli bodu O mézeme pisat
ako diferencialy funkeie u = f(r), teda

u=r.gradu=r.Vu
Vo vSeobecnosti gradient vektora nie je symetricky tenzor. Kazdy tenzor

druhého stupna, teda aj grad u, mézeme vSak rozlozit na stadet symetrického
a antisymetrického tenzora takto:

1
grad u = Vu = ~2—(Vu + uVv) + —21—(Vu— uV)
takze

~(Vu 4+ uV) +

bo| —

1
u=— r.%(Vu—L uV)+r.§~(Vu——uV):r.

(VXu) Xr =

tol —

+-;~[(r.V)u—(r.u)V]:r.%(Vu—{—uV)—{—

1
:r.D+-2—(rotu)Xr

y PP | . ’ - . v 2
Vektorovy sudin - (rot u) X r pri malych deformaciach tuhého telesa (a pruzné
deformacie su vidy malé) znamena vSak len pootocéenie okolia bodu O o uhol

1 a . 3 ’, ’ . . .,
—— rot u vzhladom na stradnicovy systém, ktory sme viazali na deformujtce sa

~

teleso pomocou jeho nahodile zvolenych bodov O, 4 a B. Vzhladom na stradni-
covy systém viazany na tuhé teleso pomocou inych jeho bodov je toto pootode-
nie iné a mozno dokazat, Ze pri vhodnej volbe bodov O, 4 a B sa rovnd nule.
Druhy élen v predchadzajicom vzorci neprispieva teda k deformacii telesa
v okoli jeho bodu O, takzZe tato je Gplne urdena uz lenom prvym. Preto pri
vySetrovani deformacie elementdrneho objemu telesa sta¢i brat do twvahy
len ¢len prvy, a pre polohovy vektor r’ deformaciou posunutého bodu pisat len

rr=r+r.D=r.(l+ D) (5)
Symetricky tenzor

D — —;—(V.u £ uv) (6)

sa vola tenzor deformécie pevného telesa v tom jeho bode, na ktory sa vztahuje.
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Ak vektor u napiSeme ako sucet jeho zloziek, u = ui -+ »j -+ wk, tenzor
deformacie D dostaneme v stradnicovom tvare

ow ., 1 [ ov ou\ .. 1 [ow = ou\ .
2% "+—.‘3..—((7x T ay)'“L?('aE ™ az)’k i
1 [{ou ov ov 1 [ow ov
- 1 [ ou o .. 1 fow "
2 2(aJ 01:) T c’)y”+2(8y | az)"" (7)
1 [ou ow)\ . . 1 [ ov 8w ow
v 2—(762 + ax)k Ty (82 ' )k + 0z kk

S vyznamom suradnic tenzora napitia sme sa uZ oboznamili. Néajdeme
nazorny vyznam suradnic aj tenzora deformacie.

Nech je r polohovy vektor IubovoIného bodu C telesa v blizkom okoli jeho
bodu O, v ktorom tenzor deformacie telesa po jeho deformovani je D. Ked
za deformacie polohovy vektor bodu C’ je r’, podiel

e = R - (8)

je relativne predizenie usetky OC.

Nech st e a e’ jednotkové vektory v smeroch vektorov r a r’. Pri malych
deformaciach absolitna hodnota vektora r’ sa lisi len malo od hodnoty jeho
priemetu na vektor r. Podla vzorca (5) je preto

[r'|=r .e=(r+r.D).e=|r|+|r|(e.D.e)
‘akze relativne predizenie v smere vektora e je:

_ri=lrl
‘ Ir

Podla tohto vzorca relativne prediZzenia v smeroch stradnicovych osi su:

&

e.D.e (9)

EH,:I..D.I.:%,Z-
. . Ov
("':yy:J.D..,:gy—
ow
:k.D.k:—é;

Objem vybrany ITubovolne vo vnutri telesa sa pri deformacii telesa zvadsi
o hodnotu

11':9§u.d5=f(divu)dr
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Relativne zvidSenie objemu kdekolvek vo vnitri deformovaného telesa je

teda

-

e = lim AE = lim Lf (div u) dr = div u

V-0 V V-0 r
pri¢om
. ou o ow
dlvu:a—x—i- ay+§=811+8yy+£::

Za utelom vySetrenia vyznamu vedlajsich stiradnic tenzora D vektor r’
napiSeme v tvare sidinu r' = | r’' | e’. Mame potom

|r'le=r=r+r.D=r.(I+D)=e.(l+ D)|r|
alebo, ak pouZijeme aj definiciu relativneho prediZenia dant vzorcom (8)

i r .(I4+D
e=e'('+D)!IH=:e1‘+t : (10)

kde ¢, je relativne prediZenie v smere vektora e a I je tenzor identity.

Dva jednotkové, na teleso viazané vektory e; a e,, ktoré pred deformaciou
zvierali spolu uhol ¢, po deformacii telesa zvieraji uhol ¢’ = ¢ — 2y. Pomo-
cou vzorca (10) pre uhol y mézeme napisat rovnicu

14+ &)l +e)e;.ey=e.(Il+D).(I+ D).e,
t. .
(14 &)1 + &)cos(p—2y) =e,.(I + 2D + D.D).e, =
=cosp + 2e;.D . e,

lebo élen
e;.D.D.e,

v ktorom sa len stdiny parcidlnych derivacii posunutia u, je zanedbatelne
maly. Z predchadzajlcej rovnice vyplyva (cos 2y = 1, sin 2y = 2y, &g, =
= &, = p&g = 0):
(1 4 &, + &)(cos ¢ + 2y sin ¢) = cos ¢ + 2e,.D . e,
alebo
(e, + &) cos @ + 2y sin p = 2e, . D . e, (11)
Ked teda uhol ¢ je pravy, jeho zmensenie pri deformacii telesa je:

2 = 2e,.D.e, (12)
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Poloviéné zmensenia uhlov zovretych pred deforméaciou telesa osami X, ¥
a Z su preto

7:1/::7'1/1Wﬁi'D'j*'j'D'i:_1“(av 1 Uu)

2 \ox oy
. .1 [ ow v .
'yw_—_'yw::].D.kf*k.D.] T"'O—(—ag + ‘;)’z) (J';)

L 1 [ ou ow
y”,—::‘yr:——k.D.l"*l.D.k:—?'( + )

\ 02 ox

S pouzitim ziskanych vysledkov tenzor deformacie pruzného telesa mézeme
pisat aj takto
ol + Voyd] = 7adk 4
D = +yyji + &40 + vk +
+vakity ki A+ e.kk

Hlawvné suradnice tenzora deformdcie st teda relativne predifenia v smeroch
ost a jeho vedlajsie siradnice sa rovnaju poloviénym zmendeniam uhlov, ktorijch
ramend pred deformdciou telesa boli so sduradnicovymi osami rovnobezné.

PretoZe tenzor napétia aj tenzor deformaécie st tenzory symetrické, vzhla-
dcm na osi ich grafickych obrazov ich vedlajsie stradnice sa rovnajui nule
a tenzory N a D st len

N = gjii + 0,jj + o5kk (14)
D = &ii + &,jj + e3kk (15)

Pozndmka: Pri anizotropnych telesdch osi grafickych obrazov tenzora napétia a ten-
zora deformécie vo vSeobecnosti nesplyvaju.

Hlavncu tlchou nduky o pruzncesti pevnych telies je najst suvis, a to pre te-
lesa izotrorné aj anizotropné, medzi tenzorcm nayétia a deformacie. Vyjadruja
ho tzv. moeduly pruinosti. Vo svojich dalsich ivabdch budeme sa viak zacberat
len telesami izotropnymi, t. j. telesami, ktorych vlastnosti nie st zavislé od
smerov, v ktorych sa zistuju.

5.3. Mcdul pruZnesti v (ahu a fmyku. Uvazujme o napinani drétu dlzky
l, a pricrezu go, ktary je zbctevery z pruzréto meateridlu. D16t nech je napi-
nany silou F (obr.5.8), za utinku ktorej dizka drétu je I = I, + 4I, takze
relativne predizenie je:
Al 1—1,
£ sheiar v



