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Prvky stmernosti, s ktorymi sme sa doteraz obozndmili, t.j. stred, osi
a rovinu sumernosti, mozno povazovat za predpisy pre také geometrické
operacie, po vykonani ktorych priestorova translana mriezka zostdva sama
so sebou totoznd. Takto formulovany pojem stimernosti pri jeho aplikovani
na struktiru krystalu, t. j. na mriezku s materidlnou ndphiou, mozno doplnit
dal$imi prvkami simernosti, a to: skrutkovymi osami a sklznymi rovinami.

Obr. 6.9

Skrutkovd os je prvok symetrie, pri ktorom sa kombinuje dovolené po-
otolenie o 2w/n, kde n = 1, 2, 3, 4 alebo 6, s translaciou v smere osi otadania
o zlomok periédy identity v jej smere. Sklznd rovina predstavuje prvok si-
mernosti, pri ktorom sa zrkadlenie v rovine kombinuje s transldciou v smere
niektorej vyznacne]j uzlovej priamky, rovnobeznej so sklznou rovinou, o zlomok
jej periédy identity.

Po uvéizZeni aj tychto prvkov symetrie sa krystalografické oddelenia rozpadni
na 230 pododdeleni (230 priestorovych grup). V r. 1890 rusky krystalograf
J. S. Fedorov publikoval rozdelenie krystalografickych oddeleni na 229 pod-
oddeleni (priestorovych grup), o rok neskér A. Schoenflies nezavisle od Fedo-
rova nadiel ich 227. Az porovnanim ich prac sa zistilo, ze ich podet je 230.

6.2, Krystalografické odvodzovacie ¢isla a Millerove indexy. Je prirodzené
predpokladat a vyskum s$truktiry krystalov ohybom Rontgenovych lucov
to aj dokazal, Ze roviny tvoriace vonkajsie ohrani¢enie krystdlu st rovno-
bezné s tymi jeho mriezkovymi rovinami, ktoré st uzlovymi bodmi vnu-
tornej struktury krystalu husto obsadené. Odvodime rovnicu takejto
roviny vo vektorovom tvare. V tomto ¢lanku zakladné vektory Bravaisovej
priestorovej transla¢nej mriezky, s ktorymi — ako uz vieme — st rovnobezné
prislusné krystalografické osi, budeme oznacdovat e,, e,, e; a polohové vektory
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bodov (budeme ich nazyvat ssekoviyme vektormi), v ktorych mriezkova rovina
pretina krystalografické osi, pismenami g, s, t.

Ako je zname z vektorového poétu, rovina uréend koncovymi bodmi troch
nekomplanarnych vektorov ry, ry, ry je dand rovnicou

ury + vry 4 wry

u'+v+w

v ktorej w, v, w si premenné realne ¢isla. Rovnica mriezkovej roviny urcenej
mriezkovymi vektormi

r, = e, + Y& + z,€3

ry = ,e; + Uy€; + %€

ry = x3e, + Yz€; + Z3€3
takze x,, x, atd. su racionalne ¢isla, je teda

u(z,e, ‘7+‘>?/1f_2‘f'j_1f:;) + v(@.0; +y.€5 + 2,€;5) + w(Tse; + Ys€y + 23€5)
w4+ v+ w
PodTa tejto rovnice podmienkou toho. aby vektor r bol tsekovym vektorom gq,
st rovnice

uYy + vy + wys =0

U2y + V25 + wzg = 0
Ked podla tychto rovnic vyjadrime ¢isla # a v pomocou é&isla w a ziskané
vyjadrenia dosadime do predchadzajtce] rovnice, dostaneme prvy tsekovy
vektor
@y (Yo7 — Ys22) + Zo(Ys? — Ya?%s) + T5(Y12s — Yo2a) W (1)

Y1(22 — 23) + Yalzs — 21) + Y321 — 2,) L
Vzorce pre usekové vektory s a t by sme dostali cyklickou zdmenou pismen z,
y, z v predchadzajicom vzorci, takze s = se, a t = te;. Pre nase daliie Gvahy
je ddlezité len to, ze Cisla g, s, t st racionalne, lebo v zlomku, ktory ich uréuje,
vystupuju len raciondlne ¢isla.
Cisla imerné velkostiam tsekovych vektorov

q:

a = kqe,, b = kse,, c = kte, (2)

kde k je Iubovolna kladna konsStanta, st tzv. parametre mriezkovej roviny.
Postad¢uji na uréenie polohy mriezkovej roviny vzhladom na krystalogra-
ficky osovy kriz, lebo zmena konStanty Gmernosti k¥ ma za nasledok len jej
paralelné posunutie.

Jednu z mriezkovych rovin, uréent parametrami (2), z ktorych ani jeden
sa nerovna nule, zvolme si za zakladni a ozna¢me ju pismenom P. Okrem
zakladnej roviny nech je danad aj ind mriezkova rovina S parametrami

a = k'q'e,, b = k's’e,. ¢ = k'tle,
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Cisla
PN N S SN V.
' b ks c kt
nazyvaju sa v krystalografii odvodzovacie Cisla, lebo pomocou nich sa od
parametrov za zakladn zvolenej mriezkove] roviny mézu odvodit parametre
inej mriezkovej roviny
a' = ma, b = nb, ¢ = pc (4)

Pretoze konStanty tmernosti £ a &’ s Iubovolne volitelné, mozno ich zvolit
tak, aby zlomok %'/k bol raciondlne ¢&islo. Potom, kedZe ¢&isla ¢, s, t a ¢', s', ¢ st
tak isto racionalne d&isla, budi aj odvodzovacie ¢isla raciondlne. Ziskany
vysledok sa v kryStalografii nazyva zdkon o raciondlnosti odvodzovacich Eisiel.
Vzhladom na vyznam parametrov mriezkovej roviny (rozhoduje len ich pomer)

za odvodzovacie ¢isla mozno zvolit celé ¢&isla bez spolo¢ného delitela.
Reciproké hodnoty odvodzovacich d&isiel sa nazyvaja Millerove indexy

ho=—, k=—, } =— (5)
m n P
toré tiez mozno zvolit tak, aby to boli celé éisla bez spoloéného delitela. Pri
takomto postupe odvodzovacie ¢&isla aj Millerove indexy ploch ohranic¢ujteich
krystal st najcastejsie celé a malé éisla, malokedy véacsie ako éislo 3.
Priklad 1. Za zédkladni mriezkovii rovinu zvolme rovinu urcenti koncovymi bodmi
zéakladnych vektorov e,, e,, e;. Ind mriezkova rovina nech je uréend polohovymi vektormi
so suradnicami (2, 3, 0), (3, 1, 0), (2, 2,2). Podla vzorca (1) dostaneme:

,_ 22—-0)+30—-6)+20—-0  —14 7
- 3.—-2+1.2+2.0 — 4 .2
Podla podobného vzorca by sme dostali 8 = 7 a t' = 14. Pretoze v nasom pripade
’ 2 .
q =8 =1t=1,volbou kT = dostaneme odvodzovacie ¢isla m =1, n = 2, p = 4.

Millerove indexy nasej roviny su teda 4, 2, 1.

Stbor vsetkych navzdjom rovnobeznych mriezkovych rovin sa nazyva osnova mriezko-
vych rovin. Z rovnocennosti uzlov priestorovej transla¢nej mriezky bezprostredne vyplyva,
ze kazdym jej uzlom prechddza jedna mriezkové rovina osnovy, ako aj to, zZe vzdjomnd
vzdialenost dvoch susednych rovin osnovy je konstantnd. Tato vzdialenost sa nazyva
medzirovinnd vzdialenost a oznaduje sa d. Odvodime jej stivis s Millerovymi indexmi osnovy
najprv pre pripad, Ze zdkladné bunka mriezky je totozn4 s jej primitivnou bunkou, takze
uzlové body st len v jej vrcholoch.

Nech st zékladné vektory mriezky e,, e,, e;. Vektorové rovnica roviny, ktoréd pretina
krystalografické osi vo vzdialenostiach e,/h, e,/k, e,/l, kde &isla h, k, I si Millerove indexy

osnovy, je:
u v w
ot E et

u -+ v+ w

r =
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Keod vektor r napieme v tvare su¢tu jeho zlozick r = xze;, + ye, -;- ze,, z rovnosti
koeficientov zdkladnych vektorov po obidvoch strandch znamienka rovnosti v pred-
chidzajice]j rovnici dostaneme rovnice

u v w
——— ky = — —_— =
U+ v+ w w4 v+ w u+v+w

he =

a ich séitanim rovnicu tej istej roviny v tsekovom tvare
he + ky + 1z =1

Zvolme Millerove indexy nasej roviny tak, aby to boli celé &isla bez spoloéného deli-
tela. Potom — podla prislusnej vety z tedrie ¢isiel — jestvuja také celé ¢isla z, v, z,
ktord predchddzajicej rovnici vyhovuju. To v3ak znamend, ze rovina, ktord pretina
krystalografické osi vo vzdialenostiach e, /h, e,/k, e;/l, ak k, k, I st Millerove indexy zvolené
ako celé ¢isla bez spoloéného delitela, je mriezkovad.

Dokézeme o nej, ze je to mriezkovd rovina najblizsia k zaciatku krystalografického
osového kriza. Aby sme to dokdzali, predpokladajme, Ze mriezkovéd rovina najblizsia
zaciatku zvolenej osnovy vytina na osiach Useky e,/h’, e,/k’, e,|l, takze

pri¢om p je celé ¢islo, pretoze medzirovinnd vzdialenost je konStantna. Z tychto vztahov
vyplyva k' = ph, k’ = pk, I’ = pl. Rovnica roviny s tymito tsekmi v usekovom tvare je:

phe -+ pky + plz =1
1 . . . . .
alebo he + ky + Iz = %" Této rovnica nemdze vsak byt rovnicou mriezkovej roviny,

lebo nie je splnend nijakou trojicou celych éisiel z, v, .

Rovina s usekmi e, /h, e,/k, e/l je teda mriezkovd rovina osnovy najblizsia k zadiatku.
Jej vzdialenost je hladand medzirovinnd vzdialenost d. Ndjdeme ju takto:

Nech n je jednotkovy vektor kolmy na rovinu (k, k, I) a orientovany od zadiatku
suradnicového systému. Medzirovinnua vzdialenost mozno potom vypoéitat podla ktorého-
kolvek z tychto troch vzorcov

(lzri.er. (l:—n—.ez, al:—i'—.e3

k l
ktoré s rovnocenné s rovnicami
hd =n.e., kd=n.e,, ld=n.e,
Vynésobme ich postupne vektormi e, e}, e}, k vektorom e, , e,, e, reciprokymi a séitajme.
Dostaneme:
hdet + kde} + lde% = n(e,et + e,ef + eef) = n
lebo trojclen v zatvorke je tenzor identity. Vektor

- = hel + ke + le (6)

r¥ —

sa nazyva reciproky mrieZkovy vektor. Jeho absolitna hodnota — ako vidime — rovné sa
reciprokej hodnote medzirovinnej vzdialenosti osnovy navzajom rovnobeznych mriezko-
vveh rovin.
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Pozndmka. Vektory reciproké k trojici nekomplandrnych vektorov e,, e,, e, st defi-
nované vzorcami

* e, Xeg * e; X e

e, X e,
e = ———=, e S Sl
[ejeqe5] [e;e5e;5]

[eeney]

*
€3 =— -~

&

Priklad 2. Vypod&itame medzirovinné vzdialenosti sustav mrieZkovych rovin danych
Millerovymi indexmi (0, 0, 1), (0, 1, 1) a (1, 1, 1) kubickej mriezky s mriezkovou kon-
Stantou a, ktorej zdkladnd bunka nie je centrovand. V tomto pripade zékladné vektory
mozeme napisat v tvare ai, aj, ak, takze vektory k nim reciproké su i/a, j/a, k /a. Reci-
proky mriezkovy vektor je:

o B e &
Pt =" T —a—‘l = e k'

a

jeho absolutna hodnota teda je:
= JETETE

a medzirovinng vzdialenost
a

d=_—:_:;__“
Vh2+k2+[2

Podla tohto vzorca medzirovinnd vzdialenost sustavy (0, 0, 1) je d; = a, sistavy (0, 1, 1)
d, = a/}/2 a sustavy (1, 1, 1) d; = a/}/3.

Vzorec (6), ktory vyjadruje medzirovinni vzdialenost osnovy mriezkovych rovin,
sme odvodili za predpokladu, Ze zdkladnd bunka mriezky je totozné s jej primitivnou
bunkou. Z jeho odvodenia je vSak zrejmé, Ze ho mozno pouzit aj vtedy, ked to tak nie je.
V tychto pripadoch treba len za suradnicovy systém zvolit systém uréeny nie zdakladnymi
vektormi, ale primitivnymi vektormi, teda hranami primitivnych buniek, ktoré sme
v predchddzajicom ¢ldnku aj rovnako oznacovali.

Pri odvodzovani vzorca (6) sme pouZili tuto vetu z tedrie Cisiel:

Ked celé &isla h, k, I okrem 1 nemaja spoloéného delitela, jestvuja celé &isla z, y, 2
vyhovujuce rovnici h + yk + 2l = 1. Pre uplnost tohto ¢lanku pripojujeme aj jej dokaz.

Mnozina celych ¢&isiel sa nazyva vzhladom na stitanie a od¢itanie uzavretou, ked kazdy
st¢et aj rozdiel ¢isiel mnoziny je tiez prvkom mnoziny. Takouto mmnozinou je napr.
mnozina ¢&isiel ..., —9, —6, —3, 0, 3, 6, 9, 12, .... Je nepochybné, Ze v mnozine celych
¢isiel v tom zmysle uzavretej, ktord obsahuje aspon jedno celé ¢islo nerovnajice sa nule,
jestvuje kladné é&islo, ktoré je v nej najmensie. Presvedéime sa, Ze toto najmensie kladné
¢islo a; je delitelom v8etkych ¢isiel mnoziny, aki mame na mysli.

Dékaz. Predstavme si, ze sme vSetky ¢isla mnoziny zostavili do radu podla ich stupa-
jucej velkosti. Rozdiel @, ,; — a, dvoch susednych ¢&isiel nemdéze byt mensi ako a,, lebo
by potom ¢islo @, nebolo najmensim kladnym éislom mnoziny. Tento rozdiel nemoéze
byt v8ak ani viési ako a,, lebo éisla a, 1, a @, by potom neboli susedné. Kazdy ¢len mnoziny
mozno teda napisat v tvare a, = na,, takze ¢islo a, je spoloénym delitelom vsetkych
éisiel mnoziny.

Majme teraz na mysli mnozinu celych &isiel tvaru sa + rb + pc, kde a, b, ¢ st pevne
zvolené celé ¢isla a s, r, p postupne vietky celé éisla. Dokdzeme najprv o nej, Ze je
vzhladom na séitanie a od¢itanie uzavretd.
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Dokaz: (s,@ + 1.b + pie) £ (850 + 1ob + poc) = (3, = 8) a + (1, == 7,) b + (p; + Ds) C.
Najmensie kladné &slo a, = aa + yb 4 zc mnoziny celych ésiel tvaru sa + rb + e
je teda delitelom vietkych ¢isiel mnoziny. DokdZeme o fiom. ze je stucasne najvicéim
spoloénym delitelom d¢isiel a, b, c.

Dékaz: Cisla a, b, ¢ su nepochybne prvkami mnoZiny celych &isiel tvaru sa 4 rb +
+pc, napr. a =1.a+ 0.b + 0.c, Teda vietky tri &isla a, b, ¢ su delitelné &islom
a, = za + yb + zc. Keby celé &isla a, b, ¢ mali aj spoloéného delitela d > a,, takize
by bolo d = ta,, t > 1, potom

1 1
T =g =7 (xa + yb + zc) = a2’ + yb’' + z¢/

1
kde a’, b, ¢/ st celé éisla. To viak nie je mozné, leboT je pravy zlomok. Najviési
spoloény delitel celych é&isiel a, b, ¢ je teda a, = za 4+ yb + zc, kde z, y, z st tak isto
celé é&isla.

Ked vSak najvicésim spoloénym delitelom &isiel %, k, I je &slo 1, je 1 = zh 4+ yk +
+ zl, %o sme cheeli dokdzat.

6.3. Typy krystalov. Vysledky ziskané podrobnym a velmi rozsiahlym
§tudiom Struktary roéznych krystalov pomocou I 6ntgenovho Ziarenia na jednej
strane a Stadiom konstiticie molekil chemickymi metédami na druhej strane
dokazuju, Ze sily, ktoré udrzuji stavebné elementy krystalov v ich pevnych
vzajomnych polohach, a sily chemickych vézieb, od ktorych zavisi tvar
a sudrznost molekil, maja rovnaky povod. S to sily pésobiace medzi atémami,
i6nmi a molekulami nasledkom ich vlastnej vnutornej stavby. Pre ttto priéinu,
aj ked sa este vidy zaoberame Struktirou krystélov, pripomenieme si najprv
niektoré poznatky vztahujlice sa na vizby atémov v molekulach.

Ako vieme aj zo studia zakladov chémie, atém moézeme povazovat za utvar
skladajuci sa z elektricky kladne nabitého jadra, okolo ktorého obiehaji po
roznych drahach elektiény nesice zdporny naboj. Elektrénov je v kazdom
atéme tolko, ze v dostato¢nej vzdialenosti od atému rusia silové poésobenie
atémového jadra nesticeho kladny naboj. Podobne molekulu mézeme pova-
zovaf za ttvar cbsahujtci vacsi poCet atémovych jadier, ktoré si obklopené
zékonite vytvorenym mrakom zakonite sa pohybujicich elektrénov.

Elektiény aj v osamotencm atéme cbiehaju ckolo atémového jadra po
nerovral ych dréhach. Ich tvar, rozmery a ulozenie v priestore sa od elektrénu
k elektrénu skokcm menia. Vyplyva to z tzv. kvantovijch podmienok, ktorymi
sa budeme zacberat az v prislusnej casti 2. dielu tejto ucebnice, venovane]j
atémovej fyzike. Tie elektrony atému, ktoré st od jeho jadra pomerne daleko,
st k nemu aj slabo pritahované. Je ich v kazdom atéme véacsinou len maélo.
Kedze c¢d nich zéavisi chemické mocenstvo (valencia) prvku, nazyvaju sa



