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kde v, a v, st rychlosti kvapaliny na strane vytoku a vtoku do kolena. Sila F
pozostava z reakcie potrubia R, ktora chceme urcit, a z vyslednice P celkovych
tlakov pgq, ktoré posobia v rezoch A,B, a A,B,, takze R = F— P. Podla
obr. 7.16 sila P mé absolitnu hodnotu P = 2pgq sin « a je so silou F nesthlasne
rovinobezna. Preto absolitna hodnota reakcie R je

R=F+4 P =gqsv|v,—v, |+ 2pysin o =
= 2qsv*sin o + 2pg sin o = 2q(sv* + p) sin «

Keby kvapalina neprudila, bola by tato reakcia R’ = 2pq sin o. Zvicsenie
reakcie kolena v désledku pridenia kvapaliny je teda 2¢sv? sin .

Priklad 2. Dolezitou tdlohou je aj uréenie sily F vodného lic¢a narazajtceho
napriklad kolmo na pevni rovinni stenu (obr. 7.17 ). Aplikovanim rovnice (2)
na priestor medzi koncom potrubia a stenou dostavame ihned, Ze reakcia steny
je:

R = —squv
takze absoltitna hodnota sily vodného laca je F = sqv?.

Keby sa stena pohybovala rychlostou u, prispievala by k integralu [ iv dS
¢lenom squu. Reakeia steny by v tom pripade bola R’ = —sguv(v — u) a abs.
hodnota sily vodného lac¢a len F' = squv(v — u). Jej vykon by bol:

N=F . .u=sqv—u).u=sqv—u)u
Z\T
du
t.j. v — 2u = 0, teda v = 2u, ¢ize ak rychlost steny sa rovna polovici rychlosti
vodného lida.

Tento vykon je najvédsi pri takej rychlosti steny u, pri ktorej je = 0,
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7.7. Vnitorné trenie. Doteraz sme sa zaoberali pohybom kvapalin ne-
stlaciteInych aj stladitelnych, no stile dokonale tekutych, v ktorych aj za
pohybu mézu jestvovat len normalové napétia, obycajne tlaky. Skutoéné kva-
paliny st vSak len nedokonale tekuté, ¢o je zapri¢inené tym, Ze sa pri zme-
nach vzajomnych poloh objemovych elementov kvapaliny musia premahat
urdité vniatorné, v kvapaline posobiace sily, ktoré sa volaju wndtorné trenie.
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Predstavme si kvapalinu pridiacu nad dnom Sirokého zlabu. Tesne pri dne
sa v ddsledku velkého trenia kvapaliny o dno kvapalina nepohybuje. S vy$kou
sa rychlost kvapaliny zvacsuje (obr. 7.18). Podla experimentalnej skisenosti
dve susedné vrstvy stykajice sa vo vyske y pdsobia na seba tangencialnym
napéatim, ktoré je tym vécsie, ¢im viac sa meni rychlost pridenia pri postupe
v smere na prudnice kolmom. Vrstva od dna vzdialenejsia Géinkuje na vrstvu
ku dnu blizsiu v smere pridenia tangencialnym napéatim s absoldtnou hodnotou

do
T=1 dy (1)

Aby sme nasli vektorové vyjadrenie obsahu vzorca (1), platné pre aké-
kolvek pridenie kvapaliny s vnitornym trenim, budeme uvaZovat takto:
Plosné sily vznikajtce v prudiacej kvapaline v ddsledku vnutorného trenia
maji svoju pri¢inu v nerovnakych rychlostiach jednotlivych é&iastodiek kva-
paliny. Napatia od vnitorného trenia mézu byt teda zavislé tiez len od relativ-
nych rychlosti jednotlivych &iasto¢iek kvapaliny. RozloZenie rychlosti pride-
nia kvapaliny v okoli uré¢itého jej bodu uréuje gradient vektora rychlosti v
v tomto bode, takZe dv = dr . grad v. Ak rozlozime tenzor grad v na syme-
tricki a antisymetricka dast, bude:

1

dv =dr. Vv:dr.%(Vv—{—vV)+dr.7(VV-—vV)=

:—flz——dr.(Vv—}—vV)—{—%(rotv) X dr:é—dr.(Vv+vV)+der

ked sme pre upravu druhého ¢lena pouzili z vektorovej algebry zndmu iden-
titua . (bc— cb) = (bXc)Xa.

Druhy é&len @ X dr v naSom vyjadreni diferencialu rychlosti predstavuje ta
jeho casf, ktord zodpovedd otddaniu kvapaliny v okoli jej zvoleného bodu

ako celku uhlovou rychlostou w = % rotv. Pri takomto pohybe sa vSak jed-

notlivé ¢iastotky kvapaliny po sebe navzajom neposunujud, takze sily vnutor-
ného trenia v kvapaline nevznikaji. Z uvedeného je zrejmé, ze sily vnutor-
ného trenia budd funkciou len tej dasti derivacie vektora rychlosti v danom
smere, ktora je v naSom vyjadreni uréend symetrickou ¢astou tenzora grad v.
V zmysle vzorca (1) pre napétie v, ktoré jestvuje v kvapaline v doésledku
vnutorného trenia, méZzeme preto pisat

v=mnn.(Vv 4 vV) (2)

kde n je jednotkovy vektor kolmy na plésku, na ktori zo strany jej orientacie
v dosledku vnitorného trenia pésobi napétie v.
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Konstanta imernosti 9 vo vzorcoch (1) a (2) sa nazyva (dynamickij) koeficient
vnadtorného tremia (viskozity). Jeho rozmer je [n] = g/cms. Reciprokd hodnota

dynamického koeficientu viskozity je fluidita &ize tekutost kvapaliny, ¢ = %—

Pouziva sa aj tzv. kinematicky koeficient viskozity, u = n/s, kde s je merna
hmotnost kvapaliny.
Este stale pouzivanymi jednotkami dynamickej a kinematickej viskozity
sa poise a stok
poise = gfems, 1 stok = cm?[s

Priklady koeficientov viskozity podava tabulka 7.2.

Tabulka 7.2
Koeficienty viskozity pri 18 °C

Kvapalina 7 [g/cms] Kvapalina i 7 [g/cms] i

f |
Eter 0,0026 Ortut 3 0,0159 {
Benzén 0,0067 Terp. olej i 0,019 ’

Voda 0,0105 Anilin [ 0,046

Alkohol 0,0122 | Glycerol l 10,7 |

i |

S rasticou teplotou sa koeficienty viskozity rychle zmens$ujd, napr. koe-
ficient viskozity vody pri 0 °C je 0,0179 poise, no pri 100 °C uz len 0,0028 poise.

Pomerne velké trenie na ,,suchom* styku dvoch pevnych telies mozno nahradit pod-
statne mens$im vnutornym trenim mastiva. Keby napriklad vrstva oleja medzi ¢apom
a loziskom mala vsade rovnaka hrabku d, pri obvodovej rychlosti » by vnitornym tre-

nim vznikalo tangencidlne napitie T =7 % po celom obvode éapu. Ak polomer ¢apu je r
a jeho dizka I, vnatornym trenim vznikla by v lozisku dvojica sil s momentom

2nrilvn

= 2nrir.r =
D=2nrlx.r 5

Tento Petrovov vzorec predpokladd, ze ¢ap nepdsobi tlakom na lozisko, a vyhovuje pri-
blizne len v pripadoch malého tlaku éapu a velmi rychleho otddania. V takychto pripa-
doch sa odporuca pouzivat na mastenie olej s malym koeficientom viskozity. Tlakom
:‘,apu na lozisko sa v8ak cely jav meni. Za pokoja spoéiva éap dolnou povrchovou priamkou
na lozisku a tam pri roztddani vznik4 skoro len trenie za sucha, ktoré je pomerne velké.
Pri otddani dapu sa privédza olej adhéziou aj do predoslého stykového miesta. Coskoro
nastane rovnovézny stav, pri ktorom je vSade medzi ¢apom a loziskom vrstva oleja,
avSak nerovnakej hrubky; miesto najtenSej vrstvy je o nie¢o posunuté od spodného
bodu v smere otééania dapu. Cim viskéznejsi je olej a ¢im vidsia je rychlost otéddania,
tym rovnomernejsia je vrstva oleja medzi ¢apom a loziskom a tym viac sa teda priblizuje
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skuto¢ny stav k stavu idedlnemu (s vrstvou oleja vSade rovnakou). Zvysenie tlaku éapu,
naopak, podporuje nerovnomernost vrstvy oleja. Aby bolo trenie ¢o najmensie, treba
pri velkom tlaku ¢apu a malej rychlosti otdcania pouzivat olej s véd¢Sou viskozitou,
a naopak, pri malom tlaku a velkej rychiosti — olej s malou viskozitou.

Pri odvodzovani Eulerovej rovnice sme predpokladali, Ze ide o kvapalinu
dokonale tekutd, teda bez vnttorného trenia. Pre skutoéné kvapaliny, ak
ich vnutorné trenie nemozno zanedbat, Eulerovu rovnicu treba preto pri-
sluSne upravit. Pri odvodzovani Kulerovej rovnice sme predpokladali, ze

plosnou silou Géinkujicou na vybrani éast kvapaliny je len sila F, = — f pdS§,
kde p je tlak v kvapaline. Pri kvapalinach, v ktorych za pohybu udéinkuje
vnuitorné trenie, treba k ploSnej sile F, pridat este plosnu silu (pozri vzorec 2).

ré=9§vdszn¢'ds.(Vv+vV)=an.(Vv+vV)dr=
g f (4v + grad div v) de

alebo. ak kvapalina je nestlaéitelnd, takze div v = 0,

B— f (av) dr
kde v je napitie vytvarané vnitornym trenim a drv diferencial objemu. Rov-
nica (1) je potom

1 7 i
g— S—gradp + ?Av_ a

a namiesto rovnice Eulerovej dostdvame rovnicu
ov
ot

ktora sa vola rovnica Navier—=Stokesova.

Ako priklad na pouzitie Navier—Stokesovej rovnice vy-
@ poéitame objem viskéznej kvapaliny, ktord pretedie cez
N

1
-i—v.gradv:—gradV———;gradp—:——Z—Av (3)

viskozity kvapaliny # (obr. 7.19).

V nasom pripade lava strana rovnice (7.3.3)sa rovna nule,
lebo — podla rovnice (7.3.4) na str. 248 — dvojélen
ov

- + v.grad v zna¢i zrychlenie uréitého elementu kvapa-

\]_/ liny, ktoré za ustdleného vytoku kvapaliny cez tzku rirku

| sa vSade v rdrke rovn4 nule. Pre dalSie spracovanie takto
17 zjednodusenej rovnice (3), t. j. rovnice

[ zvisld tdzku rarku dizky ! za &as ¢t a za pretlaku dp na
koncoch rarky, ak vnutorny polomer rurky je R a koeficient
i

Obr. 7.19 sgrad V 4 grad p = ndv (4)
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o8 Z valcovej sustavy saradnic stotoznime so zvislou a dolu orientovanou
osou rarky. Rovnica (4) potom znie:

ap . op 8p
— Myt iy S PR U0 = 5
sqg k p i 3y j P k = n(4v) k (5)
J op 40_1’ = 0, ¢o znamend, Ze v tom istom vodorovnom

o0x oy
priereze rarky je tlak p v8ade rovnaky. Rovnicu (5) méZeme teraz uz nahradif
jedinou skaldarnou rovnicou,

. dp 1 d ( dv
I Auir "k a7y ’W)
kedze, ak r je vektor na os rurky kolmy,
Av =V .Vo=V. (d” k ) = Viili).r+iflﬁ-divr:
r dr r dr

1 d*» 1 dv r.r+27d_v__d21 1 dv 1 d dv |

drz 2 r rodr drr Uy dr 7 odr )
Polozme C = — sg 4 o i SR sq _Al_p . Predchadzajica rovnica bude

“““ = "dr

potom
Ld ) _C
r dr ( dr | g
alebo

Cr?

47
V tomto vysledku integraéna konstanta A sa musi rovnat nule, lebo indé
by rychlost » v strede rirky bola nekone¢ni. Ostdvajicu integraéni kon-
Stantu B uréime z podmienky, Ze tesne pri vnutornej stene rirky (r = R)

+~Alnr + B

" CR? &
musi byt » = 0. Vychddza: B = — § o, takze
_C(r*—RYy Ap\ R*—r?
D S et L e o iy ®
alebo, ak obyc¢ajne pomerne maly prvy ¢len v zatvorke zanedbavame:
Ap R2 — 2 [
et (7)

l 4n



260 7. Hydromechanika a aeromechanika

Vzorcom (6) dana zavislost rychlosti ¢iastodiek kvapaliny od ich vzdialenosti
od osi je zndzornena na obr. 7.20.

Podla vysledku (7) cez medzikruZzie s polomerom 7 a so §irkou dr za das ¢
pretecie tekutina s objemom

dV = 2nrdr. vt = 27:7 L. 8 (B> —r2) tr dr
a cez cely prierez trubice teda s objemom
R
ST, Y 77 RO O, T Y 17 i oty . . &
o= e t(R2r r)dr__217 7 tl 3 "1 Mol lRt (8)

Vzorce (8) odvodil r. 1846 franctzsky fyzik Poiseuille. Vzorec (6) sme
odvodili pomocou vektorovej diferencidlnej rovnice Navier— Stokesovej (3)
len preto, aby sme na tomto jednoduchom priklade znazornili jej vyznam.
Vzorec (6) a tym aj vzorec (8) mozno vsak odvodif aj pomocou jednoduche;j
elementarnej uvahy.

Vo vnitri vytokovej trubice si predstavme valec s trubicou stosovy, kto-
rého polomer r < R a dizka je 4l (obr. 7.21). Pretoze pri ustdlenom vytekani
kvapaliny sa rychlost uréitého elementu kvapaliny
vo vytokovej trubici s ¢asom nemeni, znamena to, Ze
pretlak Ap (zvacéSseny pripadne o tiaz kvapaliny

{ l ! 1

Obr. 7.20 Obr. 7.21

vo valci) Gi¢inkujici na zédkladiiu valca s obsahom =r? je v rovnovahe s vnitor-
nym trenim na plasti valca, ktorého povreh je 2xr. 41. Je preto spravna rovnica

. Ap ol = 2yl v = 2wl m



z ktorej dpravou a integraciou vyplyva:

ap _ 2 dv
9g+7l—_ r dr
o 1 Ap
d'v—’_—277—(sg+—2—l—)’rdr
- 1 Ap\ r?
”__’zn'(89+7) g T %

kde v, je rychlost v osi vytokovej trubice. Najdeme ju z podmienky, Ze pre

r=R jev=0,
. 1 Ap R2
% = o (sg+ Al) 2

Rychlost v v zhode so vzorcom (6) je teda

- IP\ (R — 2
o= (s + 20) @)

Fyzikdlny obsah vysledku (8) méZeme vyjadrit aj inaé, a to pomocou prie-
mernej rychlosti vytoku v, uréenej vztahom V = v, =R%. Ked takto vyjadreny
objem ¥V dosadime do rovnice (8), dostaneme rovnicu

y 2t _T:_ /Ip 4

v,nR% = S 1 Rt
podla ktorej sila pretlac¢ajica kvapalinu cez tzku rirku, ak index ,,p* v ozna-
¢eni priemernej rychlosti uz vynechame, je:

F = nR2Ap = 8nnlv 9)

a rovna sa sile odporu rirky proti tomuto pohybu.
Ked naopak nejaké tuhé teleso sa pohybuje rovnomerne vo velkom mnozstve
kvapaliny, tato kladie odpor v nej sa pohybujicemu tuhému telesu. Ked

sa v kvapaline alebo aj v plyne pohybuje gula s priemerom r rychlostou v,
podla prisludného vypoétu, ktory ako prvy vykonal Stokes?), tento odpor je:

F = 6myre (10)

K veci sa eSte vratime v ¢l. 7.17.

1) Sir Georg Gabriel Stokes (1819 —1903), anglicky matematik a fyzik, profesor
na univerzite v Cambridge, neskér prezident Royal Society.
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Pri pocitani vytoku viskéznej kvapaliny cez tzku trubi¢ku sme predpokla-
dali, Ze prudnice su priamky rovnobezné s osou vytokovej rurky. Takéto
prudenie kvapaliny sa vola prudenie lamindrne. Za tohto predpokladu sme
dostali vysledok (6), pedla ktorého posobenim vnutorného trenia sa absolitna
hednota vytokovej rychlosti ¢ od stredu trubi¢ky k jej stenam zmensuje podla
parabolického zakona. Utvorenim rotacie vektora vytokovej rychlosti v,
uréeného napriklad vzorcom (7), méZeme sa presveddit, Ze lamindrne pridenie
kvapaliny je virové. Vychadza skutodne

rotv = VX 44—112; (R?— 1) k= VXAR?—1r*) k = —AVXrik =

= —A(grad )X k = —A2rX k = 24kX r = 21772;— kxr #£0

priéom k je jednotkovy vektor rovnobezny s osou trubi¢ky.

Virovy charakter laminarneho prudenia je pri¢inou, Ze sa laminarne pru-
denie pri védcsich rychlostiach neudrzi, a Ze sa zmeni na prudenie {urbuleniné,
pri ktorcm pridnice nie st uz priamky, lez krivky, ktoré sa s dasom rychle
a nepravidelne menia.

Premenu laminarneho prdidenia na pridenie turbulentné mozno dobre po-
zorovat, ked sa do SirSej sklenej trubice vpusta tenké vldkno sfarbenej kva-

paliny. Pri laminadrnom priadeni

RERPE vidime vo vytokovej trubici tenk,
‘ = s osou trubice rovnobeind fa-
s rebnt nitku. Ked sa vS8ak lami-

P Eak -—— -——  narne prudenie premeni na turbu-
lentné, farebné vlakno sa velmi
rychle strdca v susednej kva-
paline.
Obr. 7.22 Hoci sa za turbulentného pru-
denia rychlost jednotlivych &astic
kvapaliny nepravidelne meni, predsa mozno urcif isté priemerné rozloZenie
rychlosti po priereze vytokovej rurky (obr. 7.22). Na stene rurky je kvapalina
v pokoji. V tenkej vrstve pri stene sa rychlost zna¢ne meni (priblizne imerne
so vzdialenosfou od steny), a uz v malej vzdialenosti od steny je skoro taka
velka ako v osi rarky.

Premenou lamindrneho pridenia kvapalin v potrubiach na pradenie turbu-
lentné sa, ako prvy, podrobne zaoberal Reynolds. Podla Reynoldsa podmien-
kou vzniku turbulentného pradenia v potrubi je, aby bezrozmerna veli¢ina,
tzv. Reynoldsovo Eislo
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g v
n "

R (11)

(kde d je priemer potrubia s kruhovym prierezom, » stredna rychlost prudenia
a p kinematicky koeficient viskozity, [x#] = em?/s) bolo vadésie ako asi 2 400.

Podla toho kriticka rychlost uréitej kvapaliny v danom potrubi, pri ktorej sa
prudenie laminarne menf na pridenie turbulentné, je:

Pre vodu (u = 0,01 ecm?/s) v potrubi s vnatornym priemerom napriklad d =
= 2 cm vychadza: v, = 12 em/s. Z toho prikladu je zrejmé, Ze v technicky
dolezitych pripadoch pradenie kvapalin v potrubiach je turbulentné.

K vyrazu (11), ktory vyjadruje Reynoldsovo ¢islo, mézeme dospiet takto: Majme

na mysli ustdlené prudenie kvapaliny vo vodorovnom potrubi s kruhovym prierezom
viade rovnako velkym. Keby kvapalina bola idedlna, podla Bernoulliho rovnice tlak

AT ¢

‘w“\‘iu[

- ‘i,* U =

Obr. 7.23

v kvapaline by v kazdom priereze potrubia bol rovnaky. Pri prideni skutoénych kva-
palin vzniké v8ak vnutorné trenie, ktoré vyzaduje, aby v potrubi bol uréity spad tlaku.
dp
dz
potrubia d a od vlastnosti kvapaliny a jej pohybu. Z hladiska dynamického prakticky
nestlacitelnd kvapalina je Uplne urfend svojou mernou hmotnostou s a koeficientom
viskozity 7 alebo, ak chceme, kinematickym koeficientom viskozity x. O pohybe kvapaliny
v potrubi mézeme predpokladat, ze v prvom priblizeni je dostato¢ne uréeny priemernou
rychlostou prudenia v, definovanou podielom objemu ¥ kvapaliny pretekajucej potrubim

(obr. 7.23), a moézeme si polozit otdzku, ako zdvisi tento spad od priemeru

W= —

za jednotku ¢asu a prierezu potrubia ¢, =—q—. Podla toho treba teda najst zdvislost

o = @(d, 8, u, v). Z Bernoulliho rovnice vSak vyplyva, ze kinetickd energia objemove;]

? 1 x P
jednotky kvapaliny -~ sv* mé rozmer tlaku, podiel % teda rozmer tlakového spéadu.
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Preto. ak napiSeme
sv? o(d, s, u, v) sv?
B wtpd  za s

w =

funkeia f(d, s, u, v) bude veli¢inou bezrozmernou, takze jej ¢iselng hodnota nebude zévisief
od volby ststavy jednotiek. Ak budeme o nej predpokladat, Ze mé tvar stiéinu mocnin
premennych d, s, u, v a bezrozmernej ¢iselnej konStanty 4, moézeme napisat dimenzio-

nélnu rovnicu
[d]® [s) [u] [v]* =1
alebo
cm?(gem—2%)¥ (em?s~1)? (ems—1)¥ = 1
t. j. rovnicu

gy cem? -3y +22+u g—z-u — ]

podla ktorej musi byt y = 0,2 — 3y + 22 +u =0, —z —u = 0. tedax = —2,y = 0,
u = —z. Podla tychto vysledkov funkecia f(d, s, u, v) mé tvar f(d. s. u, v) = A4 (—1%—) =
— AR = I(R), kde R = % je Reynoldsovo &islo, takze

sv? vd
adkoate > 2 (—u)

L

7.8. Povrchové napiitie kvapalin. Z tvarovej nestdlosti kvapalin vyplyva,
Ze na rozdiel od ldtok pevnych molekuly kvapalin nemaji uréitd vzéjomnia
polohu. Na druhej strane mald stladitelnost a v porovnani s plynmi velkd
hustota kvapalin dokazuju, %e stredné hodnoty vzdjomnych vzdialenosti mo-
lekidl v kvapalinach st napriek tomu malé, takZe pritazlivé sily, ktoré medzi
nimi poésobia, tzv. kohézne sily, st velké. Tieto prifazlivé sily spolu s neurdi-
tostou vzdjomnej polohy molekdl kvapaliny zapri¢ifiujG, Ze najmi malé
mnozstva kvapaliny, ked to na kvapalinu stdasne Géinkujice vonkajsie sily
dovolujt, dostdvaju gulovy tvar (kvapdéky hmly, kvapddky emulzii olejov
vo vode, kvapocky ortuti na vodorovnej, napriklad sklenej doske a pod.), lebo
gula je teleso, v ktorom je pri danom objeme strednd hodnota vzajomnej
vzdialenosti vZdy dvoch a dvoch bodov najmensia. No gula je stidasne aj
teleso, ktoré pri danom objeme ma najmensi povrch. MozZeme preto povedat
aj toto: Vplyvom kohéznych sil sa kvapalina usiluje dostat tvar telesa s po-
vrchom podla mozZnosti ¢o najmensim.

Kvapaliny sa teda spravaju tak, ako keby ich povrchovou vrstvou bola
velmi tenkd a napétéd blana, usilujica sa povrch kvapaliny zmensit, a po-
vrchovym napitim (kapildrnou konstantou) sa nazyva sila uinkujica v tejto
vrstve na diZkovi jednothu.



