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merne zna¢ny vplyv na povrchové napiitie aj pri malych koncentricidch je umozneny
tym, Ze sa hromadia v povrchovej vrstve, kde podsobia proti vzdjomnej pritazlivosti
molekul vody.

7.9. Laplaceova rovnica. Predstavme si, zZe sme na konci sklenej rirky
vyfikli mydlova bublinu s polomerom R (obr. 7.26). Pretoze sa kvapalinova
blana poésobenim povrchového napitia usi-
luje svoj povrch zmensit, za rovnovahy je
tlak p vo vnutri bubliny vacsi nez tlak p, na
vonkaj$ej strane. Rozdiel obidvoch tlakov
vyplyva zo zadkona o zachovani energie.

Ak v zariadeni podla obr. 7.26 prierez valca
je ¢, za rovnovahy sila uéinkujica na piest
musi byt F = (p — p,) q. Posunutim piesta
o dizku ds sa vykona prica dL = Fds =
= (p—po) gds = (p — p,) dV. pricom dV Obr. 7.26
je sudasné zvidSenie objemu bubliny. Po-
dla zikona o zachovani energic praca dL = (p-—p,) dV sa rovna
zvidSeniu povrchovej energie blany 2¢ dS. Teda

(p—po) dV = 20 dS

alebo

ds 8tR dR 40

Ly, -

PPy =20 izRFAR T R

Podla tohto vysledku tlak p = py+ % je vac¢si v bubline s mensim polo-

merom. Dokazuje to aj tento pokus: Ked na koncoch rozvetvenej rirky
pomocu tej istej kvapaliny vytvorime dve
bubliny s rozliénymi polomermi, po posta-
veni kohita do polohy podla obr. 7.27 men-
8ia bublina nafukuje vaésiu.

Vzorec (1) je len zvlastnym pripadom
Laplaceovej rovmice, ktora vyjadruje rozdiel
tlakov po obidvoch stranach povrechu Iubo-
volného tvaru.

V rozhrani oddelujicom dve rozne kva-
paliny, alebo kvapalinu a_plyn, predstavme
si ¢laru v sebe uzavretu (obr. 7.28). Na
povrchovia vrstvu vnutri tejto diary Géin-
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dF, kuju jednak tlaky p a p, po obidvoch
stranach povrchu, jednak povrchové na-
pitie pozdlz hrani¢nej &iary. Tieto sily,
ak plosny vektor dS orientujeme na tu
stranu povrchu, kde téinkuje tlak p,, sd:

Obr. 7.28 F,= [(p—p,)dS, F,= ﬁ o ds

a ich sdidet sa za rovnovahy rovnd nule.
Nech je T tangencialny jednotkovy vektor so zvolenym ohrani¢enim po-
vrchu rovnobeZny a n normalovy jednotkovy vektor s ploSnym vektorom d §

sihlasne orientovany. Potom 6 = o(T X n), takZe sila F, je aj F;= ¢ § (ds X n).

Za utelom upravy ziskaného vyjadrenia sily F, pomocou Stokesovej vety
kazdému bodu normaly k rozhraniu priradime jednotkovy vektor n s jej

orientaciou sthlasne rovnobeiny. Dostdvame potom: F, = o ¢ (dsXn) =
=0 § (dsxn).l=¢ §&. (nXI)=0 [dS.[VX(nXD)]= 0 [dS. [n(V.])—
— (V.n)l] = —¢ [ (div n) dS, kedZe prvy z poslednych dvoch integralov sa
rovnd nule, lebo dS . (nV) . J = dS . nV = dSn . (nV) = dSn . (%, + Z—Zj +

+ %—Z k) a ak os Z zvolime rovnobeZne s vektorom n, bude 8: = 0 a vektory
%:— a g—; buda kolmé na vektor n. Z rovnice F, 4+ F, = 0, t. j. z rovnice

/ (p—po)dS — o [ (divn)dS =0

platnej pre Iubovolné ohranidenie ¢asti povrechu kvapaliny, vyplyva: p — py =
= o(V.n).

Na vypoditanie divn zvolme bod povrchu kvapaliny za zaéiatok strad-
nicového systému osi X, Y a Z, a os Z zvolme rovnobezne s normalou k po-
vrchu. Osi X a Y budd potom v rovine tangencidlnej. Jednotkovy vektor n
mozeme pisat takto: n = icos o 4 jcos B+ kcosy. Je potom div n =

_ dcosa dcos f8 dcosy 5 o ; op ; oy

e + oy - B, e e s dy RO . £

= %;-‘— —g—yﬂ , lebo v désledku vhodnej volby stradnicového systému

v jeho zadiatku je o« = 8 = _72i a y = 0. Treba eSte urtit parcidlne derivacie
Oc op

Ay e

Rovina XZ pretina povrch kvapaliny v uréditej krivke, ktorej polomer kri-



7.9. Laplaceova rovnica 269

vosti nech jo R,. Podla obr. 7.29 je

. doe 1 N y
zZrejme d = R,, teda — v - " I 5 /l",_, X
Podobnym spésobom by sme dostali, o B / S N
7 " L
7e — 98 o . , ak R, je polomer kri- I \\
a Rz |(loc :
vosti krivky, v ktorej povrch kva- | /
paliny pretina rovina YZ. Podla 1/
tohto visledkov jo div n = -+ -
R, R, Obr. 7.29
§ - o (L i g 2
p—r0=0 (g + ) i

kde R, a R, st polomery krivosti dvoch normalovych rezov povrchu kvapaliny
na seba kolmych, poéitané kladne na stranu, kde tlak je p.

Z diferencialnej geometrie ploch je v8ak zndme, Ze sucet krivosti dvoch
na seba kolmych rezov plochy je v danom bode plochy konstantny a Ze sa teda
rovnd siétu maximalnej a minimalnej normalovej krivosti plochy v tomto bode.
Ak prislusné polomery tychto tzv. hlavnych krivosti si R a R’, rovnica (2)
je aj

p—p=7 (% + ) 3)
Rovnica (3) sa vola Laplaceova.

V pripade mydlovej bubliny obidva hlavné polomery krivosti si rovnaké

a rovnaji sa polomeru bubliny R. Preto — ak je na vonkajSej strane bubliny

tlak p, — podla rovnice (3) v bode B (obr. 7.30) je tlak p' = p, + _2%,

+4
a teda v bode C p = p—i——IT—pow'— I:’

ako ho uréuje aj vzorec (1).

Obr. 7.30 Obr. 7.:
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Ked kvapalinova blana neohrani¢uje urdity priestor. ale je len vypnutéa
1 1
v nejakom ramecku, vtedy p — p, = 0, a preto aj = + 7 = 0. Tdato

podmienku spliiuje zrejme rovinna blana. Ked vsak ramdéek nelezi v jednej
rovine, takZe je napriklad R > 0, potom je nutne R’ < 0; inymi slovami:
stredy hlavnijch normdlovych krivosti v raméeku vypnutej blany leZia po jej
obidvoch strandch. Blana ma teda v takomto pripade vidy sedlovity tvar
(obr. 7.31).

7.10. Styk povrehu kvapaliny s pevnou stenou. Predstavme si najprv, ze
sme na vodorovnu hladinu vody dali kvapéku parafinového oleja. Parafinovy
olej nerozprestrie sa po celej vodnej hladine, ale po nadobudnuti SoSovkovitého
tvaru ostane sustredeny na jednom mieste (obr. 7.32). V kruznici, ktord

potom oddeluje povrch vody od oleja,

§ & stykaja sa ’.cri rozhrania : rozhranie

= vzduchu a oleja s povrchovym napétim

015, rozhranie vzduchu a vody s povrcho-
~ vym napéitim o5 a-rozhranie oleja a vody
s ik —— __ ——— s povrchovym napdtim o,;. Pdsobenim
Obr. 7.32 tychto povrchovych napiti kvapdcka

oleja sa roztiahne na vodnej hladine

prave len natolko, aby sily tédinkujice na dizkovy element ds kruZnice,
ktoréd kvapdéku ohraniduje, boli vo vzajomnej rovnovahe, ¢ize aby sa ich studet

|

Il

:

ako stucet vektorov rovnal nule. Za rovnovahy je teda (6,, + 6,3 + 653)ds = 0,
alebo ¢y, + 013 + 023 = 0, ¢o je, prirodzene, mozné, len ak povrchové napitia
spliiuji nerovnost ;5 + 053 > 043, ako je to napriklad prave pri parafinovom



