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pohybu. Diferencialna rovnica struny
(1) priptasta vsak taky pohyb jej
hmotnych elementov, ktory mozno
povazovat za stojaté vlnenie struny
— za jej chvenie. Podmienkou je
zrejme, aby sa dizka struny rov-
nala celistvému nasobku vzdialenosti
dvoch susednych uzlov v stojatom

vlneni, ¢ize aby bolo Il =% — , alebo

2

s 2 N 3
A = ——, pretoze konce struny mézu

k
byt len uzlami (obr. 8.13).Z rovnice

%:A:M‘:Tl/z

S

vyplyva, Ze frekvencia chvenia
struny moéze byt len

1 k1/F
Obr. 8.12 =TT 2_ZVT (3)

kde k¥ =1, 2, 3, .... Frekvencia, ktord udava vzorec (3) pre k =1,
nazyva sa zdkladnouw frekvenciou chvenia struny; frekvencie ostatné —
— vy$§imi harmonickymi frekvenciams.

Okolnost, Ze rovnica (1) je v u homogénna a prvého stupna, pripista aj taky
pohyb struny, ktory mozno pokladat za superpoziciu chvenia struny so za-
kladnou frekvenciou a chveni s vys$imi harmonickymi frekvenciami.

8.4. PozdiZne chvenie pruznej tye upevnenej na jednom konei. Ty¢ valcovi-
tého alebo hranolovitého tvaru s dizkou I a s prierezom g nech je upevnena
na jednom svojom konci (‘obr. 8.13). Merna hmotnost tyCe nech je s.

Prieény rez tyde, ktory za rovnovahy v tyci

Y, bol vo vzdialenosti x od jej pevného zadiatku,
. // u w4 du za, §irenia sa pozdiineho rozruchu v tyéi (vy-
7 / IR volaného napriklad narazom kladiva na volné
7Y - - gelo tyde) nech méa pozdiznu vychylku vel-
é// & N kosti v = wu(z), rez vo vzdialenosti z + dx
L vychylku w + dw = u(z -+ dz). Relativne pre-

Obr. 8.13 dlzenie ty¢e medzi tymito rezmi je:
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we + do) —wlx) w0

£ = —— =

dz  dx K
kde ¢ je normalové napitie vyvolané v tyci jej pozdiznou deforméciou a E

. ou
modul pruznosti materialu tyce v tahu. Teda o = Ee =K e Na cast

tyée medzi jej prieénymi rezmi vo vzdialenosti z a # + dz ucinkuje preto sila

. . ou ou
AR = i(F, oy — ) = Hg(0p.0e — o) = IgH [ (_) - (55)] -

ox
L 0% 0%u
Podla Newtonovho zakona sily je stuéasne
d%u

Pri pozdiznych pohyboch prieénych rezov pruznej tyée je preto stéle

0%u 0%u
T sqgdx = qF de
alebo
0%u E d%u
B s o (1)

7 tohto vysledku pomocou tych istych dvah ako pri strune vyplyva, ze

1. v pruznej tyéi mdiu sa &irit pozdizne rozruchy rychlostou

P —

2

s

2. v pruznej tyéi dizky I, upevnenej na jednom T

konei, méze vzniknif pozdline chvenie s vlnovou 32,/4
dizkou 4 splitujicou podmienku |

I = (2k —1) % (3)

lebo volny koniec tyde na jednom konei upevnenej /W

moéze byt len kmitfiou a upevneny koniec tyde len T A N
uzlom (obr. 8.14.) Obr. 8.14
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Podla rovnice

41

5T = A= =T ’/—

S

frekvencie pozdlzneho chvenia ty¢e upevnenej na jednom konei mézu
byt teda len

T N et .1 (4)

kde £ = 1,2, 3, ...

Podobne ako chvenie struny, aj pozdi’ne chvenie pruznej tyte méze byt
superpoziciou chvenia so zakladnou frekvenciou (¢ = 1) a chveni s vy&$imi
harmonickymi frekvenciami. VSimnime si, Ze kym vo chveni struny moézu

byt zastipené vietky vyssie harmonické frekvencie, v pozdiznom chveni tyce

0 N
o ~»~-—0—9—Q—T—&—Q»T~f—~74
L " -J Jit-n_, | Uy “ Wnay
- s S | B
Obr. 8.15

upevnenej na jednom konei mézu byt zastipené iba neparne nasobky zakladnej
frekvencie. Keby vsak ty¢ bola upevnena na obidvoch koncoch, potom mozné
frekvencie jej pozdiineho chvenia by boli dané vzorcom podobnym vzorcu
8.3.3, ktory sme odvodili pre chvenie struny.

Prave tak ako deformacia pruznej tyce ohybom je jav zlozitejsi ako jej
deformécia prediZzenim, aj prie¢ne chvenie pruznej tyéde, pri ktorom dochédza
k jej ohybu, je zlozitejsi dej ako jej pozdizne chvenie. Pre tito pri¢inu budeme
sa prieénym chvenim pruznych ty¢i zaoberat az neskér — v akustike. Namiesto
toho pre ich zakladny vyznam v tedrii pevnych latok odvodime uz v tejto
stvislosti niekolko vztahov platnych pre pozdizne kmity hmotnych bodov,
tvoriacich sistavu navzajom spriahnutych linedrnych oscilatorov, znazornend
uz aj na obr. 8.4a.

Nech je takato ststava zloZend z N + 1 hmotnych bodov s rovnakou hmot-
nostou m, oéislovanych éislami 0, 1,2, ..., n—1,n,n + 1, ..., N (obr. 8.15).
Nulty a N-ty nech s nepohyblivé a ostatné nech sa mézu pohybovat len pozdiz
svojej spolo¢nej priamky. Ich rovnaka vzajomna vzdialenost za stavu pokoja
nech je a. Vychylka n-tého hmotného bodu za chvenia nech je u,. Za predpo-
kladu pruznych vzajomnych vizieb, spliiujticich Hookeov zakon, sila pdésobiaca
na n-ty hmotny bod je:
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/n = C(u,;’ (N u,x) - (‘"(un T un—l) oS (J(un—l - 2u’n 1 u/wﬁ*l) (5)

takZe vzhladom aj na silovy Newtonov zakon pre kazdy z N — 1 neupevne-
nych hmotnych bodov je splnena rovnica

d?u,
ETTR = O(un—'l - 27,6“ + u/; ‘*l) (6)
dt
v ktorej C je kon§tanta iimernosti. Dosadenim sa presvedéime o tom, Ze jej
vyhovuje riesenie

unzAsin[w(t———fn?—)——q)]—1—Asin[w(t—%——n7—)a’—)—1—q;] (7)
predstavujice dve navzajom proti sebe rychlostou » postupujtce harmonické
viny, lebo siaéin x = na vyjadruje vzdialenost n-tého hmotného bodu od
nultého. Rovnicu (7) méZeme napisat aj v tvare

: 2 :
u, = 24 sin wt cos (%}Tﬂ + @ ) = 24 sin wt cos (gna + @) (8)
. s s . i 2n 2r ,
ked sme zaviedli aj tzv. vlnovi veli¢inu q = = Ak volime ¢ =
£

s dostaneme:

u, = 24 sin ot sin (gna) 9)

%, = —2A? sin wt sin (qna) (10)

Dosadenim tychto funkeii do diferencialnej rovnice (6) dostaneme podmienku,
ktord musi byt splnend, ak funkcia (9) ma byt riesenim diferencidlnej rov-
nice (6). Vychadza:

—mo? sin gna = k [sin ¢(n — 1) @ — 2 sin gna + sin g(n + 1) a] =

= —2 sin (qna) [1 — cos (qa)] = —4k sin (¢gna) sin? (i:;)

]

alebo

qa |

2 1 (11)

/ C
w=2|/— sin -
m

Treba vsak este splnit aj zvolené okrajové podmienky. Volhou ¢ = — —

v rovnici (8) sme uz splnili prvi, podla ktorej pre n = 0 ma byt v kazdom
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tase u, = 0. Druha podmienka ziada, aby bolo u, = 0 aj pre » = N. Podla
rovnice (9) to vedie ku vztahu sin (¢Na) = 0. t. j. ¢Na = k= alebo
kr
g = 5 (12)

kde k je celé &islo. Dosadenim tohto vysledku do vztahu (11) dostaneme:

w =2 l/ -% | sin Jé—nﬁ ‘ (13a)
alebo S8l i
1 kx|
V:—Tt—] = 9111 2N! (13b)

Vzorce (13) vyjadruji mozné frekvencie pozdiineho kmitania hmotnych bodov
nasej jednorozmernej sustavy.

Treba si v8ak uvedomit, %e funkcia \ sin ;TT { ako funkecia celého ¢isla &
| I

je periodicka. Jej periédou je zrejme celé éislo p = 2N. KedZ%e okrem toho pre
argumenty k a (2N — k) ma tato funkcia rovnaké hodnoty, pre vypodet
moznych frekvencii staéi do vzorca (13) dosadzovat za k éisla 0 aZ N.

Volba k& = 0 neprichddza do tivahy, lebo v tom pripade -— podla vzorca (12)
a rovnice (9) — v kazdom dase a pre vSetky = je u, = 0. To vSak znamena,
Ze ststava hmotnych bodov je v pokoji. Pre tu istd pri¢inu neprichadza do
tvahy ani volba k = N. Mo#nych frekvencii pozdiZzneho kmitania hmotnych
bodov nasej stistavy N + 1 hmotnych bodov je teda len N — 1, prave tolko,
kolko je v nej pohyblivych hmotnych bodov. St uréené vzorcom

:‘"VC . L‘r (14)

v ktorom k je celé ¢islo vyhovujice nerovnostiam 0 < k << N, takZe vSetky
frekvencie si mensie ako »,, = — ]/ Q
7 m
Keby obidva konce pruznej tyée boli nehybné, zo vzorca (2) podobnou dva-
hou ako pri strune dostali by sme pre mo#né frekvencie jej pozdiZzneho chvenia

vzorec
k E -
V= V? K]

Porovname oba tieto vzorce. Podla posledného vzorca vzhladom na jeho odvo-
denie podet moznych frekvencii pozdiZzneho chvenia pruZnej ty¢e upevnenej
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na obidvoch koncoch je nekoneéne velky, zatial ¢o podla predposledného
vzorca v jednorozmernej ststave diskrétnych hmotnych bodov poéet moznych
frekvencii pozdiznych kmitov je len N — 1.

Kvéli dal§iemu zrovnaniu vzorcov (14) a (15) posledny z nich upravime

takto -
_k JE _ k V'?_ k ]/as'_‘ k ]/,{
”"21V§“ﬂ es 2l VesS 20 ) s

kde o je napitie v tydi, £ jej relativne predizenie, S jej prierez, f sila poésobiaca
v celom priereze a sS = s’ hmotnost pripadajtica na jednotku dizky tyée.
Keby sme podla tohto vzorca chceli poéitat mo¥né frekvencie pozdizneho
kmitania hmotnych bodov v ich jednorozmernej ststave, s ktorou sa zaobe-
rame, museli by sme napisat:

/ m Y Upry — Uy,
B s ey f=Cu,y —u,), £ = *Jrla—
takZe by sme dostali:
k 1/Ca? E 1/C
=95V m ~ v Vm 16
4 [ (16)

Vzorce (14) a vzorec (16) si vSak totozné len vtedy, ak je k <€ N, kedy

. E 1/C
=-‘/ 2Nié"1—vl/jn?

Ich stvis pre N = 6 znéazornujt
krivky na obr. 8.16. Porovnanie
vlastnosti pruZnej tyce spojite vy-
plnenej hmotou a sustavy hmot-
nych bodov s pruznymi vzajomnymi
véazbami dosf ndzorne ukazuje, Ze pred-
stavy o spojitom a nespojitom rozlo-
Zeni hmoty v telesich v extrémnych
pripadoch nevedu k rovnakym vysled-
kom. V naSom pripade nie su tieto
vysledky rovnaké, ak k£ =N, ¢o podla
qa

vzorca (12) znamend, Ze je — = 1
7

Obr. 8.16
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b)
2a T e T . . .3
alebo —— =1, teda A = 2a. Ak je vSak ¢&islo N velké, potom mnoho niz-

Sich frekvencii urdenych vzorcami (14) a (16) je prakticky totoZnych.

S.5. Chvenie vzduiného stipea vo valei uzavretom na jednom konei. Valec
dlzky 7 a s prierezom ¢, na jednom konci uzavrety a na druhom konei otvoreny,
nech obsahuje vzduch alebo akykolvek iny plyn, ktorého mernad hmotnost je s.

Vzduch vo valei méze byt v pozdiznom

l vlnivom pohybe vyvolanom napriklad pé-
= ; ;
= i sobenim dosky (membrany reproduktora
s g B ‘ zvuku), ktora je pred otvorenym koncom
J

valca (obr. 8.17 ). Molekuly vzduchu, ktoré

za stavu (makroskopického) pokoja boli

vSetky vo vzdialenosti @ od uzavretého

i 7 e konca (dna) valea, pri vlneni vzduchu

Obr. 8.17 vo valei maji pozdlinu vychylku vel-

kosti u = wu(z), molekuly v pokojovej

vzdialenosti (x 4+ dz) od dna valca vychylku velkosti v + du = u(zx +

-+ dz). Pokojovy objem plynu medzi prisluSnymi prieénymi rezmi nech
je Vo = q dx. Za vlnenia tento objem je:

V = q[dz + u(x + dx) —u(x)]=q(1 +%) dz =V, (1 +?9_Z)

Ked koeficient stladiteInosti vzduchu (vo valei pritomného plynu) je &, zo

1 4V 1 V—V
vzoreca b —=— —— —— = —— — 0 yyplyva, %e tlak vzduchu vo valci
Vodp ~ Vo p—py Y
pri jeho vinivom pohybe je:
1 1 ou
P:po*m(V—Vo):Po—T E (1)

Sila po6sobiaca na vzduch medzi dvoma prieénymi rezmi vo vzdialenostiach x
a x + dx od dna valca je preto

: .0 . q Ou . 0*u
dR = ig(—p+a, + D) = —ig —é‘% & =1 —l%— ox? = % Ou® e

Pretoze okrem toho je aj

0%u
dR = gs o dz



