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alebo, ked rychlost elektrénov v katédovych liéoch vyjadrime pomocou ich

oo - 1 2
urychlujiceho napitia u, —2—mw2 =eu, w = —%‘—,
]/2emu

Viny s touto vinovou dizkou mézu sa odrazat len na povrchu tych krysté-
likov, ktoré pri svojej vhodnej polohe spliiuji Braggovych rovnicu

2d sin ¢ = ni

v ktorej d je mriezkova konstanta a » celé ¢islo. Podla obr. 17.17 polomer
prvého difrakéného kruhu elektrénovych li¢ov na uréitom systéme mriezko-
vych rovin je r, = 1tg 2¢, pricom uhol ¢ treba vypoéitat z dvoch rovnic
predoslych. Ked sa pre vznik katédovych li¢ov pouzilo urychlujice napatie
100 volt, podla vzorca (6) pre vinovi dizku materidlnych vin vychddza:

h 6,625 . 1034

= = m = 1,2 = 108 cm
J2emu  J/2.1,602.10-1°.9,109 . 10-31 . 102

A

teda hodnota rddu mriezkovej konstanty krystalov, takze difrakcia prislusnych
materidlnych vin je v tom pripade dobre viditeIna. Dnes sa difrakcie elektrénov
v kovoch pouziva na §tidium ich struktiry prave tak ako Rontgenovych licov.

17.10. Schrédingerova rovnica. L. de Broglie ukazal, Ze prave tak ako tedria
relativity prisudzuje elementu elektromagnetického vlnenia, foténu, hmot-
nost m, dani vzfahom Ay = mc2, moZno aj naopak pohyb hmotného bodu
rychlostou w povaZovaf za nerozluéne spojeny s vilnenim frekvenice » a vinovej
dizky 2, ktoré si urdené vzorcami (17.9.2),
it PR (1)

Y= ——
h’ mw

v ktorych m znaéi hmotnost hmotného bodu.

V dase de Broglie-ovho objavu bolo uz bezpeéne dokizané, Ze Bohrove
a Sommerfeldove kvantové podmienky nepostaduji na vysvetlenie vietkych
atomérnych javov, ba vedu niekedy aj k nesprdvnym vysledkom. O niektorych
z nich bola zmienka uZ v predoslych ¢ldnkoch. Za tychto okolnosti rakisky
fyzik Erwin Schrédinger (1887—1961) r. 1926 pouZil vlastnosti de Broglie-ho

vinenia k vybudovaniu novej tedrie, vinovej mechaniky, ktord nem4 nedostatky
tedrie vybudovanej na kvantovych postuldtoch Bohra a Sommerfelda.
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Ako uz vieme, parcidlna diferencidlna rovnica netlmeného vinenia mecha-
nického alebo elektromagnetického je rovnica

0P
”*;?‘ﬁ- = 2 AP (2)
v ktorej ¢ znadi ¢as, v fdzovi rychlost vinenia a P je oznadenie vlnenia vhodne
charakterizujicej funkcie ¢asu a miesta. Schrodinger vyslovil predpoklad, Ze
materidlne vlnenie L. de Broglie-ho, jestvujice v okoli hmotného bodu v po-
hybe alebo aj v pokoji, spliiuje ti istd rovnicu a veli¢inu, ktord sa pri flom
vlnivym sp6sobom meni, ozna¢il pismenom ¥. Funkciu ¥ napisal Schrodinger
v komplexnom tvare
Y =4.e =9 (3)
s tym, Ze veli¢iny 4 a ¢ st funkcie len miesta. Za tychto predpokladov mozno
pisat
gf — A . e—2nvit ? ei(p — w(r) . e——2:”'il
Ak do rovnice (2) dosadime
o2y
ot2
AY = e 23t Ay(r)

= —472p2 w(r) . e—2avit

dostdvame rovnicu
—A4n2p2y(r) = v2 Ay(r)

4722
vz

Ay +

p=0

42
A'P+T'P=0

Vinovi dizku 4 vyjadril Schrédinger pomocou druhého zo vzorcov (1),
¢im ziskal rovnicu :
4mimiw?

Ay + e p=20

1
ktort, kedZe m2w? = 2m .7mw2 = 2mK, mozno pisat aj takto

8t2mK
Ay +‘k—2'l’ =0

Prive napisana rovnica, kedze sa vztahuje na pohyb voIného hmotného bodu
v priestore, ktory nie je silovym polom, je len istym matematickym vyjadre-
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nim predstav L. de Broglie-ho. V takomto pripade moZno vsak pisat tiez
K = E — U, kde E znadf celkovi energiu hmotného bodu, lebo jeho energia
polohovéd U sa rovnéd nule. Tym vsak, Ze Schrédinger v poslednej rovnici
vystupujicu kinetick energiu K vyjadril rozdielom £ — U a takto ziskantd
rovnicu

8nim

Ap+ - (BE—U)p =0 (4)

prehlésil za platnd pre pohyb hmotného bodu aj v silovych poliach, v ktorych U
sa nerovnd nule, ju podstatne zovseobecnil. Rovnica (4) je tzv. amplitudovd
alebo aj bezéasovd Schriédingerova rovnica a je zédkladnou rovnicou vlnovej
mechaniky. Plati pre deje v &ase ustédlené.

Rovnicu (4) sme dostali z parcidlnej diferencidlnej rovnice vlnenia (2),
platnej pre prostredie, v ktorom rychlost sirenia sa rozruchu je nezavisla od
jeho charakteru, teda v pripade monochromatického vlnenia od jeho frekvencie.
PretoZe de Broglie-ho materidlne viny tato vlastnost nemaji, nemé rovnica (2)
pre toto vlnenie vSeobecnt platnost. To znaéi v8ak, Ze aj rovnica (4) je spravna
len pre materidlne vinenie monochromatické.

Rovnicu (4), ktord sa vzfahuje na jeden hmotny bod, moZno zovseobecnit
na stistavu n hmotnych bodov takto: Pre i-ty z » hmotnych bodov plati rovnica

h2

Awyi + (Ei— Ui)yi =0

n

Ak kazdd z n takychto rovnic zndsobime stGéinom [] y;, j # 4, a utvorime
j=1

87‘:2’"14

ich sidet, dostdvame rovnicu

)

2

A+ (E—U)yp =0 (5)

87:2m¢

v ktorej y = [| yi, E je celkové energia ststavy a U jej polohova energia.
i=1

V rovnici (5) vystupujica polohova energia U je zavisld od pol6h vsetkych n
bodov sistavy, takZe je funkciou spolu 3n stiradnic. V doésledku toho aj jej
rieSenia maju tato vlastnost. To v8ak znaéi, Ze y je amplitida vlnenia, ktoré
jestvuje len v myslenom 3n rozmernom tzv. konfiguraénom priestore. Takéto
vinenie v trojrozmernom priestore si ovSem nemoéZeme predstavit. Vinova
mechanika je teda vo vSeobecnosti nendzorna fyzikdlna tedria, jej ndzorné
vysledky sa vSak vynikajico zhoduji so skutoénostou.

V tejto suvislosti treba sa eSte pokusit néjst fyzikdlny vyznam aspon
amplitidy y materidlneho vlnenia, ktord je funkciou len miesta. Za tym
u¢elom majme na mysli napriklad difrakciu zvézku elektrénovych ladov



3178 17. Z fyziky atémového obalu

v tenkej kovovej félii, s ktorou sme sa zaoberali uz v predoSlom &lanku.
Ked si elektréony predstavujeme len ako elektricky ndboj nesice hmotné ¢astice
s velmi malymi rozmermi, povieme, Ze emulzia pri Studiu tohoto javu pouZitej
fotografickej platne po jej vyvolani na niektorych miestach séernie preto, Ze
na toto miesto dopadlo mnoho elektrénov. Ked si viak uvedomime, Ze jav
mé charakter ohybového javu, povieme, Ze platiia séernie na niektorych
miestach preto, Ze na tieto miesta dopadalo pri pokuse vlnenie s velkou
intenzitou, ktord — ako vieme — pri harmonickych vlneniach klasickej
fyziky je imernd druhej mocnine amplitiidy. Nie je teda neprirodzené vyslovit
predpoklad, %e druhd mocnina amplitidy materidlneho vinenia by mohla byt
imernd objemovej hustote elektrénov vo zvizku elektrénovych li¢ov urditej
energie. AvSak v dosledku toho, ako bola zavedend, amplitidova funkcia y
je vo vieobecnosti komplexnd. Obstoji preto len predpoklad, Ze nie druha
mocnina amplitidy vlnovej funkcie, ale druhd mocnina jej absoltitnej hodnoty
je timernd objemovej hustote v nasom pripade elektrénov, teda aj pravde-
podobnosti, Ze vo zvolenom jednotkovom objemovom elemente sa elektrén
nachddza. PretoZe Schrédingerova rovnica je homogennd, jej riesenie y
mozno vidy volif tak, aby konstanta imernosti k¥ vo vztahu | y |2 = pyp* =
= kP, v ktorom P znaéi pravdepodobnost, sa rovnala &islu 1.

Pri pouzivani Schrodingerovej rovnice na riesenie rozliénych atomdarnych
alebo aj inych dejov hladdme len také jej rieSenia, ktoré mézu mat fyzikilny
vyznam, rieSenia kone¢né, jednoznaéné a spojité. Nazyvaji sa vlastnymi
funkciami Schrodingerovej rovnice. Velmi &asto Schrédingerova rovnica mé
prave uvedenym tzv. Standardnym podmienkam vyhovujice rieSenie len pre
niektoré, tzv. vlastné hodnoty v nej vystupujicej celkovej energie E. Touto
matematickou cestou dochddza vlnovéd mechanika k zéveru, Ze energia roz-
liénych systémov mozZe sa menif len nespojite. V Bohrovej—Sommerfeldove;]
tedrii zloZenia atémov ako aj v Planckovej tedrii Ziarenia absolitne ¢ierneho
telesa je tento zaver predpokladom. Treba si v8ak uvedomit, Ze vo vinovej
mechanike touto vlastnosfou sa vyznaduje Schrédingerova rovnica sama.

Priklad 1. Linearny oscilator. Budeme sa zaoberat pohybom linedrneho
harmonického oscildtora, dize pohybom na priamku viazaného hmotného bodu,
ktory pri vychylke x zo svojej zdkladnej polohy podlieha sile f = —k2x.

Ako vieme zo zdkladov mechaniky, kruhové frekvencia kmitania takto
upevneného hmotného bodu je w, priéom w? = k?/m, a jeho energia polohové
U = kx/2 = mw*x[2 = 2n2my2x?. V tomto pripade Schrédingerova vo vie-
obecnosti parcidlne diferencidlna rovnica sa meni na oby¢ajni

2
(cilx'/: + 27’%’1 (B — 2m2my2x2) p = 0 (a)
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Budeme hladat jej rieSenie vyhovujtice standardnym podmienkam. Zavedieme
substiticiu

my
u=2nl =z

h
z ktorej vyplyva

dx h  du?

oy LY (i% ' e im e Oy
da? du?

Tieto vzfahy dosadené do predoslej rovnice ddvaji

4mmy d2y 4mt2my (2E’ 41t2mvx2) p=0

Tk dwr " R By h
a dalej -
dzy by o _ 2E
duz+(A—u)1p—0, A__—W (b)
Skisme névrh na rieSenie
yo = Coe™'/2
Derivovanim dostdvame
d dz
dn =W e = W= (@ — 1y

Funkcia yo vyhovuje diferencidlnej rovnici

d2y
duz + (l_uz)w - 0
; o . : hv
teda aj rovnici (b), ak je 4 =1, t.j. £ = 5

Skisme, ¢i rovnici (b) nevyhovuje zlozitejsia funkcia premennej u a tym
aj premennej x
y1 = Cr2uev'2
Jej derivécie su

d 1 dz
.= (_—“) 28 Y= w—3wn

du u du?

takZe funkcia y, vyhovuje diferencidlnej rovnici

d2y o i
o+ B—w)y =0
. e . 3hy 1
a teda aj rovnici (b), ak je 4 = 3, teda £ = o = ?hv + hy.
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Podobnym postupom by sme sa mohli presved¢it, Ze rovnici (b) vyhovuje
funkecia
'Pn = Can(u) . e‘—“glz

v ktorej
dn e—*

H,‘ = _(—l)”.e"’ dun

je tzv. Hermatov polynom n-tého stupna, ak v nej 4 = 2n + 1, na o je po-

Sy 1
trebné, aby energia oscilitora bola £ = —2—hv + nhv, kde n =0, 1, 2, 3, ...

Z tedrie diferencidlnych rovnic vyplyva, Ze rovnica (a) pre iné hodnoty
energie E fyzikalne prijateIné, t. j. uZ nam zndmym standardnym podmienkam
vyhovujice rieSenie nema. Na rozdiel od zdkonov a predstav klasickej fyziky,
podla ktorej energia linedrneho oscildtora méze byt akakolvek, zo Schrodinge-
rovej rovnice takto vyplyva, Ze energia linedrneho oscilatora méze byt len

E = %hv + nhy (6)

Nemodze sa teda rovnat ani nule.

Priklad 2. Elektrén v potencialovej jame. Predstavme si, Ze ele-
mentérna dastica, napriklad elektrén, pre nejakd pri¢inu musi ostdvat na
osi X, pri¢om jeho polohové energia U zévisi od jeho polohy na nej podla
tabulky:

. Polohové |

Obor Hranice energia ;
I —o <z <0 U= o
11 0<z<a U=0

II1 a<x < © U= oo I

Pri tychto podmienkach sa elektr6n nemoéze nachédzat inde ako v obore 3
a hovorime, Ze sa nachéddza v potencidlovej jame. Kedze potom jeho potencidlna
energia U = 0, prislusnd Schrodingerova rovnica je

d2y 8n2m
g g YD
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.2 872 . . . 2
Po zavedeni oznacenia —;— :V~~;2m<E predosld rovnica je tiez »%ﬁ- —
47?2 kinind visobaon® didesil Loy, 8 .
= ——;— ¥, ktore] vieobecny integrdl — ako vieme — je

y(x) = C, e2rlxh O e=2xitlt = (C) 4 Cy) cosgf x + i(C; —C,) sin 2—;—35

Integra¢né konstanty ndjdeme touto tvahou. PretoZe na okrajoch jamy
(® = 0, x = a) stava sa polohovéa energia nekone¢nou, pravdepodobnost, ze
elektrén z oboru /I prenikne do oboru I alebo 111, sa rovnd nule. S ohladom
na uz prijaty vyznam amplitidovej funkcie musi teda byt y(0) = y(a) = 0.
Z poziadavky y(0) = 0 vyplyva C, + C, = 0, alebo C, = —C,, &o znadi, Ze

yp(x) = 2¢C,sin —2;-10

P&mmmaMMZOdWa%;a=kmmwo

)

a=kg, k=01,23 .

vysledok platny aj pre stojaté viny na strune dizky a.
Zo vztahu, ktorym sme vlnovi dlzku 1 v tomto priklade zaviedli, pre
energiu E elektrénu v jeho potencidlovej jame vychddza
B2

P 8a2m

k? (M)

Podla Schrodingerovej rovnice energia elektrénu v potencidlovej jame neméze
byt teda akékolvek. Je kvantovani. Podobny vysledok by sme dostali, ak by
potencidlovd jama nebola tsetkou koneénej dizky na osi X, ale napriklad
kockou s hranou dizky a v trojrozmernom priestore.

Priklad 3. Prienik elektrénu cez potencidlovi bariéru (tunelovy
efekt). Na rozdiel od predoslého prikladu v tomto priklade polohové energia
na os X viazaného elektrénu nech je dand tabulkou:

Polohova

Obor Hranice d
energia

0
U,
0

OO -
(=]
A
8

AWAWA
| O

qqaq

i
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Za predpokladu, ze elektrén s energiou £ < U, v istom case bol v obore 1,
budeme hladat pravdepodobnosf, Ze ho neskorSie napriek tomu ndjdeme
v obore 3. Pre jednotlivé obory platné Schrodingerove rovnice st:

d2y, 87': m
Cda? =0
d2 8
'/Jz + ;zm (B — Us) 2 = 0
dzlp;; 8nt2m

+ h2 E Y3 = 0
Zavedme veli¢iny 4 a k& vztahmi

2n 87'cm E—U, .
T— T N k—V = X1 (a«,b)

Vseobecné rieSenia predoslych rovnic si potom

wl =a e—-ﬁ:;i.t/l + bl e+2aizll
Y2 = Qz e—2nikz/A + bz et+2aikz/a

'P3 = a; e—?-‘liz/l + b3 e+2nil/l

Prvé ¢leny tychto troch funkeii st zrejme amplitidy materidlnych vlneni
postupujicich proti smeru osi X a ¢leny druhé amplitidy vineni postupujicich
so smerom osi X sthlasne rovnobeZne. Ked elektrén v nejakom éase bol
v obore 1, v obore 3 moze sa neskorsie pohybovat len s osou X sthlasne rovno-
bezne, ¢o znadi, Ze a; = 0. Pomer ostatnych piatich integraénych konstdnt
vyplyva zo spojitosti funkcie y a jej prvych derivacii aj v bodoch z = 0
a x = a, teda z rovnic

a;+ b =a;+b;
a, e—2wika/h | b, e+2aika/h — b, +2mia/d
a; — b1 = k(az — bz)

ka, e—2aikald __ i, e+2nikai — __p o+2aike/d
Pisme dalej u = e—2+4/2, Predoslé rovnice zjednodusuju sa tym na tvar:
a,+bi=a;+ b
a; — b1 = k(az — bz)

au* + bu* = byu—*
kau* — kbu—% = —byu~*
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Z tychto algebraickych rovnic vyplyva:

4k, e—2nlal?

b3 = (l _+_ k)z e—2nlka/l . (1 . k)2 e+2"”“‘/‘

Nech je energia elektrénu (m = 0,91 .10-30kg) E = 1eV, jeho polohovi
energia v potencidlovej bariére U, = 5eV a jej hribka a = 107 cm =
= 10-° m. Potom, kedze podla vztahu (a) A = h/|/2mE, exponent

—2nikajA = 2muafd = ﬂl& T —F) =12 . 1010

Podla é&iselného vyhodnotenia tohto dost typického pripadu v pripade elektrénu
mozZno druhy ¢len v menovateli predoslého zlomku prakticky vidy zanedbat
a pisat

2na ——
4kb, e—2nia/i o—2aa)2mT—E)h — (. ¢ * Vem.—E)

b=t ap
Pravdepodobnost toho, Ze elektrén ndjdeme za potencidlovou bariérou napriek
tomu, Ze v uréitom ¢ase bol pred nou, imernd druliej mocnine absolitnej hod-
noty amplitidovej funkcie y; a teda aj druhej mocnine absolitnej hodnoty
veli¢iny b3, je teda

28 Vo T, —E)

P=Poe (8)

Ziskany vysledok, ktory je v dobrej zhode s pozorovanim, hovori, Ze elektrén
moze prejst cez potencidlovu bariéru, aj ked v zmysle klasickej fyziky nema
k tomu potrebnd energiu, o ktorej sme v tomto priklade predpokladali, Ze
spliiuje nerovnost £ < U,.

17.11. Heisenbergov princip neuréitosti. Matematickym vyjadrenim zaklad-
nych zdkonov mechaniky, napr. Newtonovho zdkona sily, st diferencidlne
rovnice. Ich platnost mozno overit tak, Ze sa z nich vypodéita priebeh deja
pri danych pocdiatoénych podmienkach a vysledok vypoétu sa porovna
s pozorovanim. V pripade pohybu hmotného bodu v znamom silovom poli si
potiatoénymi podmienkami jeho pocdiatoénd poloha a pociatoénd rychlost
alebo podiatodnd hybnost. W. Heisenberg ako prvy poznal, Ze takéto
overovanie fyzikdlnych zdkonov v atémovej fyzike zasadne nie je mozné.
Mozno sa o tom presved¢it napr. touto uvahou:

Vo fyzikdlnej optike sa dokazuje, ze dva body v predmetovej rovine
mikroskopu mozno od seba rozlisit len vtedy, ak ich vzdjomnd vzdialenost Az
sa rovnd alebo je vadSia ako vlnovd dizka A k pozorovaniu pouzitého svetla.



