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tize ak plati nerovnost
Ax =2 2
To znaéi, Ze aj siradnice bodu mozno uréit len s touto presnostou. Aby viak
volne sa pohybujicu Casticu bolo vobec mozné zbadat v zornom poli mikro-
skopu, musi byt zasiahnutd aspon jednym foténom, ktorého hybnost je
% — —}% Tym sa vSak hybnost castice meni. Z podrobnejSieho rozboru
tejto okolnosti vyplyva, Ze nepresnost Ap, v uréeni zlozky hybnosti rovnd sa

. wve

alebo je viacsia ako hybnost foténu pouzitého k pozorovaniu, teda

h

Ap: 2 —

Pz = A
Podla tychto vztahov pri pouzivani svetla s malou vinovou dizkou mozno
s velkou presnostou urcit polohu, ale len s malou presnostou hybnost
a opalne, pricom pre sidin obidvoch nepresnosti plati Heisenbergov vztah

neuréitostt
Ax Apz = h (1)

Podobny vztah odvodil Heisenberg aj pre stéin neur¢itosti uréenia energie ¢,
napr. foténu, a okamihu jej uvolnenia ¢

Ae At > h (2)

17.12. Boseho—Einsteinova S$tatistika. Rozdelit n od seba rozoznatelnych
elementov do % od seba rozoznatelnych oddeleni mozno rozliénym spésobom.
V Maxwellovej—Boltzmannovej Statistike, s ktorou sme sa zaoberali v ter-
mike, rozdelenie (makrostav) sa povazuje za urdéené pocétom m; elementov
v jednotlivych oddeleniach a tzv. Statistickd alebo aj termodynamickd pravde-
podobnost daného rozdelenia sa definuje poftom jeho moznych realizédcif
(mikrostavov). Vyjadruje ju vzorec

n!

W= ' (1)

n;! n2! n;! o i nk!

Z takto definovaného rozdelenia a jeho pravdepodobnosti vyplyvajice
dosledky sa velmi dobre osvedduju v kinetickej tedrii zriedenych plynov, nie
v8ak uz pri ich pouziti napr. pre elektrénovy plyn v kovoch alebo na fotény
v dutine pevného telesa. Tieto pri¢iny viedli indického fyzika S. Boseho
(*1894) k inej definicii rozdelenia a tym aj jeho pravdepodobnosti, ktorej
hlbsi vyznam nasiel az A. Einstein.

V Maxwellovej—Boltzmannovej statistike sa atémy povazujt za utvary
individudlne jestvujice, takZe mé potom zmysel hovorif o inej realizdcii
ich daného rozdelenia, ked medzi sebou vymenime dva atémy, ktoré boli
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povodne v dvoch rozliénych oddeleniach. Toto stanovisko podla Boseho nie
je vidy sprdvne. Prehléasil preto rozdelenie n totoznych elementov do k od
seba rozoznatelnych oddeleni za definované nie poétom prvkov v odde-
leniach, ale poétom oddeleni obsahujicich uréity pocet prvkov. Prislusnt
Statisticki pravdepodobnost rozdelenia definoval tiez po¢tom jeho moznych
realizécif, avSak vychddzajic z jeho novej definicie.

Ozrejmime »i vec na priklade. Tri atény mozno rozdelit do troch oddeleni
podla tabulky

odgf;t;ia Poéty prvkov v oddeleniach
I II I
1 3 00 2 21100 1
2 0 3 0 1 02 0 21 1
3 0 0 3 010 2 1 2 1
M.-B 111 333333 6
B.-E. 3 8 1

Podla definicie rozdelenia (makrostavu) v Maxwellovej—Boltzmannovej
Statistike jestvuje 10 rozliénych rozdeleni 3 prvkov do 3 oddeleni. Uréduju ich
disla v stipcoch prave uvédenej tabulky, naproti tomu v Statistike Bo-
seho—Einsteinovej si len 3 rozliéné rozdelenia troch prvkov do troch oddelen.
V tabulke st oznafené rimskymi éfslicami. Prislusné pravdepodobnosti si
v poslednych dvoch riadkoch.

Z uvedeného vyplyva, Ze pravdepodobnost rozdelenia v Boseho—Einstei-
novej Statistike je dand vzorcom

k!

L ko kil kz! ... kn! (2)

kde k je pocet oddeleni. Napriklad k; je pocet oddeleni, v ktorych je ¢ prvkov.

Doteraz sme predpokladali, ze vSetky oddelenia st rovnocenné. Uvazujme
teraz rozdelenie n dastic do k = X k, oddeleni vyznacujicich sa tym, Ze
energia dastice zavisi od toho, v ktorom oddeleni sa nachddza. Pritom nech k,
znadf teraz poéet oddeleni v skupine oddeleni, v ktorych ¢astica mé energiu
&r a ky potet oddeleni v tejto skupine, v ktorych je i ¢astic. Jedno takéto roz-
delenie pre n = Y Y ik, = 33 poddva tabulka
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r kro kry kra kry kra krs krs ky
4 1 1 0 3 0 1 0 0 6
3 2 0 2 0 0 1 0 0 5
2 0 0 2 0 1 0 0 0 3
1 1 1 0 0 0 0 0 0 2 ’

KedzZe pocet moznych realizdcii rozdelenia v r-tom riadku podla predoslych
tvah je:
. k!
" kro! k! Er2! .. Fopn!

W, (3)

pravdepodobnost rozdelenia vSetkych » castic do vsetkych k = ) k, od-
deleni podla pouéky o nésobeni pravdepodobnosti je:

W = u71W2W3 . e (4)

Po tychto pripravnych uvahach budeme hladat také rozdelenie » ¢astic do
k = Z ky oddeleni, ktoré sa vyznacuje najvicsou, vzorcom (4) danou pravde-
podobnostou. Pri rieSeni dlohy budeme predpokladat, ze pocet dastic =, ich
celkova energia E ako aj ¢isla k, st konstantné.
Zo vzorca (4), ak &isla &, aj ks st dost velké, vyplyva:
ImW=YmnW,=Y[kInk,—k,— Z(krilnkri—"‘krt)] =
- Z Z (kr ln kf il kr{ ln kf‘)
takze
SIn W =—) Z Oy In Ky

teda pri maxime pravdepodobnosti
ZZ:(SIC'( In kn: 0 (a»

lebo podla predpokladu 6k, = 0. Z podmienok k, = Z kri,m =3 Y ik,
E =Y Y icrkn vyplyva, ie aj ' ;

Y. Okri =0 (b)
Y idkr = 0 (c)
¥ Z 1erOky; = 0 (d)

Vynésobme rovnice (b) multiplikdtorom —In «,, rovnicu (c¢) multiplikdto-
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rom f, rovnicu (d) multiplikdtorom y a pripoé¢itajme ich k rovnici (a). Dost4-
vame tak rovnicu

k . .
Y Z (ln—mﬁ + pr + yze,) O0kyy = 0
roq r
alebo, kedZe v tejto rovnici si uz vsetky ok, Tubovolne voliteIné, rovnice

kﬂ = Oy, e (B +ver) (5)

Konstantu «, vystupujicu vo vzorci (5), uréuje pocet k, oddeleni v r-tej
skupine oddeleni

ky = Z ke = Z oy e~ +ve) =
1 1

oy
1 — e (B+ven)

kedze sumaény index ¢ zaéina s i = 0 a moZe sa zvactsovat Iubovolne, lebo
¢leny s vysokym : su zanedbatelne malé. Teda
oty = ky(1 — e~(B+7en)
Pre podet dastic v r-tej skupine oddeleni, ktoré sa vyznacéuji tym, Ze maja

vietky rovnaki energiu ¢, dostdvame takto vyjadrenie

0
S S —— —4(B + ver) —
% FE T ye) > °

_ 0 1 e Brve)
== 0B + yer) \1 —eCtrn ] — (1 —e-CB+re)z

kr e_(ﬂ+7") kr - kr
1  Ber

Ne=) ket = ay ) 0 HF+7e) =
T

t

Tl __eBirn  eBtrer

- (6)

Konstanty B a y vo vzorci (6) st uréené celkovym poétom castic n a ich
celkovou energiou. Pretoze energia je nepochybne funkciou teploty sustavy
castic, bude vyhodné hladat zavislost veli¢iny y priamo od teploty.

Za tym tucéelom predstavme si nadobu so stenami neprepustajicimi teplo,
rozdelenu priehradkou preptstajicou teplo na dve casti. V Tavej nech sa na-
chiddza N castic riadiacich sa Statistikou Maxwellovou—Boltzmannovou,
napr. N atémov jednoatémového plynu, a v pravej n castic, pre ktoré plati
statistika Boseho—Einsteinova. Energia obidvoch sustav castic spolu nech
je E.

Podla pou¢ky o néasobeni pravdepodobnosti pravdepodobnost stavu
celku je:

W= WuWs

ak Wy je pravdepodobnost stavu ¢&astic maxwellovskych a Wpg dastic
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boseovskych, takze (pozri aj niektoré vysledky ziskané uz v ¢l. 10.5 prvého
dielu tejto ucebnice)

InW=InWy+InWg= NlnN—ZN,lnN, ==
7
= Z Z (k,— In Ic, - kﬁ In k")
Sudasne platia vztahy

J
YN, =N
J
Zkft=kr
ZZikﬂ:‘n

Za rovnovahy, ktord je uréend maximom Statistickej pravdepodobnosti,
su teda splnené rovnice

3 oNyIn Ny + 3§ Sk In ke = 0 (a)
J Y ey + ¥ ¥ ierdlre = 0 (b)
J Y oN;=0 (c)
é%”=o d)

S ¥ itk =0 (e)

Vyndsobme rovnicu (b) multiplikdtorom y, rovnicu (¢) multiplikdtorom gy,
kazdd z rovnic (d) multiplikdtorom —In «,, rovnicu (e) multiplikdtorom g
a pri¢itajme ich vSetky k rovnici (a). Dostdvame takto rovnicu

2. (6N;In Nj + ¢ydN; 4 yes0Ny) +
j
+ Z Z ((skr{ ln k’-i + l’gry(skri s ln “rakri + ﬂlék‘ri) = O

ktora, kedze vSetky ON; aj vSetky Ok, st v nej Iubovolné, je rovnocennd
8 rovnicami
Nj = e~Mote) ke = ay e —i(B+ver) (f)
Z prvej z fovnic (f) vyplyva N = e—7¢ X e~7%, takZe pre relativnu podetnost
maxwellovskych éastic v ich j-tom oddeleni vychddza:

N e~ve
wy = Tj = W (8)
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Pre tito veli¢inu sme v ¢l. 10.5 prvého dielu tejto uéebnice dostali vyjadre-
nie dané vzorcom (10.5.6), ktory s ohladom na vzorce (10.6.4) a (10.7.2) mé-
Zeme pisat aj takto

e—e,/kT
wy = e—‘w (h)
Z porovnania obidvoch vyjadreni tej istej veli¢iny vyplyva y = kLT Vzorec
(6), vyjadrujuci pocet boseovskych castic, ktorych energia je e,, je teda tiez
kr
n"= Bee'/kT‘— l (7)

kde k zna¢i Boltzmannovu konstantu. Konstantu B uréuje podmienka
Z ny = n. Kedze prislusny vypocet je zlozity, poktsime sa ju uréit po vy-
sloven{ uréitého predpokladu inaksie.

Podla Heisenbergovho principu neuréitosti (17.11.1) sGéin neurditosti
v urdeni vSetkych troch suradnic castice a neurditosti v uréeni zloziek jej
hybnosti spliiuje nerovnost

Az Ay Az Ap, Apy Ap, = k3

ak ststava castic sa nenachddza v ziadnom vonkajSom silovom poli, staéi
podla Boseho o castici vediet, Zze patri do ststavy Castic, ktord zaobera objem
V, teda pisat Az Ay Az = V. Z toho pre ,,objem* bunky vo fizovom priestore
hybnosti vyplyva:

A3
Apz Apy Ap, = B (8)

s ox . 2l g o % 1
Energia Gastice & savisi s jej hybnostou p, podla vzorca s,=§mv,2=

= % p?, takie p, = V2me, a Ap = Vﬁe Ae. Podla toho podet k, oddeleni
r

v r-tej skupine oddeleni, v ktorych ¢astice maju energiu z intervalu &, az

er + Aeg, je: 3

_4np?Ap 47 2me, m 4V )2 mm3i2el? 9)

A £7] A 1) 2e, A¢ h3

Podla vzorca (7) podet ¢astic v nich je teda

9 312612
4VV2 TTm-lcg o (10)

AN = Ny = h3(B ee/kT ot 1)

ak sme index r v oznaleni energie uz vynechali. Pretoze ¢ = mv?/2, sa tieZ

4V Tm3v?
AN = h3(B emPI%T 1) Av (11)
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Za predpokladu, ze B > 1, vzorec (11) sa zjednodusf na tvar

4V wm3v?
N = —mv/2kT 12
AN B © Av (12)
zatial ¢o z Maxwellovej-Boltzmannove]j Statistiky pre tu istu veli¢inu (vzo-

rec 10.7.5 prvého dielu tejto uéebnice) vyplyva:

2 (m)\3
e 2 o—mo[2kT
AN_NV7t (kT) v2e Av (13)

Z porovnania obidvoch tychto vysledkov pre B > 1 dostaneme vzorec

(2mkT')3/2

B = RNV (14)
17.13. Fermiho—Diracova $tatistika. Podla Pauliho principu atém nemdze
mat v elektrénovom obale svojho jadra dva elektrény, ktorych vsetky kvantové
¢isla by boli totozné, t. j. dva elektrény v tom istom kvantovom stave. Vy-
chddzajic z tohto principu taliansky fyzik Enrico Fermi (1901—1954) po-
zmenil Boseho a Einsteinovu statistiku predpokladom, Ze ani v ziadnom inom
stibore rovnakych castic to nie je mozné. V nasom pripade to znaéi, Ze pocet
dastic v tom istom oddeleni kvantovaného fizového priestoru sa méze rovnat
len 0 alebo 1. Tento predpoklad sa uplatiiuje az pri hladani multiplikdtora

ay VO vzorcei (17.12.5)
kri = oy e~ HBFve) (1)

Kedze podla Fermiho { mdze sa rovnat len 0 alebo 1, znaédi to, Ze

ky = kro + k1 = ar(1 4 e (BF7en)

takze
— e - k—r
oy = 1+ e—(B+ver)
a
k' e—(B+ver) kr kr
ny = krn = 1 4 e~ G+ren) = TePrver +1 = BewiT +1 (2)

lebo v predoslom ¢&ldnku pouzitd metéda poskytuje aj v tomto pripade
vysledok y = 1/kT'.

Je velmi zaujimavé aj vyznamné, Ze Statistika Boseho—Einsteinova
a Statistika Fermiho, ktord podrobnejsie rozpracoval anglicky fyzik P. Dirac
(* 1902), vedi pre pocet Castic s energiou & ku vzorcom, ktoré sa lisia len
znamienkom pred ¢islom 1 v menovateli. Pre B > 1 su teda vzdjomne rovno-
cenné a obidve — ako to vyplyva zo vzorcov (17.12.11) a (17.12.12) — st
rovnocenné aj so Statistikou Maxwellovou—Boltzmannovou.



