394 18. Zéiklady fyziky tuhych latok

ale postupujeme tak, ze zistime, aké fyzikalne stavy pri danych vonkajsich
podmienkach moéze systém nadobudnut (to nam poskytuje priblizné rieSenie
rovnice (1)), potom kazdému tomuto stavu definujeme uréitd nadej, alebo
pravdepodobnost realizdcie a nakoniec vypocitame stredni hodnotu podla
vzorea

F =Y piF;

1

kde p; je pravdepodobnost realizicie i-tého stavu, F; — hodnota prislusnej
fyzikdlnej veliéiny v /-tom stave. Vo vSeobecnosti rieSenim rovnice (1) dosta-
neme diskrétne stavy celého siboru dastic, kde individualita jednotlivych
dastic zanikd (Specifickd povaha vlnovej mechaniky). Ked sa systém skladd
z Gastic, ktoré slabo navzajom na seba posobia, potom v istom priblizeni mézeme
kazdej Castici prisudit jej vlastny stav (podrobnejsie v ¢l. 18.4). V takomto
pripade stredni hodnotu fyzikalnej veli¢iny poéitame podla vzorca

F = Y niF;

kde n; je stredny podet Sastic nachddzajicich sa v i-tom jednodasticovom
stave, F; je hodnota fyzikdlnej veliéiny charakterizujica c¢asticu v i-tom
jednocasticovom stave. Vztahy pre n; boli odvodené v ¢&l. 17.12 a 17.13.
Vzorec (2) nemézeme bezprostredne aplikovat na krystal preto, lebo stbor
i6nov a valenénych elektrénov v tuhej litke poésobia na seba silne. Celé usilie
v dalsich ¢lankoch bude venované tomu, ako previest krystdl na systém ta-
kych castic (aj ked fiktivnych), ktoré na seba pésobia slabo, potom budeme
opravneni pri uréovani strednych hodnét fyzikdlnych veliéin pouzit vzorec (2).

18.3. Adiabatické pribliZzenie. Prvym krokom k splneniu ciela vytyéeného
v zavere predchdadzajiceho ¢linku bude pouzitie adiabatického priblizenia
pri rieSeni rovnice (18.2.1). Pre pochopenie fyzikalnej podstaty adiabatického
pribliZenia urobime nasledovnu fyzikdlnu dvahu: Krystal, ako sme uz uviedli,
sklad4 sa z dvoch podsystémov &astic. Castice prvého podsystému (idny) si re-
lativne hmotnejsie ako ¢astice druhého podsystému (valenéné elektrony). Preto
premiestnenie iénov bude prebiehat pocas velkého mnozstva procesov vyko-
nanych valenénymi elektrénmi. Intuitivne mézeme o¢akavat, Ze pohyb i6nov
v doésledku toho, Ze nestaéia ihned reagovat na rychle zmeny pohybu elek-
trénov, bude prebiehat v uréitych strednych podmienkach vytvorenych va-
lenénymi elektrénmi a pohyb valenénych elektrénov bude prebiehat takmer
za nemennej konfiguracie iénov. Opisanu fyzikdlnu intuiciu mozno aj exaktne
zd6vodnit rieSenim rovnice (18.2.1) poruchovou metédou a odhadnit chybu,
ktorej sa dopustime, ak pouzijeme uréité priblizné rieSenie uvadzané pod
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ndzvom adiabatické pribliZenie. RieSenie tohto problému je matematicky
velmi ndro¢né, preto si zvolime jednoduchy priklad, ktorého presné riesenie
vieme ndjst (na tento ucel je potrebné sizopakovat priklady 1 a 2 v ¢l. 17.10)
a na nom ukézeme, akt chybu urobime, ak pouzijeme adiabatické pribliZenie.

Majme dva hmotné body spojené pruzinou (obr. 18.1) a chceme riesit ich
jednorozmerné kmitanie.
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Obr. 18.1.

Bezcasova Schrodingerova rovnica bude mat tvar

oy B 3y 1
—S_Trz_M ax% snzm ax% + [E ——2—-k2(x1 —xz)Z] — 0 (l)

Pre rieSenie tejto rovnice bude vyhodné zaviest nové premenné pomocou

vztahov
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odkial dostaneme:
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Po dosadeni do rovnice (1) dostaneme rovnicu:
h? 02y hz 2y 1 -
sl ) Gt o o t(ETgbR)v=0 @

Rovnica (2) ma jednoduchu fyzikdlnu interpretéciu: Prvy ¢&len v rovnici
predstavuje operator kinetickej energie faziska sdstavy a druhy ¢len pred-
stavuje operator kinetickej energie relativneho pohybu druhej éastice vzhla-
dom na prvi s redukovanou hmotnostou

o Mm
K= Im

Po dosadeni funkcie y = y:(y) y2(2) do rovnice (2) dostaneme dve rovnice
nasledujiceho tvaru
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h2 dz'lpl
8n2(M + m) dy? Ay =0 3)
h?r d2y;, 1
kde
E =21+ 4 (5)
RieSenie rovnice (3) je:
h2K2
— O ek L.
p=Ce A A= an i tm)

A1 je kinetickd energia taziska stustavy. RieSenie rovnice (4) je:
‘(/)2 — Can(u) e_—:'T 5 12 — (’n, + %) hv

kde -

1 h?

U = 2751(7[1—1’/'}12, v:ﬁ u

A; je celkovéd energia relativneho pohybu prvej castice vzhladom na druha
(pozri priklady v ¢l. 17.10).
Postup pri pribliznom rieSeni rovnice (1) je takyto: najprv budeme riesit

rovnicu typu
hz 0¢
8n2m ox3

+ [ B g e — 2| ¢ = 0 (6)

Zavedieme si opat novi premennu z = z; — x,, odkial
02 dz
a2 T dz?
Dosadenim do rovnice (6) dostaneme rovnicu podobni rovnici (4) s tym
rozdielom, ze u je nahradené m a 4, s E,. Jej rieSenie bude:

(Pnzc;an(u).e_—Q_ a El :(”+%)hvl
kde

1 h?
u = 2x)/my,[hz a =

Dalsi postup je taky, Ze rieSenie rovnice (1) budeme hladat v tvare

y = D(z1) @a(2)
Po dosadeni funkcie y = D(z;) pa(z) do rovnice (1) dostaneme rovnicu na-
sledovného tvaru
h?  d2®
[ 8w da? T

o[ dd dgn . d2gn]
=y} [2d—z‘ i ]'0 (7)

(E — E) «D] .
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Adiabatické pribliZzenie pozostiva v zanedbani ¢lena v druhych hranatych
zdtvorkach pri rieseni rovnice (7). Vo vlnovej mechanike to znamend, Ze tento
¢len predstavuje iba mali poruchu a riesenie s jeho zanedbanim predstavuje
nulté pribliZzenie pri pouziti poruchového poétu. V adiabatickom pribliZeni
teda treba riesit rovnicu typu

hr  d2@
Sl dmg T E—E) P =0 (8)
Riesenie tejto rovnice je:
. h2K2
¢=Ce”“ a E—E]:W
Celkova energia systému pri presnom rieseni je:
h2K2 1
Ak rozlozime vo vzorci (5) funkcie (*Jll_—lk—m) a v do radu podla mocnin
m/[M dostaneme:
h? m m\?
T . P
1 1 m 1 (m)?

Stcet clenov v hranatych zatvorkach okrem jednotky je mensi nez m/M
Vzorec (9) mdézeme struéne zapisat nasledovnym spdsobom

h2 m 1 : m’
= 2 _— J— —_—
b =som® [1 + O(M)]+ (z ) o [1 T O(M,)]
kde O(m/M) znamend, ze tento ¢len sa rddove rovna hodnote m/M. Celkova
energia systému pri pouziti adiabatického priblizenia sa rovnd:

mK:  RK: [ 1
E=E +gam = smmr + (" + ?)’”‘

Porovnanim zistime, ze chyba, ktorej sa dopustime pri pouziti adia-
batického priblizenia, rdadove sa rovna m/M. V najnepriaznivejSom prf-
pade, ak uvazujeme najlahsi atém, a to je vodik, dostaneme, ze m/M =
= 0,911 .10-% kg/1,673 . 10-27 kg ~ 10-3. K podobnému vysledku by sme
dospeli aj pri rieseni ro.nice (18.2.1) v adiabatickom priblizeni. Pre dalsie
uvahy je dolezité si uvedomit désledok, ktory vyplyva z adiabatického priblize-
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nia; RieSenie rovnice (1) v adiabatickom priblizeni je ekvivalentné rie§eniu
dvoch rovnic, a to

R d2g
Som dx2 T [E‘ __kz(x‘ — ](’v =0
B A2

Smadf a7 T — 12 =0

Prvé rovnica opisuje pohyb druhej Castice pri urditej polohe prvej Castice
a druhd rovnica opisuje pohyb prvej castice v potencidlovom poli, ktoré sa
rovné celkovej energii prvej Castice. Tento vysledok sa zhoduje s fyzikalnou
interpretdciou uvedenou na zaciatku tohto élanku.

Zovseobecnenim tohto vysledku pre krystal dospejeme k zdveru, Ze rieSenie
rovnice (18.2.1) v adiabatickom pribliZeni je rovnocenné rieSeniu dvoch rovnic
tvaru

{Zs o 8+ By — ZZUH—ZZUu}w—O (10)
%l

{ZS}ZLM Ay + &~ ZZUjk—E1}¢=O (11)

j :#k

Vo vSeobecnosti £, je funkciou priestorovych siradnic iénov, lebo tieto vy-
stupuju v rovnici (10) ako parametre.

18.4. Jednoelektronové pribliZzenie. V tomto a v nasledujicom ¢lanku sa
budeme zaoberat riesenim rovnice (18.3.10). Pre pochopenie niektorych po-
stupov je potrebné vysvetlit uréité Specifické vlastnosti dynamiky systému rov-
nakych Castic vo vilnovej mechanike. Kv6li tomu skimajme dynamikunajjedno-
duchsieho systému rovnakych castic, a to je jednorozmerny pohyb dvoch
rovnakych ¢astic. Ich potencidlne mozné stavy nijdeme rieSenim bezéasovej
Schrédingerovej rovnice

h*  0y(xy, x2) h*  02y(x,, x,)
8m2m ox? 8n2m ox?

+ [£ — Uz, 2)] p(@,, 22) = 0 (1)

Z vlastnosti, Ze Gastice st rovnaké, vyplyva:
U(xl,xz) = U(xz,xl) (2)

Skimajme, aké si vlastnosti rieSenia rovnice (1), ak vzdjomnd potencidlna
energia splia poziadavku (2). Pre jednoduchost zapisu niektorych mate-
matickych krokov bude vyhodné opericiu vzadjomnej vymeny stradnic dvoch



