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18.5. Pasové Struktira energetickych hladin elektrénov v krystali. Na
zistenie, aké si mozné stavy potencidlnej energie elektrénu v krystali, bolo
by potrebné najst rieSenie rovnice (18.4.11). Konkrétne rieSenie rovnice
(18.4.11) si ziada poznat konkrétny tvar potencidlnej energie Ugs(r). Ten vSak
nepoznidme a vieme o tiom tolko, Ze spitia predpoklad (18.4.12). Je teda
zrejmé, Ze nasSou najblizSou ulohou bude ukdzat, aké informécie o vlast-
nostiach rieSenia rovnice (18.4.11) vyplyvaji z predpokladu (18.4.12). Pre
splnenie tejto tlohy budeme skimat spriavanie sa elektrénu v jednorozmernom
nekonedne dlhom krystali s mriezkovou konstantou a. Je to sice velmi idealizo-
vand skutoénost, ale ma velki prednost v tom, Ze relativne jednoduchymi
matematickymi prostriedkami ziskame podstatné érty spravania sa elek-
trénu v krystali. Pre zvoleny pripad rovnica (18.4.11) mé tvar

B_2v@ g ve) pe) =0 (1)
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ktorej rieSenie ma vyhovovat podmienke
Ul)=U(x + a)

(miesto Uet(x) budeme dalej pisat iba U(x)).
Rovnica (1) ako linedrna rovnica druhého radu pre uréiti hodnotu parametra £
mé dve fundamentdlne rieSenia. Oznaéme ich w,(z) a wz(x). VSeobecné rieSenie
moézeme pisat v tvare

p() = Awi(z) + Bwa() (2)

Pretoze funkcie w,(xr) a wi(x) vyhovuji rovnici (1), plati nasledovna
rovnica
k2 d2w.(xz + a)
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do rovnice (3) dostaneme rovnicu

h? d2w,(z + a)
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+ [£—U@)] wilzx +a)=0 (4)

Z rovnice (4) vyplyva, Ze aj wi(xz 4+ a) je rieSenim rovnice (1).
MozZeme preto pisat:
wl(x —+ a) = a.wl(x) + azwz(x) (5)

(1)2(1' + a) = blw,(x) + bzwz(x) (6)



18.5. Pdsova Struktira energetickych hladin elektrénov v krydtali 403

Vzhladom na rovnicu (2) plati:

v + a) = Aoz + a) + Bw, (z + a) (7)

Dosadenim vztahov (5) a (6) do vztahu (7) dostaneme:

v(@ + a) = (day + Bby) w1(®) + (Aaz + Bbs) wa(z) (8)
Budeme hladat také y(x), aby pre uréiti hodnotu parametra £ platilo:
Aa, + Bb, = 1A ' (9)
Aa, + Bb, = AB (10)
Po dosadeni rovnice (9) a (10) do vztahu (8) dostaneme:
y(x + a) = Ay(z) (11)
Rovnice (9) a (10) maja netrivialne rieSenie, ak determinant
Z; - ii —x=0
odkial dostaneme:
A2 — (a; + b)) + ab, —ab; =0 (12)

D4 sa ukdazat, Ze plati a,b, — a,b, = 1. Dékaz vykoname tak, Ze si najprv
dokdzeme dve pomocné vety, z ktorych bezprostredne vyplyva platnost
ab, — azb, = 1. Prva veta tvrdi, Ze plati:

wi(x 4+ a), w(x + a) w1(x)1, W) a,, a
dwl(x + (l) dwz(x + a) = d(l)](l) dwz(x) b1 9 bz (13)
d(z +a) ' d(z + a) dr °~ dx

Dokaz sa dé vykonat jednoduchym postupom pomocou vztahov (5) a (6).
Druha veta tvrdi, Ze plati:

w;, w2
dw; dw, | = const a nezdvisi od z (14)
de ’ dy

Dokaz vychddza z toho, Ze wi(x) a w»(x) vyhovujirovnici (1). Vyndsobime
rovnicu pre w;(z) s funkciou w,(z) a rovnicu pre w,(x) s funkciou w;(z).
Obidve rovnice odéitame a dostaneme:

Wy, w2
dcul dwz
dz ° da

0=w.

dZwZ dzwl d ( dwz dwl)_ d

dez = P de T @& \“Vdz d )T dx
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Odkial bezprostredne vyplyva tvrdenie druhej vety. Ak si uvedomime, Ze
determinant (14) sa nemodze rovnat nule, lebo je to Wronskidn konstruovany
pomocou fundamentdlneho riesenia, tak z tvrdeni obidvoch viet vyplyva:

a, az

bl) bZ

=1

Tym je dokaz vykonany.
Kvadraticka rovnica (12) po dosadeni @16, — @;b; = 1 bude mat nasledovny

tvar
12—(a1+b2)}.—{—1=0 (15)

Korene 4, a 1,, ako je vidiet z rovnice (17) spliaji vztah
il =1
Vzhladom na reciprocitu korenov mézeme ich pisat v tvare
A = elka a Ay = e~ika (16ab)

Existuji teda dve funkcie yi(x) a y,(x) prislichajice k uréitej hodnote pa-
rametra E, ktoré sa transformuji podla vztahu (11). Takéto vlastnosti pre-
ukazuji, ako sa mézeme presvedéit, Blochove funkcie tvaru

p(x) = el ruy(x) (7
ak
ur(x) = we(x + a) (18)

Dosadenim Blochovej funkcie do rovnice (1) dostaneme rovnicu

d2ug ., dug 8m2m h?
T Tt [PV aem

k2]uk =0 (19)

Hodnoty parametra k moézu byt Iubovolné komplexné ¢isla. Uvazujme
ur¢iti hodnotu parametra k, napr. nech ¥ = k,. Rovnica (19) mé rieSenie pre
TubovoInd hodnotu parametra E. Ak v8ak od riesenia Ziadame, aby vyhovovalo
este aj podmienke ux(x) = ux(xr + a), tak na zdklade skisenosti z rieSenia
prikladov 1 a 2 v ¢&l. 17.10 je to mozné splnit iba pre uréiti diskrétnu

postupnost
E\(ky), Ex(ky), ..., Ealky), ...

Pre int hodnotu parametra k, napr. pre k = k,, dostaneme ini diskrétnu

postupnost
Ei(kz), Ea(kz), - . ., Ex(kz), .

Na vSetky tieto diskrétne postupnosti mézeme pozerat ako na uréitd po-
stupnost funkcii parametra k. Nech E,(k), E.(k), ... Ea(k), ... je prave ta
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postupnost funkcif, ktori dostaneme rieSenim rovnice (19) za podmienky,
ze ug(x) = ux(x + a).

Z fyzikélneho hladiska vieme, Ze parameter £ mé vyznam energie, a preto
jeho ¢éiselnd hodnota musi byt redlne ¢islo. Na parameter k sa zatial neklddli
Ziadne poziadavky. Ak za parameter k£ budeme postupne volif vietky kom-
plexné déisla, ¢iselné hodnoty energie elek-
trénu £ moézu pokryt celi mnozinu redlnych
¢siel. Pretoze funkcia u(x) musi spliaf §tan-
dardné podmienky (pozri ¢l. 17.10), to zna-
mend, Ze musi byt koneénd v intervale (—oo,
+ ), potom hodnoty parametra k vzhladom
na tvar Blochovej funkcie, mézu byt iba

|
|
redlne. V désledku toho ur¢ité hodnoty ener- . — |
gie E prislichajice komplexnym alebo imagi- \ /Ez(h)
narnym hodnotdm parametra k£ budd pre ! £
elektrén zakézané. Pre fyzikdlne realizova- !
r
|

|

!

!_ G !
telné pripady postaci uvazovat iba diskrétnu \I_/VI/TE,(M

postupnost redlnych funkecii E;(k) redlneho

I
argumentu k. To ndm umozZiiuje pomocou —i;— T vy
hodnoty parametra k a celého kladného &isla *
vyhodnym spésobom klasifikovat fyzikdlne 0Obr. 18.2.

stavy elektrénu v krystali. Funkcie opisujtce

fyzikdlne stavy budeme zapisovat ako yai(x). Prvé tri funkcie z diskrétnej
postupnosti st graficky zndzornené na obr. 18.2. Hrubo vytiahnuté dsecky
na zvislej osi poukazuji na dovolené hodnoty energie elektrénu, medzi ktorymi
sa nachddzaji zakdzané hodnoty energie elektrénu. Ziskany vysledok méZzeme
formulovat nasledovnym spésobom:

Hodnoty energie elektronu v krydtali vytvdraji dovolené a zakdzané intervaly
alebo pdsovi Struktiru. Tym v8ak nie st vyliené pripady, Ze niektoré pasy
sa mo6zu dotykat prip. prekryvaf.

Z tvaru Blochovej funkcie sa méZeme presvedéif, Ze funkcia yax(z)
a yn, k() sa pri zvidSeni x o a transformuja podla vztahov (16ab), z éoho
vyplyva, ze

En(k) = En(—k) (20)

Nakoniec je potrebné este zistit, & v8etky hodnoty parametra k ddvaja fy-
zikédlne nové rieSenia. Preto uvazujeme dve hodnoty argumentu k, medzi
ktorymi plati vztah

k; = m2xnja + k, (21)

kde m je TubovoIné celé éislo.
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Po dosadeni vztahu (21) do Blochovej funkcie

Ynk,(T) = elkaTuyy ()
dostaneme:

ikyzr+1i —2—53:
par@) =€ * k() (22)
Pri zvacéSeni argumentu z o a sa Iahko presvedé¢ime o tom, ze funkcia (22) sa
transformuje podobnym sposobom ako funkcia yar(x). Z toho vyplyva, Ze
funkcie ynr, & war, Opisuji ten isty fyzikdlny stav, a preto plati aj

Eau(k) = En(kz) (23)

ak sa k; 1iSi od k; o celoéiselny ndsobok 2rn/a. Elementdarna funkcia, ktord
spltia vlastnosti (20) a (23) je funkcia cos ka. Vo vSeobecnosti moézeme

teda pisat:
E (k) = Eqn(cos ka)

Ak funkciu Ey(cos ka) rozlozime do radu podla mocnin argumentu cos ka
a obmedzime sa na linedrny ¢len, dostaneme:

En(k) = an — by cos ka (24)

Znamienko minus pred ¢lenom b, vychddza z predpokladu, ze funkcia E,(k)
m4 pre k¥ = 0 minimum. Na zdver sa este dohodneme, Ze hodnoty argumentu &
budeme uvazovat v intervale (—=/a, +=/a), tak ako sa to bezne pouziva
v literature.

18.6. Efektivnha hmotnost elektronu. Elektrén v krystadli vykondva velmi
komplikovany pohyb. Pre prenos naboja (vedenie pridu) alebo energie
(vedenie tepla) je potrebné lokdlne kmity prip. cirkuldcie (v trojrozmernom
pripade) vylicit a uvazovat iba grupovi rychlost elektrénu. Grupové rychlost
elektrénu je totozna s rychlostou pohybu taziska vlnovej funkcie. Aby sme
zfskali vzorec pre grupovu rychlost elektrénu je nutné vychddzat z tGplne;j
vinovej funkcie, ktord obsahuje aj ¢asovi premenni. T ziskame postupom,
ktory je analogicky postupu Schrodingera. Schrédinger, na zdklade pred-
stiv L. de Brogliecho o materidlnom vlneni v okoli hmotného bodu, dospel
k nasledovnému vyjadreniu uplnej vinovej funkcie volného hmotného bodu

(€. 17.10)
¥ = y(x) . e—2min (1)

v mézeme vyjadrif pomocou energie hmotného bodu, ak pouZijeme vzorec
(17.9.2), ktory mé tvar
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