Index lomu

Svetlo dopadajuce na rozhranie z prostredia s indexom lomu n; pod uhlom dopadu « sa lame do
prostredia s indexom lomu ny pod uhlom lomu g. Plati tzv. Snellov zakon, ktory dava do suvisu
uhly lomu a dopadu s indexami lomu prostredi:
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| ked ide o nesporne délezity zakon, index lomu ma vo fotonike hibsi vyznam. Charakterizuje

optické prostredie z hladiska Sirenia elektromagnetickej viny. Komplexny index lomu dokonca
v sebe nesie informaciu o absorpénych vlastnostiach materialu.

Schopnost materialu interagovat’ s elektromagnetickym polom kvantifikuju dva parametre:
elektricka permitivita a magneticka permeabilita. Obe veli€iny méZeme vyjadrit pomocou
bezrozmernych (relativnych) nasobkov dvoch zakladnych fyzikalnych konstant, a to elektrickej
konstanty €9 a magnetickej konstanty po. Elektricka konstanta ma v medzinarodnej sustave
jednotiek (SI) presne definovanu hodnotu. Magneticku konstantu mézeme urcit pomocou rychlosti
svetla vo vakuu c, ktorej hodnota je v Sl tieZ presne definovana. Vztah medzi spomenutymi tromi
konstantami vyplyva z Maxwellovych rovnic:
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C =
EoMo

Hodnoty konstant uvadzame v nasledujucej tabulke.

konstanta hodnota
elektricka konstanta g0 = 8,85418782.10 2 Vm !
magneticka kontanta  pg =47.10""Hm ! = 1,25663706 . 10 SHm!

rychlost svetla vo vakuu ¢ = 2,99792458 . 103 ms ™!

V komplexnej reprezentacii mézZzeme Casovo-priestorovy zapis intenzit elektrického a
magnetického pola rovinnej monochromatickej viny vyjadrit nasledujucim spésobom:

E(I‘,t) — Eoei(k.r—wt)
H(r, t) _ HOei(k.r—wt)



V latkovom prostredi, kde sa nachadzaju atomy s kladne nabitymi jadrami a zapornymi
elektronmi, s atbmami, ktoré navySe interaguju aj magneticky, budu velmi délezité aj indukcie
oboch zloZiek elektromagnetického pola:

D(I’, t) _ Dgei(k'r7Wt)
B(I’, t) — Boei(k.rfwt)

pretoZe opisuju reakciu materialu na pritomné elektromagnetické pole. V izotropnom linearnom
prostredi platia medzi amplittdami monochromatickej viny materialové vztahy:

D() = €€0E0
Bo = ppoHo

kde e¢g je elektricka permitivita a puo je magneticka permeabilita prostredia. Bezrozmerné
veliiny € a u su relativna permitivita a relativna permeabilita prostredia. Vo vSeobecnosti su to
komplexné Cisla a mdzu zavisiet od uhlovej frekvencie viny w.

Index lomu prostredia je definovany pomocou tychto dvoch relativnych elektromagnetickych
parametrov:

n=./eu

Optické nemagnetické materialy maju relativnu permeabilitu blizku hodnote 1, preto budeme vo
vacsine uloh uvazovat p = 1 a index lomu potom bude druha odmocnina z relativnej permitivity:

n =+
‘= Priklad

BezZné sklo mé index lomu 1,5. Jeho relativna permitivita je teda 1,52 = 2,25. Najvacési index
lomu z priehfadnych materialov ma diamant. Jeho hodnota je 2,4 a tomu zodpoveda
relativna permitivita 5,76.

/ Poznamka

V u€ebniciach sa permitivita a permeabilita oznacuju symbolmi € a u. Relativne veli€iny sa
zvyknu oznacovat' indexomr: ¢, a .. V tomto texte budeme relativne veli€iny oznacovat
symbolmi bez indexu, teda ¢ bude relativna permitivita a u relativna permeabilita.

Komplexny index lomu

Relativna permitivita aj index lomu mézu byt komplexné Cisla.
n=n'+in"
pricom n' je realna Cast a n” je imaginarna ¢ast’' komplexného indexu lomu.

Realna éast indexu lomu suvisi s fazovou rychlostou v; a vinovou dizkou vinenia \,, v prostredi:



v = — A = —

n

kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu a ) je vinova dizka svetla vo vakuu. Realna &ast indexu lomu
vstupuje do Snellovho zakona lomu, nie imaginarna. Luc¢e sa teda lamu podla n’'.

Imaginarnu ¢ast’ indexu lomu nazyvame aj extinkcny koeficient alebo index absorpcie. Suvisi
so zoslabovanim svetla v materiali bud vplyvom absorpcie, alebo inym fyzikalnym procesom.
Kovy su z optického hladiska zvlastne materialy. Takmer vSetko svetlo sa od nich odraza a
takmer vébec sa v nich neSiri. M6zu za to volné elektrony. Striebro ma pre zelené svetlo (550 nm)
relativnu permitivitu e = —12,938 + 0,42868i. Komplexny index lomu vypocitame ako druhu
odmocninu pomocou jednoduchého skriptu:

import cmath as c

eps = -12.9377 + 0.42868]j
n = c.sqrt(eps)

print (n)

(0.05958200U8625611405+3.597391489287782287)

Index lomu striebra je n = 0,05958 + 3,5973i.

/ Poznamky k skriptu

Python nativne pracuje s komplexnymi €islami. Komplexna jednotka sa oznacuje ako
1j.

Na vypocitanie odmocniny komplexného Cisla treba pouZzit funkciu cmath.sqrt() z
kniznice komplexnej algebry cmath .

Externé kniznice a triedy naCitame pomocou klu€ového slova import nasledované
nazvom kniznice alebo triedy. Pomocou klu¢ového slova as jej pridelime tzv. alias
(prezyvku), aby sme potom v programe nemuseli zakazdym pisat’ celé meno kniznice,
Cize namiesto cmath.sqrt() stadi pisat iba c.sqrt() . Je to maly, ale uzito€ny detail.

Funkcia print() vypiSe do terminalu obsah argumentu.

Druha odmocnina komplexného &isla ma dve rieSenia. Pri vybere fyzikalne relevantného rieSenia
sa riadime pravidlom, Ze imaginarna Cast indexu lomu pasivneho prostredia nesmie byt zaporna

n//>0

Zaporna absorpcia by totiz znamenala zosilnenie a to pri beznych materialoch nepozorujeme.
Neustale zosilnenie Siriacej sa viny by pri Sireni v dostato¢ne hrubom optickom prvku viedlo k
neumernému narastu amplitudy a teda aj energie viny, ¢o nie je fyzikalne mozné. Funkcia
c.sqrt() vracia pri komplexnom odmocneni iba jednu hodnotu, tu s nezapornou realnou ¢astou.
Takzvané lavoruké metamaterialy (left-handed metamaterials) vdak mozu mat zaporny realny
index lomu, tam treba byt pri odmocriovani v Pythone obozretny.



Z vypoctu vidime, Ze striebro ma pomerne velky index absorpcie, az 3,60. Znamena to, ze
intenzita viny klesne na hodnotu 1/e? ~ 1/10 po prejdeni vzdialenosti A/(2x . 3,60) ~ 0,04, vina
teda nestihne vykonat ani zliomok kmitu a v materiali sa takmer Gplne pohlti. Pri vinovej dizke vo
vakuu A = 550 nm to predstavuje hibku vniku § = 22nm (pozri dast' Hibka vniku). Inymi slovami,
ak svetlo dopadne na povrch striebra, vnikne iba do hibky 22 nm. V skuto&nosti do kovu prejde
len malo dopadajuceho svetla, nakolko sa takmer vSetka energia odrazi od rozhrania. Preto su
kovy lesklé.

Index lomu kremika

Ak index lomu zavisi od frekvencie viny, hovorime o disperzii alebo o disperznom prostredi.
Graficky znazornime disperzné vlastnosti kremika. Z internetovej databazy refractiveindex.info

vezmeme komplexny index lomu kremika a vytvorime grafy zavislosti realnej a imaginarnej Casti
od vinovej dizky.

Z databazového zaznamu sme vytvorili csv stibor Si_Schnike.csv s tromi stipcami: vinova dizka
v mikrometroch (wl), realna ¢ast indexu lomu (n), imaginarna €ast indexu lomu (k) a ulozili sme
ho do rovnakého prie€inka, ako program v Pythone. Najprv nacitame csv subor pomocou balika
pandas . Potom nakreslime graf nastrojmi kniZznice matplotlib.pyplot.

Subor typu csv (coma-separated values) je textovy subor a beZzne sa pouziva na uchovavanie a
distribucii vedeckych dat v tvare jednoduchej tabulky. Nada tabulka, ako sme spomenuli, ma tri
stipce. Samotny subor obsahuje riadky ukonéené netlagitelnym znakom \n . Hodnoty v
jednotlivych stipcoch st v kazdom riadku oddelené tabulatorom, znakom \t . Striktne vzaté,
hodnoty by mali byt oddelené Ciarkou (coma), ale v Eurépe pouzivame radSej tabulator alebo iny
oddelovac, pretoze Ciarka je sucast zapisu realneho Cisla s celou a desatinnou Castou. Prvy
riadok suboru je hlavi¢ka tabulky a vyzera takto: wl\tn\tk\n.

Nacitanie textového csv stboru

import pandas as pd
fileName = "Si_Schinke.csv"

N = pd.read_csv(fileName, sep = "\t")

¢/ Poznamka

Obsah suboru nacita funkcia pd.read_csv() , ktora v naSom priklade potrebuje na vstupe
textovy retazec s ndzvom suboru a Specifikaciu znaku separatora stipcov — tabulator (znak
\t ). Vystup funkcie je objekt N, tzv. datovy ramec (data frame), €o je jednoducho tabulka.
Na pracu s tabulkami s vedeckymi udajmi sluzi kniznica pandas .

Cast tabulky N zobrazime prikazom

print(N)


https://refractiveindex.info/?shelf=main&book=Si&page=Schinke

wl n k

0 0.25 1.637 3.588900e+00
1 0.26 1.737 3.993200e+00
2 0.27 2.030 4.595800e+00
3 0.28 2.840 5.196100e+00
) 0.29 4.185 5.312400e+00
116 1.41 3.492 6.042000e-13
117 1.42 3.492 4.289000e-13
118 1.43 3.490 2.038000e-13
119 1.44 3.488 1.378000e-13
120 1.45 3.487 1.090000e-13

[121 rows x 3 columns]

Cely datovy ramec N ma 121 riadkov a 3 stipce. Riadky st &islované od 0 do 120 a k jednotlivym
stipcom tabulky mozno pristupovat bud ako k vlastnosti objektu cez operator bodka: N.wl alebo
ako k prvku slovnika: N['wl'] . Hodnota vinovej dizky v riadku &islo 116 je N.wl[116]

print(N.wl[116])

1.41

Kreslenie grafu
Funkcia matplotlip.pyplot.plot() musi mat aspori dva argumenty: x-ové data, y-ové data.
Nasledujuci skript nakresli realnu ¢ast’ indexu lomu:

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(le3*N.wl, N.n)
plt.show()

Pole vinovych diZzok N.wl sme vynasobili prevodovym faktorom 10°, aby sme mali na x-ovej osi
udaje v nanometroch. Aj tu sme pouzili prezyvku plt pre kolekciu matplotlib.pyplot . Funkcia
plt.plot() pripravi pozadovany graf, ale az plt.show() ho zobrazi v grafickom vystupe
pocitaca.
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Do grafu mézeme vyniest viacero kriviek a oznacenie osi zariadi dvojica metdd plt.xlabel() a
plt.ylabel() . Je vhodné pridat aj legendu, aby sme vedeli rozliSit' jednotlivé krivky. Po
Specifikacii parametra label v metdéde plt.plot() zobrazi metdéda plt.legend() v grafe
legendu. Cast kédu na vykreslenie kompletného obrazku méze vyzerat takto:

plt.plot(le3*N.wl, N.n, label="realna cast")
plt.plot(le3*N.wl, N.k, label="imaginarna cast")
plt.xlabel("vlnova diZka nm")

plt.ylabel("index lomu a. u.")

plt.legend()

plt.show()
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V grafe je vinova diZka v nanometroch, &o je v optike beznejsie, nez mikrometre. V argumente
funkcie plt.plot() sme vynasobili pole vinovych dizok N.wl &islom 103, nakolko pévodné
hodnoty v datovom subore boli v mikrometroch.

Cely program na nakreslenie grafov realnej a imaginarnej &asti indexu lomu od vinovej dizky z
externych dat v csv subore je prekvapivo jednoduchy:

import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt

File = "Si_Schinke.csv"
N = pd.read_csv(File, sep = "\t")

plt.plot(le3*N.wl, N.n, label="realna cast")
plt.plot(le3*N.wl, N.k, label="imaginarna cast")
plt.xlabel("vlnova diZka nm")

plt.ylabel("index lomu a. u.")

plt.legend()

plt.show()

Index lomu pri flubovorlnej vinovej dizke

Hodnoty indexu lomu kremika v datovom subore z predchadzajuceho prikladu su uvedené iba pre
niektoré vinové dizky v rozsahu od 250 nm do 1460 nm s 1-nanometrovym krokom. Povedzme,
Ze chceme zistit index lomu pri vinovej dizke z uvedeného rozsahu, ktora sa ale v stibore hodnot
nenachadza. Aky je, napriklad, index lomu kremika pre vinovu dizku svetla 633 nm? Je to vinova
dizka gerveného svetla héliovo-nednového (He-Ne) lasera. Najblizsie pozname hodnoty pre
vinové dizky 630 alebo 640 nm. Matematicka metéda odhadu chybajucich hodnét v rade Gdajov



sa nazyva interpolacia. NajjednoduchSiu interpolaciu urobime tak, ze vezmeme najblizSiu hodnotu
indexu lomu, teda pre vinovu dizku pre 630 nm. Odhad mézeme spresnit tak, Ze vezmeme aj
hodnotu indexu lomu pri dal$ej vinovej dizke, 640 nm a urobime aritmeticky priemer. Toto tiez
nemusi byt uspokojivé.

V subore dat, aky mame k dispozicii, t. j. mame dostatok experimentalnych udajov, ktorych zmeny
su vzhlfadom na krok pozvolné, mézeme pouzit' na interpolaciu tzv. kubicky splajn. Metoda vezme
Styri po sebe nasledujuce body a aproximuje ich polynébmom 3. stupna, potom vezme dalSie Styri
hodnoty a tak preskenuje cely subor. Na hraniciach Stvoric bodov aplikuje podmienku spojitosti
druhej derivacie. Ziskame tak segmentovany polynom tretieho stupna, ktory spojito aproximuje
diskrétne udaje az do druhej derivace.

Na najdenie hodnoty indexu lomu pouZijeme metddu scipy.interpolate.CubicSpline() z
kniZnice na spracovanie vedeckych dat scipy . Do tejto funkcie vstupuju dve linearne polia s
rovnakou diZkou, pdvodné diskrétne x-ové a y-ové udaje. Vystupom funkcie je aproximaény

polynom, z ktorého ziskame y-ové hodnoty pre fubovolné x.

import pandas as pd
from scipy.interpolate import CubicSpline

File = "Si_Schinke.csv"
N = pd.read_csv(File, sep = "\t")

Nspline = CubicSpline(N.wl, N.n + 1j*N.k)

print(Nspline(0.633))

(3.8633697139619376+0.01579741547718U7283)

Index lomu kremika pre vinovu dizku 633 nm je 3,863 + 0,015797i. Index lomu pri najblizse;
vinovej dizke 630 nm v subore je 3,869 + 0,016268i. Relativny rozdiel imaginarnej asti je —2,8 %.

¢/ Poznamka

V programe sa objavil dalSi spésob importu objektu z externej kniznice. Ak chceme uSetrit
pamat a zrychlit interpreter, méZeme z externej triedy importovat' iba niektoré objekty alebo
metody. Na to sluzi syntax from ... import.V predchadzajucom kode sme z celej
mohutnej kolekcie scipy.interpolate importovali iba metédu CubicSpline.

Zmysel kubického splajnu je zrejmy z nasledujuceho grafu. Vidime iba Cast’ spektra imaginarne;j
Casti indexu lomu kremika. Modré body su pévodné hodnoty zo zdrojového csv suboru. OranZova
prerusovana Ciara je kubicka aproximacia tychto hodnot metédou CubicSpline() . Realne
namerané body lezia na aproximacnej krivke, navySe vyhladenie celkom realisticky dokresluje
maximum, ktoré sa v povodnom subore hodndt nenachadza.
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Skript, pomocou ktorého sme obrazok vytvorili, uvadzame kvéli Uplnosti a nebudeme ho zatial
hibSie vysvetlovat’

import numpy as np

import pandas as pd

from scipy.interpolate import CubicSpline
import matplotlib.pyplot as plt

import locale

File = "Si_Schinke.csv"
N = pd.read_csv(File, sep = "\t")
Nspline = CubicSpline(le3*N.wl, N.n + N.kx*1j)

wl = np.linspace(250, 340, 101)

locale.setlocale(locale.LC_ALL, 'sk_SK')

plt.rcParams['axes.formatter.use_locale'] = True
plt.plot(le3*N.wl[0:10], N.k[0:10], 'o', label = "povodné hodnoty")
plt.plot(wl, Nspline(wl).imag, '--', label = "kubicky splajn")
plt.legend()

plt.xlabel("vlnova dizka nm")

plt.ylabel('index absorpcie a. u.')

plt.title("UkaZzka kubického vyhladenia diskrétnych hodnot")
plt.show()

Logaritmicka os indexu absorpcie



Treba zdéraznit, Ze aj ked sa index absorpcie 0,016 pre vinovu dizkun 633 nm zda byt maly,
kremik je pre ervené svetlo stale nepriehladny. Hibka prieniku je iba 6 um a dosti¢ka s hrubkou 1
mm je Uplne nepriehlfadna. Kremik za¢ina absorbovat v blizkej infraCervenej oblasti priblizne od
1100 nm. Pre vad&sie vinové dizky je priehladny. Tento fakt lep$ie vidiet z graf indexu absorpcie v
logaritmickej mierke. Logaritmicku y-ovu os nastavi metéda plt.yscale('log'):

import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt

File = "Si_Schinke.csv"
N = pd.read_csv(File, sep = "\t")

plt.plot(le3*N.wl, N.K)

plt.axvline(x = 1100, color = 'gray', linestyle = '—--')
plt.xlabel("vlnova diZka nm")

plt.ylabel('index absorpcie a. u.')

plt.yscale('log"')

plt.title("Index absorpcie kremika")

plt.show()

Index absorpcie kremika
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¢/ Poznamka

Do obrazku sme pridali na zviditefnenie hodnoty 1100 nm na x-ovej osi vertikalnu Ciaru v
polohe, ktoru treba $pecifikovat v argumente funkcie plt.axvline() . Dal$ie parametre



funkcie su zrejmé: color = 'gray' nastavi siva farbua linstyle = '--' znamena
Ciarkovany typ Ciary.

Hibka vniku

Vzdialenost v prostredi, na ktorej poklesne intenzita Ziarenia na 1/e? pévodnej hodnoty, je hibka
vniku. Intenzita ziarenia klesa exponencialne podfa Lambertovho-Beerovho zakona vzhfadom na
imaginarnu ¢ast indexu lomu n”:

4
I(¢) = Ipexp <—T7Tn"€>

Hibka prieniku ¢ je taka vzdialenost, pri ktorej sa argument v exponente rovna —2. Odtial vyplyva,
Ze

A

~ 27n/

Nasledujuci skript nakresli graf hibky prieniku Ziarenia v kremiku pre jednotlivé vinové dizky.

import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt

File = "Si_Schinke.csv"
N = pd.read_csv(File, sep = "\t")
Delta = N.wl*le-6/(2*np.pi*N.K)

plt.plot(le3*N.wl, Delta)

plt.yscale("log")

plt.axvline(x = 1100, color = 'gray',6 linestyle = '--')
plt.xlabel("vlnova diZka nm")

plt.ylabel("hilbka vniku m")

plt.title("Hlbka vniku svetla do kremika")

plt.show()
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/ Poznamka

Zastavime sa pri vypoc&te premennej Delta . Najprv sme vynasobili pole vinovych diZzok
N.wl &islom 107%, pretoze vinové dizky st v mikrometroch a hibku prieniku chceme mat v
metroch. Potom sme ho delili vyrazom 2mn; podla vztahu pre hibku vniku. Ludolfovo &islo
je definované v kniznici numpy , preto ho musime volat ako vlastnost tejto triedy, teda
np.pi. Zaujimavé na celom vyraze je to, Ze sa v sucCine a podiele nachadzaju polia N.wl a
N.k, ale aj skalarne konstanty ako spominané =. Zakladné binarne operacie: scitanie,
nasobenie, podiel, rozdiel, ale aj celo€iselna mocnina su v Pythone implementované tak, ze
ak sa vo vyraze objavi pole, znamena to operaciu po zlozkach. Podmienka je, aby mali polia
rovnaky tvar a velkost.

Tato vlastnost spomenutych matematickych operacii je délezita najma pre pouzivatefov
Matlabu, pretoze tam je situacia ina. Ak sa symbol nasobenia alebo delenia objavi medzi
vektormi, ide o karteziansky sucin vektorov alebo nasobenie matic. Zlozkové nasobenie poli
sa oznacuje bodkou pred operatorom, teda .* a ./.V Matlabe by vypocet § vyzeral takto:
Delta = N['wl']*1e9./(2*pi*N['n']).

Pre Ziarenie s vinovou dizkou 1100 nm je hibka vzniku do kremika 5,8 mm a dalej prudko klesa
zo zvySujlcou sa vinovou dizkou, pri 1200 nm je to uz 1,4 metra, &o znamena, Zze milimetrovy
kremikovy substrat je prakticky priehladny.



Vypocitajte relativnu permitivitu materialu, ktory ma index lomu 0,424 a index absorpcie
2,47. N-ta mocnina y = ¥ ma v Pythone syntax: y = xx*N .

Viytvorte graf zavislosti redlnej a imaginarnej &asti permitivity kremika od vinovej dizky,
ako aj od frekvencie a energie foténu.

Nakreslite graf zavislosti indexu lomu a permitivity SiO, podla udajov z databazy

refractiveindex.info: https://refractiveindex.info/?

shelf=main&book=SiO2&page=Lemarchand.

Nakreslite graf zavislosti indexu absorpcie a hibky vniku galiumarsenidu (GaAs),
galiumfsofidu (GaP) a galiumnitridu (GaN) v logaritmickej mierke. Odhadnite najmensiu
vinovu dizku, pri ktorej mdZeme tieto polovodice este povazovat za priehladné.
Vysledky porovnajte s hodnotami absorpcnej hrany jednotlivych materialov


https://refractiveindex.info/?shelf=main&book=SiO2&page=Lemarchand

