Cauchyho model

Vacsina priehladnych neabsorbujucich materialov, ako su optické skla maju vo viditelnej oblasti
svetla index lomu, ktory zavisi od vinovej dizky priblizne ako 1/A%. Hovorime o tzv. normainej
disperzii. Tento disperzny vztah objavil pri analyze experimentalnych dat francuzsky optik a
matematik Augustin-Luis Cauchy v roku 1837.

Na lepsi opis niektorych materialov pouzivame aj ¢leny vy$8ich radov 1/)%, 1/, atd.

Optické sklo BK7

Ide o najpouzivanejsi typ skla v optike zname aj ako korunové sklo. Vo viditelnom svetle ma
index lomu len o nie€o vacsi ako 1,5. Jeho Cauchyho parametre su: A = 1,5046,

B = 3,54 .103 um?. Nasledujuci program nakresli graf zavislosti indexu lomu tohto skla od
vinovej dizky v rozsahu 370 nm az 780 nm.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import locale
locale.setlocale(locale.LC_ALL, "sk_SK")
plt.rcParams["axes.formatter.use_locale"] = True

def (w, a, b):
return a + b/w*%2

lambdaMin 0.370

lambdaMax 0.780

numPoints = 101

wl = np.linspace(lambdaMin, lambdaMax, numPoints)
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plt.plot(le3*wl, Cauchy(wl, A, B))

plt.xlabel("vlnova diZka nm")
plt.ylabel("index lomu")

plt.title("Index lomu optického skla BK7")
plt.show()
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Meranie Cauchyho parametrov (flintové sklo SF10)

Povedzme, Ze sme meranim indexu lomu dalSieho délezitého typu skla, tzv. flintového skla SF10
v laboratériu ziskali nasledujucu tabulku:

vinova dizka nm index lomu

410,175 1,7730
434,047 1,7626
486,134 1,7464
546,073 1,7343
589,592 1,7280
656,281 1,7209

Toto sklo sa vyraba pridanim primesi olova do Cistého skla. Dosahuje sa tak vacsi index lomu, az
1,8. Takéto sklo mava tiez vacsiu disperziu. Kombinaciou korunového skla (BK7) a flintového skla
(SF10) sa eliminuju sférické a chromatické aberacie optickych sustav.

Cauchyho parametre najdeme aproximaciou (fitovanim) experimentalnych dat matematickym
modelom metédou najmensich Stvorcov. PouZijeme na to metddu curve_fit() z triedy

scipy.optimize:

import numpy as np
import pandas as pd



from scipy.optimize import curve_fit
import matplotlib.pyplot as plt

# Nastavenie desatinnej c¢iarky v grafe namiesto bodky
import locale

locale.setlocale(locale.LC_ALL, "sk_SK")
plt.rcParams["axes.formatter.use_locale"] = True

def Cauchy (w, a, b, c):
return a + b/wx*2 + c/w*xx*l

nMeas = np.array([[0.410175, 1.7730],
[0.430047, 1.7626],
[0.486134, 1.7464],
[0.546073, 1.73u3],
[0.589592, 1.7280],
[0.656281, 1.7209]11)
nMeasF = pd.DataFrame(nMeas, columns=["wl", "n"])

fitPar, fitCov = curve_fit(Cauchy, nMeasF.wl, nMeasF.n)

lambdaMin = 0.370

lambdaMax = 0.780

numPoints 101

wl = np.linspace(lambdaMin, lambdaMax, numPoints)

plt.plot(le3*wl, Cauchy(wl, *fitPar), "--", label="Cauchyho model")
plt.plot(le3*nMeasF.wl, nMeasF.n, "o", label="meranie")

plt.xlabel("vlnova dizka nm")
plt.ylabel("index lomu")

plt.title("Index lomu optického skla SF10")
plt.legend()

plt.show()
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V programe sme namerané udaje zadali ruéne do dvojstipcovej matice np.array() . Vinové dizky
v mikrometroch su Ciselne blizSie k jednotke, nez v nanometroch, ¢o je v numerickych vypoc&toch
vyhodné. Potom sme maticu previedli na tabulku udajov triedy pandas metodou

pd.Dataframe() . Tento krok nie je nevyhnutny, umoznuje vSak prehladnejSiu manipulaciu s
datami. Samotnu matematicku aproximaciu vykona spominana funkcia curve_fit() . Vstupuje
do nej nazov funkcie, ktorej parametre hfadame, x-ové a y-ové hodnoty. Na vystupe ziskame pole
parametrov fitPar a kovarianénu maticu fitCov, z ktorej méZzeme odhadnut’ neistoty ziskanych
parametrov.

Na zaciatku kédu sme definovali funkciu Cauchy() , ktort posupne vola metéda curve_fit() a
optimalizuje jej parametre. Tentokrat sme pouZili Cauchyho model s tromi ¢lenmi, teda

Dvojclenny model neaproximuje data flintového skla SF10 dostatoCne.

() Uloha

MézZete program modifikovat tak, aby pracoval iba s dvomi parametrami A a B. Vysledky
potom porovnajte.

Vysledné hodnoty aproximacie su uloZzené v premennych fitPar a fitCov. Funkcia print()
umoznuje formatovany vystup v terminali:

print("A = %5.7f +/- %1.1e\nB = (%1.5e +/- %1.1le) um"2\nC = (%1.5e +/- %1.1le)
um*d" % (fitPar[0], fitCov[0,0], fitPar[1], fitCov[1,1], fitPar[2],



fitCov[2,2]1))

p =
]

1.6957648 +/- 3.3e-07
(9.49756e-03 +/- 8.9e-08) um”2
(5.86310e-04 +/- 1.3e-09) um"4

Pouzity sp6sob formatovania textového vystupu alebo vstupu pochadza z programovacieho
jazyka c.

Dalsi délezity parameter pri aproximacii byva suma $tvorcov rezidui oznaovana ako x?:

N
X = [n(\) — (X))
=1
kde n je index lomu vypocitany pomocou Cauchyho vztahu, n,, su odmerané hodnoty indexu
lomu, \; su vinové dizky z tabulky odmeranych dat a N je po&et odmeranych bodov. Pri
aproximac¢nej metode najmensich Stvorcov je x? veligina, ktord curve_fit() minimalizuje

v jednotlivych iteraciach vypoc€tu vhodnou zmenou parametrov modelu, ktoré su v naSom pripade
veli¢iny Cauchyho parametre A, B a C. Velkost x? predstavuje mieru toho, Ze hodnoty ziskané v
experimente lezia na aproximacnej krivke. Zobrazime ju v terminali nasledujucim spésobom:

print("Chi2 = %1.3e" % ((Cauchy(nMeasF.wl, *fitPar) - nMeasF.n)#*x2))
Chi2 = 3.485e-08

¢/ Poznamka

V programe sme pri kresleni grafov pouZili modifikator hviezdicka pred meno premennej
fitPar. Funkcia Cauchy() oCakava podla deficie na vstupe Styri parametre: pole vinovych
dizok, Cauchyho parametre A, B a C. Tie su ale prvkami pola fitPar . Hviezditka rozbali
pole na jedntolivé prvky a posle ich do funkcie ako skalarne premenné. Zapis Cauchy(wl,
xfitPar) je teda skratka zapisu Cauchy(wl, fitPar[0], fitPar[1], fitPar[2]).

@ Ulohy

Najdite Cauchyho koeficienty realnej Casti indexu lomu tenkej vrstvy SiO, z databazy

refractiveindex.info. Pripravte si vhodny csv subor a nacitajte ho do datového ramca.
Potom ho aproximujte Cauchyho modelom pomocou funkcie curve_fit() .V rozsahu
viditefného svetla postaci jednoduch$i model s dvomi parametrami.

Abbého cislo



Ak index lomu klesa s vinovou dizkou, hovorime o normélinej disperzii. V opaénom pripade ide o
tzv. anomalnu disperziu. Tu treba podotknut, Ze neexistuje latka s konstantnym indexom lomu.
Material mé6ze mat len silnejSiu alebo slabs$iu disperziu. Disperzné vlastnosti optickych skiel
opisuje tzv. Abbého cislo

Vi = ng — 1

ng — N¢

kde nq, nr @ nc su tri indexy lomu skla z réznych Casti spektra vo viditelnej oblasti. Pismena d, F,
a C su tzv. Fraunhoferove symboly. Zodpovedaju emisnym Ciaram beznych zdrojov, ktoré boli v
minulosti k dispozicii v kazdom laboratdriu:

Fraunhoferov symbol vinova dizkav nm prvok farba

F 486,13 H modra
d 587,56 He ZIta
C 656,27 H céervena

Cim je Abbého &islo vad&sie, tym ma material mensiu disperziu.

Napiste program na vypocet Abbého €isla zo zadanych Cauchyho koeficientov.

Modifikujte skript tak, aby vedel urcit Abbého Cislo z nameranych udajov v csv subore.
Pouzite pri tom funkciu CubicSpline() .



