Lorentzov model

Atomy dielektrickej latky su timené elektrické oscilatory. VSetky oscilatory maju vlastnu
rezonan¢nu frekvenciu wy a faktor timenia . Ak takyto oscilator interaguje s harmonickym
elektrickym pofom, dochadza k jeho rozkmitaniu a teda aj k Casovej perieodickej zmene jeho
elektrického dipolového momentu. Objemova hustota oscilatorov pozname ako vektor polarizacie
P. Pomocou materialového vztahu Py = eo(1 — €) Ep nadjdeme Lorentzov vztah pre zavislost
komplexnej relativnej permitivity od frekvencie
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Tato funkcia opisuje fyzikalny systém s rezonanénou frekvenciou blizkou wy. Bezrozmernu
veli¢inu f nazyvame sila oscilatora.

Pre lepSiu predstavu nakreslime graf zavislosti redlnej a imaginarnej €asti relativnej permitivity od
frekvencie w, ktord budeme Skalovat voci vlastnej frekvencii wy. Urobime to tak, Ze cely zlomok
vydelime druhou mocninou vlastnej frekvencie:
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Je to vyhodné, pretoze takto méZeme pracovat s relativnymi veli€¢inami a namiesto stoviek
teraherzov staci pouzivat' prijemné Cisla okolo jednotky. Riadiace pole uhlovych frekvencii v
programe na vykreslenie zavislosti bude nadobudat hodnoty od 0 do 2wy. Faktor timenia zadame
taktiez ako nasobok wy, povedzme vy = 0,25wy

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import locale

locale.setlocale(locale.LC_ALL, "sk_SK")
plt.rcParams["axes.formatter.use_locale"] = True
plt.rcParams["axes.formatter.use_mathtext"] = True

def (x, F, G):
return 1 + F/(1 — x**2 — 1j*G*x)

omegaMin = 0
omegaMax 2.0
numPoints = 501

omega = np.linspace(omegaMin, omegaMax, numPoints)

f=1.0
gamma

0.25

eps = LorentzEps(omega, f, gamma)



plt.plot(omega, eps.real, label="realna cast")
plt.plot(omega, eps.imag, label="imaginarna cast")

plt.grid(True)
plt.xlabel("$\omega/\omega_0$")
plt.ylabel("relativna permitivita")
plt.title("Lorentzov model")
plt.legend()

plt.show()
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Imaginarna Cast' permitivity je symetricka pikova funkcia, tzv. Lorentzova krivka. Maximalnu
hodnotu dosahuje pre rezonanénu frekvenciu wg = 1/ w3 — v2/4, ¢o je v nasom pripade pre

v = 0,25wo bod w/wy = 0,992. Cim je maximum uZ$ie, tym je vysSie. Sirka maxima v polovici
amplitudy krivky (FWHM) sa rovna prave parametru . V predchadzajucom kdéde nahradime Cast,
ktora vykresluje graf nasledujucimi riadkami:

plt.plot(omega, LorentzEps(omega, 1.0, 0.25).imag,
label="$\gamma = 0{, }25\omega_0$")

plt.plot(omega, LorentzEps(omega, 1.0, 1.0).imag,
label="$\gamma = 1{, }00\omega_0$")

plt.xlabel("$\omega/\omega_0$")
plt.ylabel("imaginarna cast relativnej permitivity")
plt.title("Lorentzov model")



plt.legend()
plt.show()
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Vidime, Ze okrem poklesu maxima doSlo aj k posunutiu rezonanénej frekvencie do bodu 0,866wy.

Realna Cast’ permitivity méze v okoli rezonancnej frekvencie nadobudat aj zaporné hodnoty.
Index lomu je v8ak stale kladny. Nakolko bezne maju zapornu permitivitu kovy, hovorime, ze z
optického hlfadiska ma dielektrikum v tejto oblasti kovovy charakter.

Normalna a anomalna disperzia

Priebeh indexu lomu vykreslime jednoducho tak, Ze odmocnime permitivitu pouzitim funkcie
np.sqrt() . Tato metdda na rozdiel od c.sqrt() odmocni celé pole naraz. Index lomu
vykreslime v zavislosti od vinovej diZky, pricom vyuZijeme to, Ze w/wy, = Ag/, kde A, je vinova
dizka svetla vo vakuu zodpovedajuca rezonanénej frekvencii w.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import locale

locale.setlocale(locale.LC_ALL, "sk_SK")
plt.rcParams["axes.formatter.use_locale"] = True
plt.rcParams["axes.formatter.use_mathtext"] = True

def (x, F, G):
return 1 + F/(1 - x**2 - 1j*G*x)



omegaMin = 0.4

omegaMax = 10.0

numPoints = 1001

omega = np.linspace(omegaMin, omegaMax, numPoints)

f=1.0
gamma = 0.25

n = np.sqrt(LorenzEps(omega, f, gamma))

plt.plot(1/omega, n.real, label = "realna cast")
plt.plot(1/omega, n.imag, label = "imaginarna cast")
plt.legend(frameon = False)

plt.xlabel("vlnova dizka $\lambda/\lambda_0$")
plt.ylabel("index lomu $n$")

plt.title("Lorentzov model - index lomu")

#tvyznacenie oblasti anomalnej disperzie
limits = plt.axis("tight")
plt.fill_between([0.74, 1.11], limits[3], limits[2], alpha = 0.2)
plt.annotate("oblast anomdalnej\ndisperzie",
xy = (0.93, 0.9), xytext = (1.3, 0.85),
arrowprops = dict(color = "grey", shrink = 0.07,
width =
0.5,headwidth = 6))

plt.annotate("$\siml/\lambda”2$", xy = (1.65, 1.43))

plt.show()



Lorentzov model - index lomu

2,00
—— redlna cast

imaginarna cast

1,75 A
1,50 A

1,25 -

1,00 A oblast anomalnej
disperzie

index lomu n

0,75 4

0,50 A

0,25 A

0,00 A

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
vinové dizka A/Ag

Aby sme sa vyhli deleniu nulou pri vypoéte pola vinovych dizok, zmenili sme zagiato&nu
frekvenciu omegaMin na hodnotu 0,4.

Mo6Zeme si v8imnut, Ze napravo od rezonanénej vinovej dizky (maximum absorpcie) kleséa redlna
¢ast indexu lomu priblizne ako 1/)2. To je zavislost, ktort objavil Cauchy analyzou
experimentalnych dat. Takéto spravanie sa indexu lomu nazyvame normalna disperzia. V okoli
maxima absorpcie v8ak pozorujeme narast indexu lomu s vinovou diZkou. Ide o oblast tzv.
anomélnej disperzie, ktora je v grafe vyznadena modrym obdiZnikom.

/ Poznamka

Zvyrazfiujuci obdiznik sme nakreslili pomocou funkcie plt.fill_between() .
V grafe sa objavili dalSie vysvetlujuce texty a Sipka. Ich umiestnenie v obrazku zariadi
metdda plt.anotate().

Daleko od rezonancénej frekvencie, t. j. mimo oblasti absorpcie, mézeme povazovat faktor timenia
za nulovy (v = 0). Relativna permitivita bude mat podla Lorentzovho modelu iba realnu ¢ast:
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Zavedenim substiticie w = 2mc/\ a wy = 2mc/\, ziskame zavislost permitivity od vinovej dizky:
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Uvéazenim, Zze € = n? déjdeme k Sellmeierovmu vztahu
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pricom B= faC = )\(2). Sellmeier odvodil vztah ako upresnenie Cauchyho modelu pre oblast
blizkej infraCervenej a ultrafialovej oblasti opat len z experimentalnych dat. Vidime, ze ako
Cauchyho tak aj Sellmeierov model su v sulade s mikroskopickou predstavou latok ako sustavou
neinteragujucich timenych dipélovych oscilatorov. Sellmeierov model je sucet viacerych €lenov s
réznymi rezonanénymi vinovymi dizkami a s réznymi vahami. Realny material absorbuje svetlo pri
viacerych frekvenciach. Mézu to byt elektronové stavy atdbmov, molekul, vibraéné alebo rotacné
stavy molekul a iné javy vyplyvajuce so Struktury latky. V idealnom pripade, ak sa jednotlivé
absorpcéné javy navzajom neovplyviiuju, dokazeme spektrum opisat tzv. multioscilatorovym
modelom, €o je sucet Lorentzovych Clenov zodpovedajucich spominanym rezonanénym javom:
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kde e je relativna permitivita materialu pre viny s vysokymi frekvenciami. Teoreticky sa relativha
permitivita pre w — oo blizi k hodnote 1. V praxi vSak vzdy pracujeme v konecnom, zvacsa uzkom
intervale frekvencii. Rezonancéné javy, ktoré su daleko od pracovného spektralneho rozsahu
nedokazeme spolahlivo detailne vyjadrit, preto ich nahradime predstavou, Ze spésobuju mierne
zvySenie realnej Casti relativnej permitivity o hodnotu e, — 1. Kazdy oscilator je charakterizovany
tromi parametrami: vaha oscilatora f;, vlastna frekvencia oscilatora w; a faktor timenia ;.

Nanometre a elekténvolty

Cauchyho a Sellmeierov model pracuje s vinovou dizkou Ziarenia, zatial' 8o Lorentzov model
predpoklada zavislost od frekvencie alebo od uhlovej frekvencie. Ak hovorime o vinovej dizke,

myslime tym vinovu diZku A svetelnej viny vo vakuul'l;
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Ide teda o veli€inu, ktora jednoznacne suvisi s frekvenciou a je umerna jej prevratenej hodnote.
Kons&tanta umernosti je rychlost svetla vo vakuu. V principe je teda jedno, ¢i hovorime o

frekvencii alebo o vinovej dizke (vo vakuu), pretoZe je medzi nimi jednoznaény vztah.

V optike asto pouzivame prave vinovu dizku vyjadrent v nanometroch, pripadne v
mikrometroch. Vacsinou sa stretneme s vinenim od 200 nm, ¢o zodpoveda ultrafialovej (UV)
oblasti aZ po 2 um v blizkej infragervenej (IC) oblasti. V strede spektra viditelného Ziarenia lezi
zelené svetlo s vinovou diZkou 550 nm = 0,55 pm.

Spomenutym hodnotam zodpovedaju nasledujuce frekvencie:

vinova dizka frekvencia energia fotonu farba
200nm = 0,2pum 1500 THz 6,2 eV uv
400nm = 0,4pum 750 THz 3,1eV fialova

550 nm = 0,55 um 545 THz 2,3eV zelena



vinova dizka frekvencia energia fotonu farba
700nm = 0,7um 429 THz 1,8 eV Cervena
2000nm = 2pm 150 THz 0,62 eV IC

Energia fotonu suvisi s frekvenciou elektromagnetickej viny podfa Planckovho vztahu
E =hf

kde h = 6,62607015. 10 3* m? kgs~! je Planckova konstanta. Ak do Planckovho vztahu dosadime
frekvenciu v herzoch, dostaneme energiu foténu v jouloch, pricom 1 J = 1 CV (coulombvolt).
Jeden elektrénvolt je teda 1eV = 1,60217663 . 101 J, pretoZze e = 1,60217663 . 10~ C je velkost
naboja elektronu. Vzhladom na vztah medzi vinovou dizkou a frekvenciou, mézeme energiu
foténu v elektronvoltoch vyjadrit’ nasledujucim spésobom:
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V tomto vztahu vystupuju tri zakladné fyzikalne konStanty: Planckova kons&tanta, rychlost svetla
vo vakuu a elementarny naboj. Dosadenim hodnét konstant a uvazovanim vinovej dizky v
nanometroch ziskame prakticky vztah:
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Strucéne

Farba svetla je urCena frekvenciou. Frekvenciu méZeme udavat aj v elektronvoltoch, ¢o je
praktické, pretoze viditelné svetlo ma fotdny s energiou v rozsahu od 1,6 eV do 3,1 eV. V optike
pracujeme s vinovymi dizkami v nanometroch, ktoré st imerné prevratenej hodnote frekvencie.
Viditelné svetlo je v rozsahu (380 nm az 780 nm). Medzi energiou fotonu v elektrénvoltoch a
vinovou dizkou v nanometroch je jednoduchy prevodovy vztah: E = (1240/\) nmeV alebo

A= (1240/FE)nmeV.

V oblasti anomalnej disperzie nadobuda index lomu hodnoty menSie nez 1. Fazova
rychlost optickej viny je teda vacsia nez c¢. Napiste program, ktory vypocita pomer
vinovej dizky svetla a hibky prieniku pre frekvenciu, na ktord pripada minimum reélne;
Casti indexu lomu. VSimnite si, Ze tento pomer je mensSi nez jedna, o znamena, Ze vina
sa v prostredi takmer nesiri.

Napiste program, ktory bude fitovat realnu ¢ast’ indexu lomu zadaného ako Lorentzov
model podla prikladov v texte pomocou Cauchyho a Sellmeierovho modelu v oblasti
normalnej disperzie.

Najdite parametre dvojoscilatorového modelu indexu lomu vody podfa experimentalne
ziskanych dat z databazy refractiveindex.info: https://refractiveindex.info/?
shelf=main&book=H20&page=Warren-1984 rozsahu vinovych diZok od 127,2 nm do
4,348 um.



https://refractiveindex.info/?shelf=main&book=H2O&page=Warren-1984

1 Vinova dizka v prostredi s realnym indexom lomu n je n-krat krat$ia: A, = A\/n. NavySe je to zlozZita
funkcia frekvencie.



