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ELEKTROSTATICKE POLE

Elektrostatickym pol'om, teda pol'om v okoli elektricky nabitych telies ktoré sa
vzhl'adom na vztazni sustavu spojent s pozorovatelom nepohybuji, sa zaobera
elektrostatika. Opisuje tieto javy vo vakuu, ale aj v prostrediach, najmé dielektrikach
(v casti 8.2). Elektrostatika je sucastou elektrodynamiky, vednej discipliny
zaoberajucej sa vSeobecnym vzajomnym posobenim elektricky nabitych telies, vratane
vzajomne sa pohybujucich. Toto vzijomné posobenie sprostredkuje elektromagnetické
pole, ¢im sa rozumie sprostredkovatel’ tohto posobenia. Pozorovatel’ vo svojej vztaznej
sustave pozoruje sily dvojakého druhu pdsobiace na elektricky naboj — sily elektrické
a sily magnetické. Magneticka sila zavisi od velkosti a smeru rychlosti elektricky
nabitej Castice, ktorou sa pohybuje vzh'adom na pozorovatel'ovu suradnicovu sustavu.
Za elektrické sa povazuju sily, ktoré od rychlosti Castice nezavisia (neuvazujeme
rychlosti blizke rychlosti svetla).

Potrebné vedomosti

Treba poznat’ zakladné pojmy zavedené v mechanike, ako sila, praca, energia. Opis
elektrostatického pol'a je dosledne vektorovy, preto vedomosti aj z tejto oblasti su
potrebné, vratane pouZzitia operatora nabla, opisaného v kapitole o vektoroch (gradient,
divergencia, rotacia). Znalost’ diferencidlneho a integrilneho poctu je rovnako
nevyhnutna, vratane jeho aplikacii na vektorové funkcie, ako derivacia skalarnej 1
vektorovej funkcie viacerych premennych.
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8.1 Zakladné pojmy

KPucové slova

elektrostatika, elektricky naboj, bodovy nédboj, elementirny naboj, hustota naboja
(diikové, plosnd, objemova), elektricka sila, Coulombov zakon, elektrostatické pole,
intenzita elektrického pola, siloCiara, potencidl elektrického pol'a, elektrické napétie,
ekvipotencidlna plocha, Gaussov zdkon

8.1.1 Elektricky naboj

KI'tCovym pojmom nauky o elektrine, ale aj o magnetizme, je elektricky naboj.
Elektricky naboj v prirode nejestvuje ako samostatnd realita, ale je vzdy viazany na
elementarne Castice, ako napr. elektron ¢i proton. Ak sa elektricky naboj prendsa
z jedné¢ho telesa na in€, tak iba prostrednictvom tychto Castic, ale v zdujme stru¢nosti
vyjadrovania v d’alSom texte sa ¢asto bude pisat’ iba o elektrickom nédboji. Od zaciatkov
pozorovania elektrickych javov bolo zname, Ze v prirode sa vyskytuju dva druhy
elektrického ndboja, ktorym Benjamin Franklin (1709 — 1790) dal meno kladny
a zaporny naboj. Pravdepodobne ho k tomu viedla skuto¢nost’, Ze pri vloZeni rovnakych
mnozstiev dvoch druhov nabojov na jedno teleso, toto zostane elektricky neutralnym,
ako keby na telese bol nulovy ndboj. Podobne ako stcet dvoch c¢isel s rovnakou
absolutnou hodnotou ale s opacnymi znamienkami poskytne nulovy vysledok. Treba si
vS§ak uvedomit’, Ze pomenovanie kladny a zdporny je iba konvencia, ze to nesuvisi
s fyzikalnou podstatou javu. Naboje mohli byt pomenované aj inak, napr. ndboj typu A
a typu B. Kladny naboj je prisudeny protonu, zaporny elektrénu, ale mohlo to byt aj
naopak.

Ak sa elektricky naboj vzhl'adom na pozorovatela nepohybuje, pozorovatel
vnima iba tzv. elektrostatické pole. Sily, ktoré pdsobia medzi nepohybujicimi sa
nabojmi, su elektrické. Ak sa elektricky nédboj vzhl'adom na pozorovatela pohybuje,
vznikd v jeho vztaznej sustave elektricky prad, a v jeho okoli magnetické pole.

Uveden¢ javy mozno kvantitativne opisat F

1

fyzikalna veli¢ina. To znamend dohodnut’ sa na o O ® 0

spOsobe merania velkosti ndboja (zaviest’” spdsob 0 O - @ O
merania) a dohodnut sa na jeho jednotke. F»

iba vtedy, ak sa elektricky naboj zavedie ako

Pritomnost’ elektrického naboja sa posudzuje podla
silového podsobenia. Preto je logické, ze pomer Obr. 8.1.1.1

velkosti dvoch ndbojov Q; a Q, sa uréuje z

pomeru velkosti sil, ktorymi tieto ndboje pdsobia na iny ndboj, napr. Q*, a to bez ohl'adu
na to, ¢i ide o sily pritazlivé, alebo odpudivé, t. j. ¢i naboje maju rovnaké, alebo opacné
znamienka. Aby sa nekomplikoval zapis vzt'ahov znackami absoltitnej hodnoty nabojov,
budeme uvazovat’ iba s kladnymi ndbojmi. Zakladny defini¢ny vzt'ah ma potom tvar



& = i , (8.1.1.1)
Q F
kde F; je velkost sily, ktora posobi medzi ndbojmi Q; a Q* a F, velkost sily
pdsobiacej medzi nabojmi Q, a Q. Pritom je vel'mi ddlezité, aby v obidvoch pripadoch
vzdialenost’ medzi ndbojmi bola rovnaka, lebo elektricka sila posobiaca medzi ndbojmi,
ako Ch. A. Coulomb zistil uz v roku 1785, sa zmensuje s druhou mocninou vzdialenosti.
Spdsob merania sil tu nebudeme rozvadzat’, je to experimentalne nadro¢na tloha, hoci ju
Coulomb zvladol uz na konci 18. storocia. NavySe treba uviest’, Ze rozmery teliesok na
ktorych sa naboje nachadzaji, musia byt v porovnani so vzdialenostou medzi nimi
zanedbatel'né. Preto sa v extrapolécii hovori o bodovych nabojoch.
Ak zvolime urcity naboj Q, za jednotkovy F
(z praktického hladiska je dolezité, aby ho bolo 0 O = - @ O
mozné jednoducho a spolahlivo realizovat a
reprodukovat’), potom velkost' iného ndboja Q Qo O -—> @ O

mozno urCit’ na zdklade defini¢nej timery Fo
Obr. 8.1.1.2
¢ _f (8.1.1.2) :
Q K’ o

kde F a F, st velkosti elektrickych sil, ktoré posobia medzi ndbojom Q* a ndbojmi
Q resp. Q,.KedZe sa ¢iselna hodnota nédboja Q, rovna jednotke, zo vzt'ahu (8.1.1.2)
vyplyva, Ze ¢iselnd hodnota ndboja Q sa rovna podielu sil F/F,.

Jednotka elektrického naboja v sustave SI ma nazov coulomb (znacka C). Jeden
coulomb predstavuje elektricky naboj, ktory prejde vlaknom 100 W ziarovky pripojene;j
na siet’ s napdatim 230 V priblizne za 2,3 sekundy. Z tohto pohladu je to jednotka
vyhovujtica praktickym potrebam. V nasledujucom c¢lanku sa vSak presvedcime, Ze
coulomb je pomerne vel’ka jednotka z hl'adiska silového posobenia medzi elektrickymi
nabojmi.

Na vytvorenie naboja velkosti 1 C treba zhromazdit' priblizne 6,24x10'®
protonov, lebo kazdy z nich ,,nesie* tzv. elementarny elektricky naboj, o je najmensi
experimentalne pozorovany naboj. Jeho velkost’ je priblizne 1,602x107" C. Rovnako
velky, ale zaporny elektricky naboj ma elektron. Z protonov a elektronov sa skladaja
vSetky telesd. Preto elektricky naboj v telesich je celo¢iselnym nasobkom
elementarneho naboja. Rovnako pri prendSani naboja na iné teleso, moéZze ho tam
pribudat’ alebo ubudat’, iba po takychto elementarnych kvantach.

Od maja 2019, podl'a novej definicie zdkladnych jednotiek v SI, je elementarny
elektricky naboj e povazovany za fundamentalnu konstantu (e = 1,602176634x107"° C,
presne), na zaklade ktorej je definovany ampér — jedna zo siedmich zakladnych
jednotiek — a tym aj coulomb, ako presny nasobok elementarneho néboja.

Elektricky naboj je veliCina, ktora sa zachovava, podobne ako iné veliiny
zavedené v mechanike. Stcet elektrickych nabojov (kladnych spolu so zapornymi)



v uzavretej sustave, t. j. sustave ktora si s okolim nevymiena Castice, sa nemeni. Tato
skuto¢nost’ sa nazyva zakon zachovania elektrického naboja.

Elektricky naboj ma vyznamné postavenie aj v teérii relativity. Zatial’ ¢o dizka
tyCe alebo Casovy interval, pozorované z r6znych inercialnych sustav maju rézne
hodnoty, elektricky naboj sa zo vSetkych inercidlnych sustav javi ako rovnako velky —
je to relativisticky invariant.

Elektricky néboj, napriek jeho nedelite'nosti na menSie ¢asti nez je elementarny
naboj, je ¢asto vhodné chapat’ ako spojito rozloZzeny na vlakne, ploche, alebo v objeme.
V pripade vldkna sa poZiva veli¢ina diZkova hustota (elektrického) naboja. Zvycajne
sa oznaCuje pismenom A a je definovand vztahom A= (dQ/dx), kde dx je
elementarna diZka vldkna, na ktort pripada naboj dQ . Ide teda o veli¢inu predstavujicu
naboj pripadajici na jednotku dizky, ktora sa vyjadruje v coulomboch na meter (C/m).
Ak je naboj rozlozeny na ploche, pouziva sa veli¢ina ploSna hustota naboja,
definovana vztahom o= (dQ/dS), kde dS je obsah elementarnej plosky, na ktoru
pripad4 naboj dQ . Vyjadruje sa v coulomboch na $tvorcovy meter (C/m?). Pri rozloZeni
naboja v objeme sa pouziva veli¢ina objemova hustota naboja, definovand vztahom
p=(dQ/d7), kde dr predstavuje element objemu. Vyjadruje sa v coulomboch na
kubicky meter (C/m?).

Priklad 8.1.1.1 Vypocitajte, aky vel’ky kladny a zdporny naboj je ststredeny v jednom
grame latky.

Riesenie: Na hmotnosti latky sa podielaju prakticky iba protony a rovnako tazkeé
elektricky neutrdlne neutrony. Bezne st v latke zastipené v pomere blizkom 1 : 1, takze
v 1 g latky je priblizne 0,5 g protéonov. Hmotnost’ protonu je 1,67x102* g, preto
v jednom grame latky je 0,5/1,67x1072*= 3x10?* protonov. Kazdy nesie 1,6x107!° C,
¢o znamena, Ze 1g latky obsahuje 3x10%° x 1,6x107"° C=47 000 C kladného i zdporného
naboja.

Kontrolné otazky

Akym sposobom sa zavadza elektricky naboj ako velicina?

Ako sa nazyva jednotka elektrického naboja v sustave SI ?

Co si predstavujeme pod pojmom bodovy niboj?

Aka castica ma elementarny elektricky naboj?

Aky velky je (radovo) elementarny elektricky naboj?

Ako by ste sformulovali zakon zachovania elektrického naboja?

NS R N~

Ako je definovanad plosna hustota elektrického naboja?

8.1.2 Coulombov zakon



Désledkom defini¢ného vzt'ahu (8.1.1.1) je vzt'ah, podl'a ktorého elektricka sila
pdsobiaca medzi dvomi nabojmi je umerna sucinu ich velkosti. O pravdivosti tohto
tvrdenia sa mozno presvedcit’ pomocou schémy vzajomného pdsobenia (Obr. 8.1.2.1),
prispdsobenej pre tento pripad. Na zaklade tejto schémy mozeme napisat’ umery:

Fi2 Fi,  Q _Fio
QIO -— O 0 E_Q_o = F12—Q_0Q2'
Fo
QIO ~— 0o o _ & g 2ty
Foo Qo PR

O @ =10n @O
a ich spojenim dostaneme pre silu F;, vysledok:

_ oo
Q5

Obr. 8.1.2.1

Fi; Q:Q, = KQ,0Q; . (8.1.2.1)

Tento vysledok nezohladnuje zévislost’ sily od druhej mocniny vzdialenosti »
medzi nabojmi, ktoru zistil Coulomb. Po jej doplneni moZno uZz napisat’ Coulombov
zakon vyjadrujuci silové pdsobenie medzi ndbojmi:

0102
F12 == KT—Z . (8122)

Velkost konstanty K = Fy,/Q2 zavisi od volby jednotky elektrického naboja
a ur€uje sa experimentalne. Ak by sa dva bodové naboje, kazdy s vel'kost'ou 1 coulomb,
nachadzali vo vakuu vo vzajomnej vzdialenosti 1 m , pdsobili by na seba obrovskou
silou

F,,=8,98x 10°N,

ktoré sa Ciselne rovna konstante K . Ak toto ¢islo zaokruhlime, hodnota konstanty K
predstavuje 9 x 10° SI jednotiek (pri hrubSom zaokruhleni 10'%). Kon$tanta K sa vSak
v SI ststave zapisuje v tvare

K= 1/(4ns),

kde & je tzv. elektricka konsStanta, u nas znama skor pod nazvom permitivita vakua.
Tato konStanta mé (priblizne) hodnotu
& =28,86 x 10712 A%s*%kg'm™ .

Poznamka: Ked' v prvej polovici 19. storocia C. F.Gauss budoval sustavu jednotiek
vhodnych aj na opis elektrickych a magnetickych javov, konstantu K polozil rovnu
bezrozmerovej jednotke. Zo vztahu (8.1.2.2) potom vyplyva, Ze jednotku elektrického
ndboja nemozno volit nezavisle, lebo jednotky dizky a sily vystupujiice v Coulom-bovom
zdkone boli uz predtym urcené v ramci sustavy CGS, v ktorej sa ako zdakladné pouzivali



jednotky gram, centimeter a sekunda. Pre rozmer elektrického naboja zo vztahu
(8.1.2.2) potom vyplyva [Q] = g"*cm?*?
3x10° — krat mensia nez jednotka coulomb.

st pricom Gaussova jednotka ndboja je

Sila je vektorova veli¢ina, preto je vhodné Coulombov zakon napisat’ vo
vektorovom tvare. Vztah (8.1.2.2) na obidvoch strandch rozsirime o jednotkovy vektor
p smerujuici od ndboja Q; k ndboju @, a vyjadrime silu F,;, ktorou naboj Q; posobi
na ndboj Q, :

Q

ri r=ri=rn 1 0,0,

P _
\! Farp = 4re, 12
Q Obr.8122 (8.1.2.3)

Citatel’a aj menovatel'a vo vztahu (8.1.2.3) rozsirime o vzdialenost’ » medzi nabojmi
a vyuzijeme zapis Fp=F, rp = r:

1 0.Q;

dme, 13

21 r21 . (8-1-2-4)

Takto zapisany Coulombov zédkon zohl'adfiuje skuto¢nost’, Ze sila medzi ndbojmi
s rovnakymi znamienkami je odpudivd, a medzi ndbojmi s opaénymi znamienkami je
pritazliva. Ak maji ndboje rovnaké znamienka, Citatel’ vzt'ahu (8.1.2.4) je kladny a teda
sila ktorou pdsobi naboj @Q; na ndboj (@, ma smer vektora 71,;. Ak maji opacné
znamienka, sila méa opa¢ny smer ako vektor 7,; . Aj v tomto pripade, rovnako ako pri
inom type vzdjomného posobenia, plati zakon akcie a reakcie, t. j. na naboj Q; posobi
sila F;, =-F,;.Oznaenie dvoch druhov elektrického naboja ako kladny a zdporny
ma nespornu vyhodu aj v tomto pripade, ale treba si opat uvedomit, Ze je to iba
konvencia.

Ked’ si uvedomime, ze plati vztah r,; = r,-1r; , Coulombov zakon mozno
prepisat’ do tvaru zohl'adiiujuceho pripad, ked’ zaciatok suradnicovej sustavy lezi mimo
nabojov (Obr. 8.1.2.2):

1 0102

B dre, |(ry-19)[3

F,, (ry-ry). (8.1.2.5)
Takto upraveny vzt'ah je vhodny pri vypoctoch, ked’ treba uvazovat' s viacerymi
bodovymi nabojmi.

Ak sa v blizkosti ndboja q nachadza viacero elektrickych ndbojov Q;, vysledna
sila F nai posobiaca sa vypocita ako vektorovy sucet sil F; vyvolanych pésobenim
jednotlivych nabojov, o je tzv. princip superpozicie sil:



. 1 q Q;
F —ZFi = Ime, i TCEE (r-r;). (8.1.2.6)

kde r je polohovy vektor ndboja q a r; polohové vektory nabojov Q; .

Poznamka: Doposial uvedené vztahy su spravne len vo vakuu. Vzdjomné silové
posobenie medzi nabojmi v prostredi (dielektriku) je opisané v ¢lanku 8.3.5 .

Priklad 8.1.2.1 Vo vrcholoch rovnostranného trojuholnika so stranou a = 5 cm sa
nachadzaji rovnaké kladné naboje q; = 3 nC (nanocoulomby). Aky ndboj Q treba
umiestnit’ do t'aziska trojuholnika, aby ststava bola v rovnovéahe?

RieSenie: Na naboj v tazisku podsobia tri
rovnako velké sily, ktorych vektorovy q1v7 <

sucet sa rovna nule. Preto naboj v strede : TS \a\ Fy
trojuholnika je v pokoji. Na kazdy naboj o @ S

; : [ — =S -
vo vrcholoch trojuholnika posobia dve I Fs; - R
odpudivé sily, ktoré maju povod v : 7
nabojoch v dvoch d’alsich vrcholoch. Tieto 9z, - Obr. 8.1.2.3

sily treba kompenzovat’ pritazlivou silou

podmienenou pritomnostou zaporného

naboja v tazisku. Treba vypocitat’ vel'kost’ tohto zaporného naboja, pricom je vyhodné
pouzit’ obrazok. Vychadzajic z obrazku mozno napisat’ vztah pre vel'kost' sil F; a F,:
1 g2 1 ¢%*V3 1 q?

= — = F, =2F,cos(309 =2 = —V3.
e, a? 2 1€05(309 dme, a? 2 4me, a?

Fy

Sila F; musi mat rovnakt velkost, ale je vyvolana vzajomnym posobenim medzi
nabojmi Q a q . Preto plati rovnost”:
1 q° 1 qQ q q
o V3= | = ler==%, o=-L.
4dme, a 4me, [(2/3)a cos(30 9] V3 V3
Ciselne: Q =- (3 /\/§)nC = —/3 nC ; vysledok nezavisi od diZky strany trojuholnika.

Poznamka: Hoci je ndjdeny sucet sil posobiacich na kazdy naboj nulovy, sustava nie je
stabilna, lebo uz celkom malym vychylenim napr. ndboja qz sa rovnovaha sil narusi
(overte si vlastnou uvahou). Da sa ukdzat, Ze nestabilita je vS§eobecnou vlastnostou
akéhokolvek statického rozlozZenia elektrickych ndabojov.

Priklad 8.1.2.2 (Podl'a Feynmanovej u¢ebnice) Akou elektrostatickou silou by na seba
poOsobili dvaja l'udia, navzajom vzdialeni 1 m, keby sa v ich telach porusila nabojova
rovnovaha o 1 %?
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Riesenie: Clovek ma priemerne 70 kg, z toho je priblizne 35 kg proténov. Hmotnost
jedného protonu je 1,67x10727 kg a nesie naboj 1,6x107"° C, z ¢oho vyplyva, Ze
v Cloveku je celkovy kladny naboj velkosti

35kg
1,67x10727 kg

1,6 x10™1°C =3,5x10°C.

Jedno percento z tejto hodnoty predstavuje 3,5 x107 C. Zo vzdialenosti 1 m by dva
takéto naboje posobili na seba silou F = 10'° x (3,5x107)?> = 10> N . Tato sila by nasej
Zemi (6x10%*kg) udelila zrychlenie priblizne 1,7 m/s?.

Priklad ukazuje, aka obrovska je elektrostaticka sila.

Priklad 8.1.2.3 Porovnajte velkost' vzajomného gravitacného a elektrostatického
pOsobenia dvoch protonov. Proton ma hmotnost’ m = 1,67x107?7 kg, naboj proténu e =
1,6 x 1071 C, gravitatna konStanta G = 6,67 x 107! | 1/(4ne,) = 8,98 x 10°.

Riesenie: Vypocitame pomer elektrostatickej a gravitacnej sily — elektrostaticka
vyjadrime z Coulombovho zakona, gravitatnu pomocou Newtonovho gravitaéného
zakona:

2
E i o e’ 8,08x10x(1,67x10727)?
e _dmb, 7 _dme,  _ S : — 1,236 x 10%,
F, cm Gm 6,67x10711 x (1,67x10727)2
rZ

Poznamka: FElektrostaticka interakcia medzi protonmi je neporovnatelne silnejsia nez
gravitacna.

Kontrolné otazky

1. Napiste Coulombov zdkon v skalarnom tvare.

2. Aku pribliznu hodnotu ma konstanta umernosti v Coulombovom zakone?

3. Aku hodnotu priradil konstante umernosti Gauss?

4. Ako sa uplatiuju dva druhy elektrického naboja vo vektorovej formulacii
Coulombovho zakona?

5. Ako sa vypocita vysledna sila posobiaca na naboj, ked’ je vyvoland posobenim
viacerych bodovych nabojov?

6. Co je to princip superpozicie?

8.1.3 Intenzita elektrického pol’a

11



Podl'a Coulombovho zakona (8.1.2.2) elektricka sila posobiaca medzi dvomi
nabojmi je tmerna sucinu velkosti ndbojov F = KQq/r?. Keby sme do rovnake;
vzdialenosti od ndboja @ postupne umiestiiovali naboje q; s réznymi velkost’ami,
velkosti sil F; medzi ndbojom @ a nabojmi g; by boli rozne, ale podiely oznacené
ako E; = F;/q; strovnaké. Preto podiel F/q charakterizuje elektrostatické pole v okoli
naboja @ a nazyva sa intenzita elektrického pola. (Preto elektrického pola, lebo
elektrické sily posobia na naboj aj v poliach, ktoré nie su elektrostatické). V d’alSom
texte sa Casto bude oznacovat’ len ako intenzita.

Na zaklade toho sa intenzita elektrického pol'a E (vektorova veli¢ina) definuje
ako podiel elektrickej sily F anéboja g , na ktory v danom mieste tato sila pdsobi:

E=—. (8.1.3.1)

Velkost' intenzity sa Ciselne (ale len Ciselne) rovna velkosti sily pdsobiacej na naboj
s jednotkovou velkost'ou.

Poznamka: Vztahom (8.1.3.1) sa definuje intenzita aj v poliach, ktoré nie su
elektrostatické. Sila F v tomto vztahu viak musi byt elektrickej, nie magnetickej
povahy.

Je dolezité si uvedomit’, ze vel'kost’ ani smer vektora FE nezavisia od skiSobného
naboja q, jeho velkosti ¢i znamienka. V definicii (8.1.3.1) vystupuje skalarny nasobok
sily F skalarom (1/q). Ak je naboj q kladny, vektor E ma rovnaky smer ako sila F.
Ak do daného miesta v elektrostatickom poli vlozime zaporny naboj, smer sily bude
opacny, ale podla definicie (8.1.3.1) tuto silu vynasobime zidpornym skalarom, ¢o
znamena, ze vektor E bude mat’ opa¢ny smer ako sila F . Preto v obidvoch pripadoch,
¢1 pole skiimame kladnym alebo zapornym nabojom, uré¢ime rovnaky smer vektora E.

Ako vyplyva z definicie (8.1.3.1), jednotkou intenzity elektrického pola je
newton/coulomb (N/C), rovnakou jednotkou, ako sa neskdr presvedCime, je aj
volt/meter (V/m).

Ak silu Fg,, ktorou naboj @ pdésobi na naboj q vyjadrime pomocou
Coulombovho zdkona vo vektorovom tvare, pre intenzitu elektrického pol'a v okoli
bodového naboja Q dostaneme vzt'ah:

:Fqul 1 @ _ 1 g
T g T q4ne, 13 Amte, 13

(8.1.3.2)

Intenzita E ako vektorova veli¢ina ma smer zhodny so smerom polohového vektora r
len vtedy, ak naboj Q je kladny. To znamena, Ze vektor E smeruje od ndboja Q. Ak
je naboj zaporny, je situdcia opacnd. Velkost' intenzity sa zmenSuje s druhou mocninou
vzdialenosti, priCom treba zvIlast zdoraznit’, Ze tato zakonitost’ plati iba v pripade
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bodového naboja. Napr. v okoli velmi dlhého spojito nabitého vlakna, ako sa
presved¢ime neskor, sa intenzita zmenSuje s prvou mocninou vzdialenosti od vldkna.

V okoli viacerych bodovych ndbojov sa vyslednd intenzita E , v stlade s principom
superpozicie sil (8.1.2.6), vypocita ako vektorovy sucet intenzit E; vyvolanych v danom

bode jednotlivymi nabojmi:
1 0O
E=ZE-= E —7T;. 8.1.3.3
i ' i47T€0 T'l-3 T ( )

Elektricky ndboj moze byt spojito rozloZzeny na vlakne, ploche, alebo v objeme.

V okoli takto spojito rozloZeného néboja sa intenzita pocita integraciou, nie sumaciou.

Objekt treba rozdelit’ na malé elementy (dizkové, plogné, alebo objemové, podl'a povahy

pripadu), pricom na kazdom z nich sidli elementarny néboj velkosti d@, ktory mozno

povazovat’ za bodovy. Prispevok elementarneho ndboja dQ k intenzite ozna¢ime ako
dE :

1 dQ
dE =
dmte, |ry, — 1|3

(ra—1),

kde r, je polohovy vektor bodu A v kto-
rom pocitame intenzitu, a r polohovy
vektor elementarneho naboja dQ (na Obr.
Obr. 8.1.3.2 8.1.3.2 sidliaceho na ploske dS). Vysledna

intenzita sa rovnd vektorovému suctu
elementarnych intenzit:

_ _ 1 dQ B
E = de— f4nso P (r,—nr). (8.1.3.4)

Na obrazku 8.1.3.3 je zndzorneny priklad vypoctu intenzity v okoli nabitého priameho
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vldkna, ako prispevky od dvoch elementarnych nabojov

4 / kvyslednej intenzite, ktoré sa musia sc¢itavat’ vektorovo.
£

Na zéklade definicie (8.1.3.1) sa urc¢i intenzita E

v bode, v ktorom sa nachddza skasobny naboj gq.

dQ Postupnou zmenou polohy skuSobného naboja mozno
urCit’ velkost, ale aj smer vektora intenzity v réznych

Obr. 8.1.3.3 bodoch v priestore a vytvorit si ndzorny obraz

o elektrostatickom poli. Graficky sa pole znazornuje

pomocou kriviek nazyvanych silo¢iary, ktoré maju tu vlastnost’, ze vektor E v kazdom

bode predstavuje doty¢nicu prislusnej silo€iary. SiloCiary v okoli bodového naboja su

priamky vychadzajice z naboja radidlne na vSetky strany. Na Obr. 8.1.3.1 je niekol’ko
silo¢iar nakreslenych ¢iarkovane.

Priklad 8.1.3.1 Vypocitajte intenzitu elektrického pol’a v okoli protonu v atdbme vodika
na prvej kvantovej drahe. Naboj protonu QO = 1,6x107" C, polomer prvej kvantovej
drahy, po ktorej obieha elektron je 0,5x10719m .

RieSenie: E=K Q/r2= 10" x1,6x10"° /(0,5x10 12 = 6.4x10'! N/C
resp. 6,4x10'" V/m .

Poznamka: Vysledné pole je mimoriadne silné, napr. intenzita v radiovom signdle,
postacujuca na prijem, predstavuje iba niekolko mikrovoltov na meter.

Priklad 8.1.3.2 Na vldkne s tvarom kruznice, ktorej polomer je R, je rovnhomerne
rozlozeny elektricky naboj vel’kosti Q . Vypocitajte intenzitu elektrického pol'a v bode
B, ktory lezi na osi kruznice vo vzdialenosti b od roviny vldkna.

RieSenie:

Prispevok elementarneho ndboja dQ k intenzite v bode B, pokial ide o jej velkost’, je
d
E= < :
4me, R? + b?
Tento prispevok, ako vektorova veli¢ina, ma dve zlozky — rovnobeznu s osou kruznice

(dE,) a kolmu na os (dE, ), ktora sa vSak kompenzuje prispevkom od elementarneho
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naboja leziaceho na protil'ahlom tseku kruznice. Velkost’ zlozky rovnobeznej s osou sa
rovna vel’kosti priemetu vektora dE do osi x: dE, = dE cos¢. Vysledok, teda velkost’
vyslednej intenzity v bode B, ziskame integraciou po obvode kruznice:

o 1j£ dQ - 156 dQ b
“ame, ) R2+ b2 °% T 4ne, L RZ + b2 (RZ + b2)2

1 b ff;d
" 4me, (R? 4 b2)3/2 Q.

pricom integral (sucet) elementarnych nabojov po celom obvode kruznice sa rovna
celkovému naboju Q.

Priklad 8.1.3.3 Akym zrychlenim sa vo vékuu za¢ne pohybovat elektron
v elektrostatickom poli s intenzitou £ =10 V/m?

RieSenie: Z Newtonovho zakona sily platia = F'/ m, odkial
a=eE/m= 1,6x10"x10/103° m/s*=1,6 x 10> m/s’.

Poznamka: Gravitacné zrychlenie, ktorému podliehame na povrchu Zeme je priblizne
10" m/s®. Uz mala intenzita elektrického pola dokdzZe udelit elektrénu obrovské
zrychlenie. To znamend, Ze z makroskopického hladiska sa dokadze prakticky okamZite
premiestnit. Preto su procesy v elektronike také rychle. Skuste vypocitat, kolko trva
takto urychlenému elektronu, nez prejde 1 centimeter.

Kontrolné otazky

Ako sa definuje intenzita elektrického pola?

Uved'te jednotku intenzity elektrického pola.

Napiste vztah na vypocet intenzity v okoli bodového ndboja.

Napiste vztah na vypocet intenzity v okoli viacerych bodovych nabojov.
Vyjadrite intenzitu v pripade ndabojov spojito rozloZenych na ploche.
Aky smer md vektor intenzity v okoli zaporného bodového naboja?

NS RN N~

Ako sa znazornuje elektrostatické pole pomocou silociar?
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8.1.4 Potencialna energia v elektrostatickom poli

Potencidlna energia sa zavadza v pripadoch, ked’ na seba pdsobia aspon dve
telesa, priCom jej mierou je praca potrebnd na zmenu ich vzdjomnej vzdialenosti.
Vyznam ma v tzv. konzervativnych poliach (pozri Cast’ 8.6.1), v ktorych prislu$na praca
zavisi len od zaciato¢nej a kone¢nej polohy telies, ale nazavisi od trajektorii, po ktorych
sa telesa pohybovali. Potencidlna energia sa meni so vzajomnou polohou telies, preto sa
jej Casto hovori aj polohovd energia. V gravitatnom poli plati, ze ¢im vicSia je
vzdialenost’ medzi telesami, tym vacsia je ich vzdjomna potencialna energia. Ked’ telesa
oddialime, pritazliva sila posobiaca medzi nimi ich vracia do vychodiskovej polohy,
pricom konad pracu. Tento mechanizmus sa vyuZival napr. v hodinach, ktoré¢ sa
nat'ahovali zodvihnutim zavazia.

Podobna situdcia je v elektrostatickom poli. Castica nestica kladny naboj sa moze
nachadzat’ v blizkosti zdporne nabitej ¢astice. Castice sa vzajomne pritahuju, zaénu sa
k sebe priblizovat’. Postupne sa zvdcSuje ich kinetickd energia, ale tito ziskavaji na
kor vzajomnej potencislnej energie, ktora sa pritom zmensuje. Cim su &astice od seba
d’alej, tym vicsia je ich vzajomna potencidlna energia. Ak by vSak aj druha ¢astica bola
nabitd kladnym ndbojom, castice by sa odpudzovali, takZze pri ich vzajomnom
vzd’alovani by sa potencidlna energia zmenSovala.

Casto sa stretdvame s pripadmi, ked’ interagujiice telesa maju podstatne rozdielnu
velkost’ (Zem - kamen, elektron - nabita platia kondenzatora). Sily, ktoré medzi nimi
posobia, pokial’ su telesa vol'né, zvacsuju kinetickl energiu oboch telies, ale kineticka
energia vel'kého telesa je zanedbatel'ne mala v porovnani s kinetickou energiou malého
telieska (pozri priklad 3.2.3.3 v mechanike, v ¢lanku o zakone zachovania energie).
Situaciu mozno potom redlne posudzovat’ tak, ako keby sa iba malé teliesko pohybovalo
a menilo svoju polohu, lebo jeho zrychlenie je podstatne vécie. Preto sa nie vzdy
pouziva ndzov vzajomna potencidlna energia, ale iba potencidlna energia mal¢ho
telieska. Toto sa prejavuje aj v elektrostatike, ked’ v pripade pohybu nabitej Castice
v elektrostatickom poli  generovanom telesom s velkym nabojom, alebo
neSpecifikovanou sustavou elektrickych nabojov, hovori sa o potencidlnej energii
naboja (nabitej Castice), nie 0 vzajomnej potencialnej energii.

Ako bolo uvedené na zaCiatku, mierou zmeny potencialnej energie elektricky
nabitej Castice je praca A, suvisiaca so zmenou jej polohy. Pritom mdzeme uvazovat
s pracou vykonanou silami Fg samotného elektrostatického pola, alebo vykonanou
vonkajSimi (cudzimi) silami Fy,, = —Fg , pdsobiacimi opaénym smerom ako
elektrostaticke sily aby celkova sila pdsobiaca na Casticu v danom okamihu bola nulova.
Zmenu potencidlnej energie Castice s nabojom q pri jej premiestneni z bodu A do bodu

B definujeme ako pracu, ktort pri tom musi vykonat’ vonkajsia sila F,, = —F¢;
B B
W,(B) — W,(A) = —f Fy(r)-dr = —f q E(r) - dr, (8.1.4.1)
A A
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kde Fg je elektricka sila posobiaca na Casticu, W,(A), W,(B) st potencidlne energie
Castice v bodoch A, resp. B.

Integraciu naznacent v rovnici (8.1.4.1) mozno vykonat’ vtedy, ked’ je znama
zavislost’ intenzity E (1) od polohového vektora. Tuto zavislost' pozname zatial’ len
v pripade bodového néboja. Aby sme opis zjednodusili, teleso s bodovym nabojom Q
vytvarajice vo svojom okoli pole s intenzitou E (1), budeme povazovat’ za upevnené
v zaciatku stiradnicovej ststavy, v ktorom maju zaciatky aj polohové vektory r. Zmenu
potencidlnej energie malej Castice s ndbojom g potom vypocitame tymto postupom:

A=—quE(r)-dr=—qu = gr-dr=—£ Bﬁ: a0 (l—l)
A a4 Ame,r3 e, ), 12 Ame, \1p 1y
(8.1.4.2)
kde r, a 1z su vzdialenosti Castice nesticej naboj g merané od Castice s ndbojom Q.

Porovnanim pravych stran rovnic (8.1.4.1) a (8.1.4.2) ziskame vztah vyjadrujuci
potencidlnu energiu nabitej Castice s nabojom g v okoli telesa s nabojom Q:

© 1 (8.1.4.3)

W, =
4mte,

p

Konstanta € umoznuje zvolit’ vzdialenost’ nabojov 7, , pri ktorej sa potencidlna energia
rovna nule. Pri vzdjomnom od¢itani potencidlnych energii W, (4) a W,(B) ¢len C
vypadne, takze ovplyviiuje iba velkost’ energie, ale nie rozdiely energii. Ak poloZime
C = 0, potencidlna energia dosiahne nulova hodnotu pri 7, — o a vzt'ah sa zjednodusi:
_qQ 1

T 4me, 1

4 (8.1.4.4)

Ak ndboje Q a g majurovnaké

W, 0g>0 znamienka, Citatel vo vztahu
& (8.1.4.4) je kladny a teda aj
r

potencidlna energia je vzdy kladna,

priCom s rasticou vzdialenost'ou

— - - —
————
-

=" Qq<0 medzi nabojmi jej velkost' klesa
.7 (Obr. 8.1.4.1). Ak naboje maju
Obr. 8.1.4.1 rozne znamienka, ich vzajomna

potencidlna energia je vzdy
Z4 4, s rastiicou vzdi stou A, utn zmensuje.
aporna, s rastuco dialenost’ou narasta, hoci jej absolutna hodnota sa zmensuje

K vztahu (8.1.4.1) uvedieme dal§i komentar. Dohodneme sa, Ze bod A
posunieme do nekonecna a zvolime W, (A) = 0. Dolnd medza v integrali sa zmeni z A

na oo :

A=— jBFel(r) cdr = — quE(r) ~dr = W, (B). (8.1.4.5)
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Elektricka sila F; nech napriklad postiva ndboj g stale do véacSej vzdialenosti. Ak by
sme naboj chceli vratit nazad, museli by sme nan posobit’ rovnako velkou silou
opa¢ného smeru (oznacili sme ju ako vonkajsia sila): F,,x = - Fg, takZe bude platit™:

J BFvonk(r) dr = — j BqE(r) -dr = +W,(B) . (8.1.4.6)

To znamend, Ze v tomto pripade potencialnu energiu naboja q v bode B urcime, ak
zmeriame prdacu potrebnu na jeho prenesenie vonkajSimi silami 7 nekonecna do bodu
B.

V pripade viacerych bodovych nabojov, ktoré posobia navzajom kazdy s kazdym,
ich vzajomna potencidlna energia je sic¢tom energii medzi dvojicami. Preto vzorec na

1 1 Q;0Q;
T LY 0147
P 2L 4me, 1 ( )

i J*#i

vypocet tejto energie ma tvar

Zlomok (1/2) pred vztahom zabezpecuje spravnu hodnotu energie, lebo pri dvojitej
sumacii sa vyskytuje napr. dvojica 3 - 7, ale aj dvojica 7 - 3, takZe sa vzajomna energia
kazdej dvojice zapocitava dvakrat. Vztah sucasne vyjadruje sucet prac potrebnych na
postupné premiestnenie nabojov do kone¢nych poléh — pracu potrebnu na umiestnenie
druhého néboja k prvému, treticho naboja k tymto dvom atd’.

Poznamka: Velka kladne nabita platia vo svojom okoli vytvara elektrostatické pole,
ktoré malu kladne nabitu Ccasticu odpudzuje od platne, urychluje ju. Sily
elektrostatického pola pritom konaju kladni pracu, lebo zvicsuju kineticku energiu
Castice. Kinetickd energia sa zvicsSuje na ukor potencidlnej energie Castice, pricom
sucet tychto energii sa zachovava. Sucet energii sa zachovava aj vtedy, ked’ kladne
nabitd castica prilieta k platni. Pole ju brzdi, jej kineticka energia sa zmensuje, ale
sucasne sa zvdcsuje potencidalna energia castice, v tomto pripade na ukor kinetickej
energie.

Priklad 8.1.4.1 Aka je vzajomna potencidlna energia dvoch kladnych bodovych
nabojov velkosti 1 C, ak ich vzajomna vzdialenost’ je 1 m? Energiu vyjadrite v jouloch
a v kilowatthodinéch.

RieSenie: Energiu vypocitame podl'a vzt'ahu (8.1.4.4), v ktorom polozime (1/4me,) =
10'° SI jednotiek: W, =10'"%1 C*/1m=10'"J = 2800 kWh = 2,8 MWh.
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Priklad 8.1.4.2 Aka je vzajomnd potencialna energia protonu a elektronu v atome
vodika, kde vzdialenost’ medzi nimi je pribl. 1071m? Je kladna, ¢i zaporna?

RieSenie: Analogicky ako v priklade 8.1.4.1: |W,|=10"% (1,6 -1071)%/1071°) =
=2,56x 108 J=16 eV (eV je znacka jednotky elektronvolt, 1 eV = 1,6x1077 J).

Kontrolné otazky

1. Ako sa meni vzajomna potencialna energia dvoch kladnych nabojov, ked’ sa k sebe
priblizuju?

Aka je jednotka potencialnej energie v elektrostatickom poli?

Ako vyzera vztah vyjadrujuci vzajomnu potencialnu energiu dvoch nabojov?

Moze byt vzajomna potencialna energia dvoch nabojov zaporna?

AN

Akym vztahom sa vyjadruje vzdjomna potencialna energia viacerych nabojov?

8.1.5 Potencial v elektrostatickom poli

Elektrostatické pole v okoli ndbojov, popri vektorovej veli€ine — intenzite E —
sa charakterizuje aj skalarnou veli¢inou, nazyvanou elektricky potencial (znacka ¢ ,
alebo V). Nazov veli¢iny sa pouziva aj na opis elektrickych poli, ktoré nie su
elektrostatické. Potencidl v bode A v elektrostatickom poli sa definuje ako podiel
potencialnej energie naboja g v tomto bode pol'a a tohto naboja:

p(A) = W”;A) : (8.1.5.1)

Potencidl sa Ciselne (ale len Ciselne) rovnd potencialnej energii naboja s jednotkovou
vel'kostou. Jednotkou elektrického potencialu v SI je J/C, ktord ma vlastny ndzov
volt (znacka V).

Elektricky potencial v mieste B vzhl'adom na miesto A nazyvame elektrické
napitie, ktoré sa rovnako meria vo voltoch. Hovorovo sa pod napétim Casto rozumie
len jeho absolutna hodnota, t. j. kladné Cislo.

Vztah (8.1.5.1) nadobudne konkrétnu podobu, ked dokazeme vyjadrit
potencialnu energiu W, ako funkciu polohy Castice s ndbojom ¢ . To zatial’ vieme iba
v pripade, ak sa Castica s ndbojom g nachadza v poli bodového ndboja Q . Na zaklade
vzt'ahu (8.1.4.3) pre potenciadl ¢ dostaneme:

1 1 C 1
_1q01 L Q .

= = —+C". 8.1.5.2
? qimne,r q 4ne0r+ ( )

Ak nulovt hodnotu potencidlu zvolime pri ¥ — oo, vtedy C* = 0 a pre potencial v okoli
bodového naboja @ dostaneme zjednoduSeny vzt'ah
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e 1

drte, r

P4 (8.1.5.3)
Potencidl vyjadreny vztahom (8.1.5.3), teda s nulovou hodnotou v nekonecne, je
absolutny potencial v okoli bodového naboja. Jeho absolutna hodnota s rastiicou
vzdialenostou od ndboja klesd. Ak Q > 0, potencidl je vSade kladny, s rastiicou

r
P =0
9, <0 I/’ gl
Obr. 8.1.5.1

vzdialenostou sa jeho hodnota zmenSuje az na nulu pri r — . Ak Q < 0, potencial
?, je vSade zaporny, s rasticou vzdialenostou 7 vSak rastie, hoci jeho absolutna

hodnota klesa (Obr. 8.1.5.1).

V okoli viacerych bodovych nabojov sa potencidl (absolutny potencial) rovna
algebrickému suctu potencialov (absolitnych potencialov) vytvorenych jednotlivymi

nabojmi v danom bode:
1 Qi
= = — 8.1.5.4
¢ zi ¢l 41'[80 Zi 4] ( )

kde r; je velkost” vektora, ktory zafina v naboji Q; a konéi v mieste, kde pocitame
celkovy potencial sustavy nabojov. Ak je naboj rozloZeny spojito na vlakne, ploche,

alebo v objeme, potencidl sa v okoli takéhoto objektu pocita integraciou. Podobne ako
intenzita (vzt'ah 8.1.3.4), ale s tym rozdielom, ze elementarne prispevky sa nes¢ituji
vektorovo ako pri intenzite, ale ako skalarne veliCiny:

4”:fd§”: ! fd_Q, (8.1.5.5)

4me, T

Element ndboja dQ sa vyjadruje podla toho, ¢i je naboj rozlozeny na vlakne, ploche,
alebo v objeme:

d0 = Adx, dQ=odS, dQ=pdr, (8.1.5.6)

kde 1, o, p su dizkova, plo$na a objemova hustota elektrického naboja (pozri
posledny odsek v ¢lanku 8.1.1).
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V priestore okolo nébojov vzdy existuji plochy, ktoré sa vyznacuji rovnakou
hodnotou potencialu. St to ekvipotencialne plochy. V okoli bodového naboja maja tvar
sustrednych gal, pri zobrazeni v rovine pochopitel'ne tvar sustrednych kruznic.
Nakreslené¢ ekvipotencidlne plochy (Ciary) umozZiuju urobit’ si dobrii priestorova
predstavu o prislusnom elektrostatickom poli.

Priklad 8.1.5.1 Vypocitajte absolutny potencidl vo vzdialenosti 1 m od elektricky
nabitej Castice s nabojom velkosti 1 C.

RieSenie: Na zaklade vztahu (8.1.5.3), pri zaokruhleni konStanty 1/(4reg) = 10'° SI
jednotiek pre potencidl dostaneme ¢ = Q/(4ne r) =1-10'%1 V=101V,

Priklad 8.1.5.2 Vypocitajte absolitny potencial vo vzdialenosti »=10"1"m od protonu,
t.j. priblizne vo vzdialenosti, v ktorej sa v atdme vodika okolo neho pohybuje elektron.
Néboj protonu Q =1,6x107° C.

Riesenie: Na zaklade vzt'ahu (8.1.5.3), pri zaokrihleni konStanty 1/(4ne,) = 10'° SI
jednotiek pre potencidl dostaneme ¢ = Q/(4ne r) =1,6 x1071° x1019x 101°=16 V.

Priklad 8.1.5.3 Vypocitajte absolutny potencidl v bode B na osi kruhovej platne
(polomer R, nadboj na platni Q), vo vzdialenosti b od roviny platne.

Riesenie: Treba pouzit’ vztah (8.1.5.5).

q x
3 Obr. 8.1.5.2

Platiiu rozdelime na malé medzikruzia s polomermi y a Sirkou dy, takze ich
elementarna ploska ma obsah dS = 2ny dy. Naboj dQ pripadajici na medzikruzie
vypocéitame ako sucin plo$nej hustoty naboja o = Q/nR? a plosného obsahu
medzikruzia:

dQ = o2my dy = (Q/nR*)2my dy = (2Q/R*)y dy,
¢o dosadime do integralu:

0 1 JdQ_ZQ 1 .[OR y dy

- 4me,) v  R? 4me, [yz+ b2
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Integral sa riesi substiticiou y? + b? = z2, z ktorej vyplyva rovnost ydy = zdz.
Po dosadeni do integralu ziskame:

VR2+b?

¢=4n180;_2 (VR B —b) = (VR A B - b).

- 2
) z 21e,R &

Priklad 8.1.5.4 Vypocitajte, aky je rozdiel potencialov medzi bodmi A, B vzdialenymi
od bodového naboja Q =1 nC o1 m, resp. 2 m!

e Q (1 1 o 1no(l 1
Riesenie: P~ Pa= 1 (E—a)zlo 10 (E_I)=_5v_
o

Bod B je vzdialenejsi, je v iom mensi potencial ako v bode A, preto je rozdiel
potencialov zaporny.

Priklad 8.1.5.5 Vypocitajte, aka rychlost’ nadobudne elektron, ktory bol povodne
v pokoji, ked’ prekond rozdiel potencidlov U= 100 V .

RieSenie: Prekonanim rozdielu potencidlov U jeho potencidlna energia sa zmeni o eU
. Ubytok potencialnej energie sa prejavi prirastkom kinetickej energie W, . Ak na
zaCiatku mal elektron kineticka energiu nulovl, po prechode rozdielom potencidlov
nadobudne kineticku energiu W, = (1/2)mv?, ktorej velkost’ sa rovna:

= (1/2)mv? = |eU|. Odtial' v = (2|eU|/m)'/?. Pre dané hodnoty v =6 x10°m/s .

Kontrolné otazky

Ako je definovany potencial v elektrostatickom poli?

Co je to absoliitny potencial?

Akda je jednotka elektrického potencialu?

Akym vztahom sa vyjadruje absolutny potencial v okoli bodového naboja?
Ako sa pocita potencial v poli vytvorenom viacerymi bodovymi nabojmi?
Ako sa pocita potencial v okoli nabojov spojito rozloZenych na vidkne?
Co je to ekvipotencidlna plocha?

NS R N~

8.1.6 Vzt’ah medzi intenzitou a potencialom

Intenzita a potencidl su najddlezitejSie veliCiny, ktorymi sa charakterizuje
elektrostaticke pole. Tym, Ze opisuju to isté€ pole da sa predpokladat’, Ze jestvuje medzi
nimi matematicky vzt'ah. Vychodiskom pri hl'adani tejto suvislosti su defini¢né vztahy
intenzity a potencialu
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E=—, og=-2, (8.1.6.1)

ale najmi vzt'ah vyjadrujaci suvislost’ prace elektrickej sily F v elektrostatickom poli
a zmeny potencidlnej energie ndboja g pri jeho premiestneni:

f BF -dr = —[W,(B) — W, (8)]. (8.1.6.2)

A

Ked’ tato rovnicu vydelime ndbojom ¢q, a vyuzijeme defini¢né vztahy (8.1.6.1),
dostaneme upravenu rovnicu

fBF - lwpm) ) w,,(A>]
q

a9 q

— f E-dr =—[p(B) —p(A)],

A

alebo:
B

o(B) — @A) = —f E-dr. (8.1.6.3)
A
Tento vztah sa vyuziva na vypocet rozdielu potencidlov (elektrického napétia) medzi
dvomi bodmi, ak vieme, ako vektor E zavisi od polohy v priestore, t. j. ak pozname
zavislost E(r).

Intenzita E je vektorova veliCina, jej vypocet pri zndmom rozlozeni ndbojov je
vo vSeobecnosti komplikovanejsi nez vypocet potencidlu. Preto je uzitony aj opacny
vzt'ah medzi intenzitou a potencidlom, umoziujici vypocitat’ intenzitu, ak pozname
potencidl ako funkciu polohy. V tomto pripade pouzijeme ako vychodisko vzt'ah
(8.1.6.3), ale prepisany pre diferencial potencidlu (pritom vyuzijeme zapis v zloZkovom
tvare

E= Ej+E)j+ Ek, dr=idx+ jdy+ kdz):

dp = —E-dr = — (E,dx + E,dy + E,dz). (8.1.6.4)

Ak zhodou okolnosti intenzita E ma zlozku iba v smere osi X, prava strana vzt'ahu sa
zjednodusi, z coho ziskame vzt'ah pre suradnicu E, a prislusna zlozku:
de de

dp =-Eydx = E =-— = Ei=-—i. (8165

Z uvedeného mozno usudit’, ze ak vektor E ma zlozku iba v smere osi x, potom
potencial ¢ zavisi iba od tejto suradnice. Vo vSeobecnosti vSak potencial zavisi od
vSetkych troch priestorovych stradnic, t.j. @ = @ (x,y, z). Intenzita ma vtedy aj d’alSie
zlozky, pricom pre jej suradnice platia vztahy:

0 0 d
9 o _ 0 _ 0o

Ex=r—ge B=75, B=75

(8.1.6.6)
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v ktorych vystupuju parcialne derivécie, lebo potencidl je funkciou troch premennych.
K rovniciam (8.1.6.6) na pravé i 'avé strany pripiSeme prislusné jednotkové vektory
a s€¢itame ich

dp o @
Pi+2%; ¢k) . (8.1.6.7)

E.i +E,j +E k=—(—i+— + =
R ax' "oyt T oz
Lava strana rovnice predstavuje vektor intenzity E, prava upravime tak, ze potencial

formalne vyberieme za zatvorku:

(ig—ip+jg—;0+ kg—f) = (l% +jaa—y + k%) o(x,y,z) =Vo(x,y,z)

(8.1.6.8)

kde symbol

(.0 0 d

ma Ulohu operatora. Ma ndzov operdtor nabla (nabla—operator). V tomto pripade sa

aplikuje na skalarnu funkciu troch priestorovych suradnic a vysledkom aplikacie je

vektorova funkcia E (az na znamienko!). Tento sposob aplikdcie ma nazov gradient,

skratka grad (pozri ¢lanok 1.3.4 v kapitole o vektoroch). Podl'a toho sa vztah medzi

intenzitou a potencidlom zapisuje v stru¢nom tvare

E=—grad ¢ = —-Vop. (8.1.6.10)

Vztahy (8.1.6.3) a (8.1.6.10) vyjadruja stvislost medzi intenzitou a potencidlom
v elektrickom poli a ¢asto sa vyuzivaju pri vypoctoch.

Poznamka: Operator nabla sa pouziva aj pri operdcidch s vektorovymi funkciami, kde
su zavedené operdcie s nazvami divergencia a rotacia. Podrobnosti o nich mozno
najst' v clanku 1.3.5 kapitoly (zositka) o vektorovom pocte.

Zo vztahu (8.1.6.4) vyplyva, Ze ak sa v elektrickom poli posunieme kolmo na
vektor intenzity, t. j. vektor dr je kolmy na vektor intenzity E , zmena potencidlu d¢
je nulova, lebo skalarny sucin E -dr sa rovna nule. To znamena, ze ak sa posuvame
kolmo na vektor intenzity, posivame sa po ekvipotencialnej ploche. Preto vektor
intenzity je v kazdom bode elektrostatického pol'a kolmy na ekvipotencidlnu plochu.

Vyznamnou vlastnost'ou elektrostatického pol’a je, Ze integral zo vztahu (8.1.6.3)
nezavisi od tvaru krivky medzi bodmi A a B, po ktorej sa integruje, ale iba od polohy
zaCiatocného a koncového bodu. To stvisi s moznostou jednozna¢ne zaviest
potencidlnu energiu a tym aj potencial. Ak integrujeme po uzavretej krivke, t. j. vratime
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sa do vychodiskového bodu, vychodiskovy a koncovy bod st totozné, potom rozdiel
potencidlov @ — @, pocitany pomocou vztahu (8.1.6.3) je nulovy:

B A

E-dr :>g0A—<pA=—j- E-dr=—.<f>.E-dr=0.

A

<PB—<PA=—f

A

(8.1.6.11)
(Kruzok na integrali znamend, Ze sa integruje po uzavretej krivke.) Na obrazku su
znazornené dve z mnozstva moznosti integrovat’ po uzavretej krivke.

Integrdl po uzavretej krivke, ked zacia-
to¢nym aj koncovym bodom je bod A, mozno
uskutocnit’  postupne prechadzajic bodmi
ADBCA, alebo AEBCA. V obidvoch
pripadoch vysledok integracie je nulovy.
Integraly po dvoch réznych uzavretych
krivkach rozdelime na dve Casti, ktorych sucet
je tieZ nulovy:

B A B A

E-dr = fE-dr+ fE-dr=O = fE-dr=—fE-dr,
ADBCA A(D) B(C) A(D) B(C)
B A B A

E-dr = jE-dr+ j-E-dr=0 = E-dr=—jE-dr,
AEBCA A(E) B(C) A(E) B(C)

Z porovnania rovnic vyplyva rovnost’ integralov

B B
E-dr = j E-dr,
A(E) A(D)

ktord dokumentuje nezdvislost’ integracie od tvaru krivky (integracnej cesty).
O fyzikalnom poli, ktoré ma takuto vlastnost’ sa hovori, Ze je to konzervativne pole. To
napriklad znamend, Ze opakovanym pohybom nabitej Castice po uzavretej krivke
v elektrostatickom poli — iba pod uc¢inkom sil tohto pola — Castica neziskava, ani
nestraca energiu, ale zachova si (konzervuje) jej povodna hodnotu.

Priklad 8.1.6.1 Overte si platnost’ vztahu E = - grade (vzt'ah (8.1.6.10)) na pripade
intenzity a potencialu v okoli bodového elektrického néboja.

Riesenie: Potencial v okoli bodového ndboja prepiSeme do tvaru, v ktorom explicitne
vyjadrime zéavislost’ potencidlu od priestorovych suradnic (1/4ng, = K):

Q
VX% 4+ y? + 22

=K = KQ(x? +y? +z?)~Y2,

25



Gradient budeme pocitat’ postupne, najprv vypocitame parcialnu derivaciu potencialu
podl'a premennej y:

(09/0y) = KQ(—=1/2)2y(x* + y* + 22) 7%/ = —KQ(y /).
Podobne vypocitame dalSie dve parcidlne derivacie, pridame k nim prislusné
jednotkové vektory a s¢itame. Tak dostaneme:

Q .. . Q
—grade =Kr—3(xl+y]+zk) =Kr—3r,

¢o je vztah pre intenzitu v okoli bodového naboja.

Priklad 8.1.6.2 V priklade 8.1.5.3 je vypocitany potencial na osi kruhovej platne, ktora
ma polomer R aje nanejrovnomerne rozloZeny naboj Q. Na zaklade znameho vysledku
vypocitajte intenzitu E na osi platne, ako gradient potencialu.

RieSenie: Pre potencidl na osi kotca plati vzt'ah

¢ = (0/2¢,) (VRZ + b7 = b),

kde o je plosné hustota ndboja na platnia b vzdialenost’ od roviny platne. Vzdialenost’
b treba v tomto pripade chapat’ ako premennu, zmenit’ jej oznacenie napr. na x a potom
pocitat’ gradient potencidlu. Na osi koti¢a mé vektor E zlozku rovnobeznu iba s touto
osou, (podl'a oznacenia s osou x, ateda s jednotkovym vektorom i ). Preto vypocet
gradientu sa obmedzi na derivéciu len podl’a tejto jednej premennej:

do o

1 1
= —|[2x = (x? + R? 7—1]=
dx 2¢, xz(x + R

o X
— 1] =
2¢, [sz + R?
oi X
E = - = — [ — 1]
dx 2¢, WxZ2 ¥ R2

Vyraz v hranatej zatvorke je mensi ako nula, preto vektor E je stthlasne rovnobezny

s vektorom i, ak plo$nd hustota naboja o > 0.

Poznamka: Ak sa polomer kotuca R zvdcsi natolko, Ze vzdialenost x bude v porov-
nani s nim zanedbatelna, pre velkost intenzity v okoli takejto prakticky nekonecne velkej
platne plati vztah E = o /2¢,. To znamend, zZe velkost intenzity vtedy nezavisi od
vzdialenosti od platne.

Kontrolné otazky

1. Ako vyzera vztah, pomocou ktorého mozno vypocitat intenzitu zo znamej zavislosti
potencidlu od priestorovych suradnic?

2. Ako vyzera vztah, ktorym vypocitame rozdiel potencidlov, ak pozname zavislost
intenzity od priestorovych suradnic?

3. Co je nabla operdtor a aky ma tvar?
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4. Pri ktorych operaciach s vektorovymi funkciami sa pouziva nabla operator?
5.V akom geometrickom vztahu je vektor intenzity s ekvipotencialnymi plochami?
6. Cim sa vyznacuje konzervativne fyzikdlne pole?

8.1.7 Gaussov zakon

Obsah Gaussovho zdkona sa tyka veli¢iny, ktora sa nazyva tok intenzity
elektrického pola. Tento nazov je odvodeny od nazvu prietok, pouzivaného
v hydromechanike. Objem kvapaliny pohybujucej sa rychlostou v, ktora preteCie za
jednotku cCasu ploskou s obsahom S
E—— postavenou kolmo na smer pridenia, sa
LS ( } v rovna suc¢inu  vS. Mozno sa o tom
SNl IN / presvedCit’ napriklad z rozmeru tohto
su¢inu, ktory je (m/s)m? = m?/s. Ak
ploska nie je na smer pradenia, t. j. na

Obr. 8.1.7.1

vektor rychlosti postavena kolmo, treba
vziat’ do Gvahy jej priemet S* do roviny kolmej na vektor rychlosti. Priemet sa pocita
prostrednictvom funkcie kosinus, ¢o nakoniec vedie na skalarny sucin vektora rychlosti
v s vektorom §, ktory je na plosku kolmy:

S*=Scosp, = vS*"=vScosff=v-S. (8.1.7.1)

V Gaussovom zakone ide o tok vektora

intenzity E, ktory treba vo vSeobecnosti vyjadrit

integralom, lebo v roznych miestach -elektro-
\/ Obr.8.1.7.2 | statického pol'a moze mat’ vektor E rdzny smer aj

velkost’ (Obr. 8.1.7.2). Tok ozna¢ime pismenom T

T=.UE-dS=ﬂEdScosﬁ,

kde g je uhol, ktory zvieraji vektory E a dS. Vektor dS je na elementarnu plosku kolmy
a vel’kost'ou predstavuje jej plosny obsah. V Gaussovom zdkone ide o tok intenzity cez
uzavret plochu, priCom je vSeobecne zauzivané, ze vektor dS smeruje z vnutornej
strany uzavretej plochy von.

Podl'a Gaussovho zakona sa tok intenzity cez uzavreti plochu rovna suctu
vSetkych elektrickych ndbojov nachadzajucich sa v objeme ohrani¢enom uzavretou
plochou, vydelenému elektrickou konStantou &, .

Jeho matematicka formulacia:
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TzﬁE-dszelZQi. (8.1.7.2)

Pritom treba zdoraznit’, ze do sictu treba zahrnt’ nie iba velkosti ndbojov, ale aj ich
znamienka. Nie je dolezity ani povod nabojov, ¢i boli prinesené zvonku, alebo ¢i st
sucast’'ou prostredia, napriklad ndboje dielektrika. Z toho vyplyva, ze keby v objeme
ohranicenom plochou sa nachadzali dva rovnako velké ndboje, ale s opacnymi
znamienkami, tok intenzity 7 cez uzavret plochu by sa rovnal nule.

Gaussov zédkon odvodime najprv pre pripad, ked” plochou S je uzavrety jediny
bodovy ndboj Q. V okoli tohto naboja je pole s intenzitou
1 Q

= —r
Amte, 13’

Eq
ktoru treba dosadit’ do integralu:

1 ds ds*
TzﬁEQ-dszﬁ . as=_L ffrdocosh ¢ .

4me, P 4me, r3 " 4me, r?
(8.1.7.3)
Elementarna ploska dS™ je priemetom plosky dS, do roviny kolmej na polohovy vektor
1, za¢inajuci v bodovom néboji Q.

Kuzelova plocha s vrcholom
v naboji @ a obopinajica plosku
ds* vytvara elementarny
priestorovy uhol dQ (pozri
dodatok D1), pre ktory plati

; dS* = r?dQ , ¢o dosadime do
~"0br. 8.1.7.3  posledného integrilu vo vztahu

(8.1.7.3):
ds* r? dQ
T = ¢ = ¢ = ¢ dR = < 4n=g.
4me, r? 4me, r? 4me, 4me, &

(8.1.7.4)
¢im je Gaussov zakon pre tento jednoduchy pripad dokdzany.

Ak sa v priestore ohranicenom uzavretou plochou nachédza viac bodovych
nabojov, vysledna intenzita v l'ubovol'nom bode plochy sa v sulade so vzt'ahom (8.1.3.3)
vypocita ako vektorovy stcet intenzit vyvolanych jednotlivymi nabojmi, pricom kazda
z nich prispieva do thrnného toku svojim prispevkom Q;/¢,. Preto sa uhrnny tok
intenzity cez uzavret plochu rovna pravej strane rovnice (8.1.7.2).

Elektricky naboj leziaci mimo uzavretej plochy k toku T neprispieva. Ked’
z takéhoto naboja vedieme mysleny kuzel’, ktory pretina obe strany uzavretej plochy, na
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jednej strane je prispevok k toku kladny, na druhej zaporny. Ako vidno z obrazku,
vektory E; a dS; zvieraju tupy uhol, takze ich skaldrny sucin je zaporny, ale

na druhej strane plochy S vektory E,

ds, 4 a dS, zvieraju ostry uhol a ich skalarny

E, sucin je kladny. Pritom velkost’ vektora

intenzity klesa s druhou mocninou
vzdialenosti od naboja, ale velkost
priemetov  dS* = r2d sa s druhou
mocninou vzdialenosti zvacsuje. Preto

Q>0 Obr. 8.1.7.4 E,-dS; + E,-dS, = 0.

Gaussov zékon sa s vyhodou vyuZiva na
vypocet velkosti intenzity elektrického pol'a v okoli telies s jednoduchou symetriou.

Priklad 8.1.7.1 Pomocou Gaussovho zdkona vypocitajte intenzitu vo vnutri a mimo
nabitej gule, ktorej polomer je R a naboj @ > 0 je homogénne rozlozeny v celom
objeme. Vyslednu zavislost’ si nakreslite.

RieSenie: Najprv treba vypocitat objemovll hustotu naboja p = Q /[(4/3)7R3].
Potom budeme pocitat’ intenzitu vo vnutri gule, vo vzdialenosti x < R od stredu gule.
Ide o pripad s gulovou symetriou, preto moZeme
predpokladat’, Zze vektor E ma v ktoromkol'vek bode vnutri
v guli (ale aj mimo nej) smer od stredu gule, rovnobezny s
vektorom dS. Preto E-dS = E dS a integral cez povrch

celej gule s polomerom x sa rovnd E 47x?. Na pravej
strane Gaussovho zdkona (8.1.7.2) moze byt iba ndboj
nachéadzajlci sa v guli s polomerom x, naboje mimo tejto

Obr. 8.1.7.5

gule k toku T neprispievaju. Preto prava strana rovnice je

(4/3)mx3p/e, . Porovnanim Tlavej a pravej strany Gaussovho zédkona dostaneme pre
velkost' intenzity vysledok E = (1/47¢,)(Q /R*)x . Intenzita vnutri v guli rastie
s prvou mocninou vzdialenosti (linedrne). Mimo gule, ked’ x > R, vypocet l'avej strany
Gaussovho zédkona zostane nezmeneny, t. j. E 47x?,alev guli s takymto polomerom
bude uz cely néboj gule, t. j. prava strana sa rovna Q/¢&, . Porovnanim dostaneme E =
(1/47e,) (Q/x?), ¢o je vysledok rovnaky, ako keby vsetok naboj Q bol sustredeny
v strede gule.

Poznamka: Ak je elektricky naboj rozlozeny gulovo symetricky — hoci sa objemova
hustota naboja meni so vzdialenostou od stredu gule, tak aj vtedy mimo priestoru,
v ktorom sa ndboj nachadza, je intenzita elektrostatického pola rovnakd, ako keby
vSetok ndboj bol sustredeny v strede gule.
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Priklad 8.1.7.2 Pomocou Gaussovho zdkona vypocitajte intenzitu v okoli vel'mi velkej
platne (nekonecne velkej) nabitej plosSnou hustotou kladného naboja o

RieSenie: Vypocet intenzity

pomocou Gausovho zakona % ds

vyZzaduje vhodnl volbu uzavretej E
-

plochy, zodpovedajlicu symetrii E dS ey -
problému. V tomto pripade je ‘_6> P (%_>
-

vhodné na ¢asti plochy umiestnit’ d

7

valcovu plochu s dvomi zdkladnami
— podl'a obrazku, takze uzavretu ds / Obr. 8.1.7.6
plochu tvoria dve zakladne a plast

valca. Zo symetrie vyplyva, Ze intenzita E je vSade kolma na rovinu vel’kej plochy. Preto
v kazdom bode plasta valca je kolma na vektory dS , a ich skalarny sucin sa rovna nule.
Vektor intenzity je rovnobeZny s povrchovymi priamkami valcovej plochy, neprechadza
cez plast, preto prispevok plasta k toku cez uzavretl plochu je nulovy. Na zédkladniach
su vektory E a dS rovnobezné, intenzita ma v kazdom bode zakladne rovnaka velkost
(¢o zase vyplyva zo symetrie), preto sa plosny integral z l'avej strany Gaussovho zadkona
pocita jednoducho:

#E-d5= ffE-dS+ffE-dS+ffE-dS=O+ES+ES=2ES,
71 72

Plast

kde S je plosny obsah jednej zékladne, rovnako ako aj plochy vo valci, na ktorej je
naboj s plosnou hustotou o Preto ndboj uzavrety vo valcovej ploche ma velkost' oS,
¢o treba dosadit’ do Gaussovho zdkona: 2ES = (o/¢,) S. Odtial’ ziskame velkost’
intenzity v mieste zékladni: E = o /(2¢,).

Poznamka: Z prikladu vyplyva velmi vyznamny vysledok, zZe velkost intenzity v okoli
velmi velkej platne nezavisi od vzdialenosti od platne. Porovnajte tento vysledok
s vysledkom prikladu 8.1.6.2.

Priklad 8.1.7.3 Vypocitajte intenzitu /C-
elektrického pol'a medzi dvomi velkymi E. E. E.
rovnobeznymi  platiami  nabitymi = ___TT72__ fyagtosl IR . popunll

. C - —> —
plosnymi hustotami néboja o, a o, E. E. E.
priC¢om hustoty v absolutnej hodnote su
rovnaké. Medzi platiami nech je

Obr. 8.1.7.7

vakuum. / !
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RieSenie: Podla vysledku prikladu 8.1.7.2 , intenzita v okoli jednej platne je o /(2¢,).
Ako vidno z nasledujuceho obrazku, intenzity medzi platiiami sa s¢itaji, ale mimo platni
sa navzajom rusia. Preto intenzita medzi platiami je E = o/¢, .

Kontrolné otazky

Co rozumieme pod tokom intenzity elektrického pola?
Co hovori Gaussov zdkon a ako vyzerd jeho matematickd formuldacia?
Prispievaju naboje leZiace mimo uzavretej plochy k toku T?

Ao~

Aka je zavislost intenzity elektrického pola od vzdialenosti od velmi velkej nabitej
platne?

5. Ak by sme pocitali tok intenzity iba cez polovicu uzavretej plochy — dostali by sme
aj na pravej strane rovnice iba polovicnu hodnotu suctu nabojov?

8.1.8 Gaussov zakon v diferencialnom tvare

Gaussov zakon uvedeny v predchadzajicom ¢lanku je formulovany ako integral
cez uzavretu plochu. Tyka sa teda konecnej oblasti priestoru a vyjadruje tok intenzity
elektrického pol'a cez uzavreti plochu pomocou nébojov, ktoré sa nachadzaju v objeme
ohrani¢enom touto plochou. Preto o¢akavame, Ze jestvuje stivis medzi tymito veli¢inami
aj v kazdom bode uvazovaného objemu. Na zistenie tejto stvislosti treba integralnu
formuléciu Gaussovho zdkona premenit na formuléciu tykajicu sa jednotlivych bodov
objemu.

Podl'a Gaussovho zdkona v integralnom tvare plati

T:#E-dSZSlZQi. (8.1.8.1)

Postupne upravime lavi aj pravu stranu rovnice. Lavu stranu upravime podla
Gaussovej (alebo tiez Gaussovej— Ostrogradského) integralnej vety (pozri ¢lanok 1.4.3
v kapitole o vektoroch) o zamene ploSného integralu cez uzavreti plochu na objemovy
integral cez objem ohraniceny touto plochou:

# E-dS = fff div E dt . (8.1.8.2)

Prav stranu Gaussovho zakona upravime do integralnej formy, t. j. predpokladdme,
Ze naboj je v priestore rozlozeny spojito:

éZQi aé ﬂ-fp(x,y,z) dr, (8.1.8.3)
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kde p(x,y,z) je objemova hustota naboja (volného i viazaného) a dz = dx dy dz je
element objemu. Po dosadeni upravenych vyrazov do Gaussovho zakona dostaneme

rovnicu
[Jawea=g [[oemarar. @ase

Na Tavej ajna pravej strane rovnice sa integruje cez rovnaky objem, ohraniceny
povodnou uzavretou plochou. Gaussov zdkon (8.1.8.1) plati pre akukol'vek zvolenu
uzavreti plochu, o znamend, Ze rovnica (8.1.8.4) plati pri 'ubovol'nych hraniciach
premennych x,y,z v objemovych integraloch. Za takychto okolnosti rovnica (8.1.8.4)
moZe byt’ spravna iba vtedy, ked’ funkcie pod integralmi na l'avej a pravej strane rovnice
sa sebe rovnaji. To znamend, ze zavislost’ funkcii div E (x,y,z) a p(x,y,z) od
priestorovych suradnic je rovnakd, takZze sa sebe rovnaju v kazdom bode
elektrostatického pola:

1
divk = S—p(x, y,Z). (8.1.8.5)
o

Tym sme ziskali vzt'ah, ktory budeme nazyvat’ Gaussov zakon v diferencialnom tvare.
Svojim tvarom aj obsahom sa uz priblizuje prvej Maxwellovej rovnici.

Je vhodné opat’ pripomenut’, ze na rozdiel od globdlneho vzt'ahu (8.1.8.1), vztah
(8.1.8.5) plati lokalne v jednotlivych bodoch priestoru.

Intenzitu elektrického pol'a v Gaussovom zakone v diferencidlnom tvare mézeme

vyjadrit’ pomocou potencidlu, ako E = — grad ¢, ¢im dostaneme rovnicu
_ 1
divgrad ¢ = — (5_) p. (8.1.8.6)

0
Po explicitnom vyjadreni vyrazu div grad ¢

divgrad o = (V- V) _(_a+,a+ka><_a+_a+ka) _
verace = ?=ox oy T8z Max Ty T X52) 7 T

92 92 92
- <6x2 T2t 622> wx,y,2)

dame rovnici (8.1.8.6) konecny tvar

029 0%2¢p 02 1
<(P ¢, <0>

- . 8.1.8.7
9x2 " ay? ' 922 gop(x’y’z) ( )

¢o je Poissonova diferencialna rovnica pre potencial elektrického pola.

V priestore, kde sa elektricky naboj nenachadza, teda tam kde p(x,y,z) = 0,
potencidl ¢ -elektrostatického pola musi vyhovovat Laplaceovej diferenciilnej
rovnici:
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0%p 02 02
¢4_ ¢4_ ¢
dx? 0dy? 0z?

=0. (8.1.8.8)

Laplaceova rovnica sa vyuziva pri hl'adani tvaru ekvipotencidlnych ploch, a tym aj
silo¢iar v elektrostatickych poliach vytvaranych zdrojmi ré6znych tvarov.

Kontrolné otazky

1. Aky je rozdiel medzi integrdalnym a diferencialnym tvarom Gaussovho zakona?

2. Akyjevztah medzi plosnym integralom cez uzavretu plochu a objemovym integralom
cez objem ohraniceny touto plochou?

3. Ako je sformulovany Gaussov zdkon v diferencialnom tvare?

RaN

Aky tvar ma Poissonova diferencidlna rovnica?
5. Ako sa zs Poissonovej rovnice ziska Laplaceova diferencialna rovnica a naco sluzi?
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8.2 Elektricky dipol

KPucové slova

Elektricky dipol, moment elektrického dipdlu, elektricky moment sustavy elektrickych
nabojov, dipdl vo vonkajSom elektrickom poli, moment sily podsobiaci na dipdl,
potenciadlna energia elektrického dipolu, vektor elektrickej polarizacie

8.2.1 Elektricky moment dipolu a sustavy elektrickych nabojov

Elektricky dipol (d’alej len dipdl) je dvojica vzajomne viazanych elektrickych
nabojov, ¢o do velkosti rovnakych, ale s opaénymi znamienkami. Je to v prirode vel'mi
roz§ireny objekt, vyskytuje sa prakticky v kazdej latke. Aj molekula vody predstavuje
elektricky dipdl. V d’alSich tvahach budeme nédboje vytvarajace dipdl povazovat’ za
bodové, €o zjednodusi opis elektrickych vlastnosti dipolu, ako aj opis vplyvu
vonkajSieho elektrostatického pol'a na dipdl.

Kvantitativny opis vlast-
nosti  dip6lu, napriklad elek-
trického pola ktoré vytvara, si

_-" vyZaduje zaviest’ veli¢inu, ktora by

e __ /) dip6l vhodne charakterizovala. Na

01 tento ciel’ sa zavadza elektricky
moment dipolu (tieZ moment

Obr. 8.2.1.1 elektrického dipélu), vektorova
veli¢ina, definovana
vztahom
p=0Q,r,+ Q_r_, (8.2.1.1)
pricom znacky Q, a (@Q_ predstavuju kladny a zdporny naboj tvoriace elektricky
dipol (Q_- = —Q,), r, a r_ polohové vektory tychto nabojov.

Ako vidno z obrazku, vzt'ah (8.2.1.1) sa da upravit’:
p=0Q,ry+ Qr_=0,(r,—r.)=0,a,
takze elektricky moment dipolu sa potom vyjadruje vzt'ahom
p=0,a, (8.2.1.2)

kdea =r, —r_. Ako vidno z obrdzku, aj zo vztahu (8.2.1.2), elektricky moment
dipdlu je vo vsetkych vztaznych sustavach rovnaky, lebo vektor a nezéavisi od vol'by
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polohy zaciatku stiradnicovej sustavy. Treba si zvlast vSimnut', Ze vektor a ma zaciatok
v zapornom naboji.

Elektricky moment dipdlu je Specidlnym pripadom elektrického momentu p,
sustavy nabojov, ktory definujeme vzt'ahom

Pe = Z'Qiri, (8213)

pricom oznacenie je v sulade s oznacenim vo vztahu (8.2.1.2), t. j. 1; je polohovy
vektor bodového naboja Q; . Ak do vztahu (8.2.1.3) dosadime naboje Q; = Q.
a Q, = Q_ , dostaneme elektricky moment dipolu p .

Jednotkou elektrického momentu v stistave SI je coulomb meter (C-m).

Vyznamnou veli¢inou pri opise elektrického pola v prostredi skladajiiceho sa
z vacSieho poctu dipdlov, je elektricky moment sistavy dipélov. MoZzno ho vypocitat
vychéadzajuc zo vztahu (8.2.1.3):

p. = Z_Qiri = Q14714+ + Q1-71) + (Q4724 + Qo1 ) + 0 = Z p;.

(8.2.1.4)
Vysledny elektricky moment sustavy dipolov sa teda rovna vektorovému suctu
elektrickych momentov dipolov.
Velkost’ vysledného elektrického momentu zavisi nie iba od celkového poctu
dipdlov, ale aj od ich vz4jomnej orientacie, ¢i si usporiadané vzajomne rovnobezne,
alebo nahodne (na obrazku 8.2.1.2 st dipdly ako Sipky). Preto z hl'adiska moznosti

N IV
t // \/\/

T T TT TT \X \T j Obr. 8.2.1.2

opisat’ usporiadanost mnoziny dipolov sa zavadza dalSia vektorovd veli¢ina —
elektricka polarizacia, s medzinarodne pouzivanou znackou P . Nazov veliiny suvisi
s tym, ze sa pouziva predovsetkym v suvislosti s elektrickou polarizaciou latok, najma
dielektrik. Je to elektricky moment sustavy dipdlov pripadajici na jednotku objemu, t. j.
objemova hustota ich elektrického momentu. Definuje sa vztahom

P = lim —<, (8.2.1.5)

kde A7 predstavuje maly objem, v ktorom sa vektorovo scituju elektrické momenty
dipolov. Limitu treba v tomto pripade chapat’ odlisSne ako v matematike. Objem At
nemozno zmensovat pod rozmery dipdlov, dokonca musi obsahovat’ eSte pomerne
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vel’ky pocet dipdlov. Preto limitu v definicii treba rozumiet’ nie doslovne vo zvy¢ajnom
matematickom vyzname, ale skor fyzikalne, ako dostato¢ne maly objem, pre ktory sa uz
hodnota polarizacie nemeni, no este stale obsahuje velky pocet dipolov. Ak su dipoly
v priestore nahodne orientované (Obr. 8.2.1.2 vpravo), vektorovy suet ich momentov
sarovna nule, atedaaj P = 0.

Jednotkou elektrickej polarizacie je (C+-m)/m® = C-m™2 = C/m?% M4 teda
rovnaky rozmer, ako plo$na hustota elektrického néboja.

Ak v danom prostredi pozname elektrickta polarizaciu P, potom elektricky
moment prislichajiaci objemu At vypocitame pomocou vzt'ahu (8.2.1.5):

p. = PArt. (8.2.1.6)
Pre elementarne maly objem dz potom plati
dp, =Pdr

a elektricky moment konecného objemu ziskame integraciou

Po = ffder . (8.2.1.7)

Predpokladajme, Ze dipoly su dokonale usporiadané, ako na Obr. 8.2.1.2 vlavo.
Elektricky moment N dipolov, vzhl'adom na ich dokonalu usporiadanost, moézeme
napisat’ ako N-nasobok elektrického momentu jedného dipolu:

N
Pe = z 1pl- = Np, = NQ,a. (8.2.1.8)
i=

Ked’ takto vypocitany elektricky moment vydelime objemom At , v ktorom je tychto N

dipolov rozmiestnenych, dostaneme d’alSie vyjadrenie vektora elektrickej polarizacie P:

NQ,a
P= A; =p.a, (8.2.1.9)

kde p, = (NQ,)/Ar je objemova hustota kladného elektrického naboja.

Priklad 8.2.1.1 Porovnajte velkost’ elektrického momentu dipolu skladajiceho sa
z dvoch bodovych nabojov velkosti 1 C navzdjom vzdialenych 1 m, s elektrickym
momentom molekuly vody, kde naboje s velkostou radovo 10" C su od seba
vzdialené 1x107'%m.,

RieSenie: Velkosti elektrickych momentov: pyoda= Q:a =10 2 Cm, puwp=1C-m.
Preto pomer momentov  pvoda / Prab = 1x1072°,

Priklad 8.2.1.2 Vypocitajte vel'kost” elektrického momentu jedného litra vody pre
pripad, Ze dipdlové momenty vSetkych molekul su orientované navzajom rovnobezne.
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Riesenie: Jeden mol vody obsahuje priblizne 6 x 10?* molekul a ma hmotnost’
18 gramov, ¢o predstavuje objem 18 c¢cm’. Na jednu molekulu takto pripadd objem
18/(6 x 10%*) = 3 x 102cm?. V jednom litri sa nachadza (103 cm?®)/(3 x 102cm?®) =
(1/3)10%° molekul. Ak jedna z nich ma elektricky moment 1072 C-m (priklad 8.2.1.1),
liter vody by mal mat’ moment (1/3)10~* C-m.

Kontrolné otazky

Co si predstavujeme pod elektrickym dipélom?

Ako sa definuje elektricky moment dipolu?

Ako sa definuje elektricky moment sustavy elektrickych nabojov?
Aku velicinu predstavuje elektrickad polarizacia?

Aka je jednotka elektrického momentu?

SN e

Aka je jednotka elektrickej polarizacie?

8.2.2 Elektricky potencial v okoli dipolu

Elektricky dipdl vytvéra vo svojom okoli
elektrostatické pole, ktoré ma svoje Specifika.
Opisat’ ho moZzno — rovnako ako v pripade
jediného bodového naboja skalarnym
potencidlom, alebo vektorovou intenzitou.
JednoduchsSie sa pocita potencidl, preto je

Obr. 8.2.2.1 vhodné zaCat’ opis pola v okoli dipolu

elektrickym potencidlom.
Idealizovany dip6l predstavuje dvojicu bodovych nébojov, takze potencial sa
pocita na zaklade vztahu (8.1.5.4):

¢ l-(pl Amtey Lai1;

Kedze pri dipéle ide iba o dva naboje, sumdcia pozostava z dvoch €lenov. Jeden ¢len
predstavuje potencial budeny kladnym, druhy ¢len zdpornym nébojom:

1 Q, 1 Q- N (1 1)
=@, +@_= — + — = ——— 8.2.2.1
P=¢+79 e, .  Ame, 1. Ame, \ry 1o ( )
pri¢om pri Uprave sme vyuzili vztah Q_ = — Q. .

Pri d’alSej uprave vztahu, Specialne vyrazu v zatvorkach, vyuzijeme obrazok 8.2.2.1:
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e T

(1 1)_r_—r+ _acosf
T T rz

Pri uprave sme pouzili priblizné vztahy, ktoré platia tym lepSie, ¢im véacSia je
vzdialenost bodu A od dip6lu. Sucin (7, - r_) vzdialenosti  kladného a zéporného
naboja od bodu A sme nahradili druhou mocninou velkosti vektora r a rozdiel
vzdialenosti (- —r,) sme vyjadrili pomocou vzajomnej vzdialenosti nabojov a
vynasobenej kosinusom uhla, ktory zviera vektor r s vektorom a . Upravenu zatvorku
dosadime nazad do vztahu (8.2.2.1) a pokra¢ujeme v jeho Uprave:

Q. (1 1\ Q, acosp 1 (Q,a)rcosp 1 p-r
(E - Z) 4me, 12 4me, r3  4me, 3
(8.2.2.2)
Z vysledného vzt'ahu sa na prvy pohl'ad zd4, Ze potencial sa zmensuje s tret'ou mocninou
vzdialenosti od dipdlu, ale vzdialenost’ vo forme polohového vektora je aj v Citateli.

¢= 4me,

V skuto¢nosti sa potencial zmenSuje s druhou mocninou vzdialenosti. Klesa teda
rychlejSie ako v okoli samostatného bodového naboja, €o suvisi s Ciastocnym
vzajomnym kompenzovanim ucinkov kladného a zdporného naboja dipolu.

Podl'a vztahu (8.2.2.2) je
potencial  nulovy  vo

¢>0 . 1 ,
M vSetkych bodoch, ktorych
a polohové vektory r su

¢=0
©<0 l r- kolmé na vektor p. Tieto
Obr. 8.2.2.2 body tvoria rovinu
predstavujicu ekvipo-

tencialnu plochu s nulovym potencialom. Je to preto, lebo vzdialenost’ do ktoréhokol'vek
bodu roviny je od oboch nabojov dipolu rovnaka, takze ich prispevky k potencidlu sa
vzajomne kompenzuji. Nad touto rovinou, v polpriestore kde sa nachadza kladny naboj,
je potencial kladny, lebo tam prevladaji ucinky kladného néboja. Pod rovinou je
potencidl zaporny, o je vyjadrené aj tym, ze uhol medzi vektormi p a r je vtedy tupy
a jeho kosinus zaporny.

Poznamka: Na obrazku je dipol pre nazornost neumerne zvdicseny, z hladiska
vztahu (8.2.2.2) by mal byt zobrazeny len ako miniaturna orientovand usecka na
rozhrani kladného a zaporného potencialu.

Priklad 8.2.2.1 Porovnajte velkosti potencialov v okoli elementarneho elektrického
naboja a v okoli dip6lu molekuly vody vo vzdialenosti zodpovedajticej 10 m, ku ktorej
sa priblizuji rozmery najjemnejSich mikroelektronickych Struktir. V pripade molekuly
vody pocitajte potencial v smere, kde dosahuje maximalnu hodnotu. (e = 1,6 x 107 C,
Dvody= 6 x 10 30 Cm).
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RieSenie: Potencial v okoli elementarneho naboja ma hodnotu ¢ = (1/4n&)(e/r) =
1019(1,6 x 10°%/10%) =1,6 x 101 V=0,16 V.

V okoli molekuly vody: @voda = (1/41&)(p/r?) = 101°x 6 x 103910716 =6x 104V =
=0,0006 V.

Kontrolné otazky

1. S ktorou mocninou vzdialenosti ubuda potencialu v okoli dipolu?
2. V ktorych bodoch v okoli dipolu je potencial nulovy?
3. V ktorej casti priestoru je potencial v okoli dipolu zaporny?

8.2.3 Intenzita v okoli elektrického dipdlu

Intenzitu by bolo mozné pocitat’ podobne ako potencial v predoslom ¢lanku, t. j.
ako vektorovy sucet intenzit budenych bodovymi nabojmi, podla vztahu (8.1.3.3):

1 r r_
E=E,+E_= <Q+3 * 4+ Q—3 ) . (8.2.3.1)
dme, \ 1 rl

Rychlejsie a schodnejSou cestou vedie k vysledku vypocet intenzity pomocou gradientu
potencidlu: E = - grad ¢. Aplikovat operaciu gradient na potencial zname-na
derivovat ho parcidlne podl'a priestorovych sturadnic. To znamend, Ze potencial v okoli
dipélu treba prepisat’ do takého tvaru, v ktorom priestorové stiradnice x, y, z vystupuji
explicitne. Vztah na vypocet potencialu v okoli dip6lu ma tvar (8.2.2.2):

1 p'r

o (8.2.3.2)

4Ame, 3 7

Veli¢iny vystupujlice v tomto vztahu vyjadrime v kartezidnskej sustave s jed-
notkovymi vektormi i, j, k:

P=pcl +pyJ+ Dk
r=xit+yj+zk
r=(x?+y%+x?)/?
p-r =xp+ yp,+2p,. (8.2.3.3)

Pomocou takto vyjadrenych veli¢in potencidl nadobudne tvar

—1 —-3/2
0=—(xp,+ yp, +2p,)(F+y2 42 (8234
o]

Vypocitame parcidlnu derivaciu potencidlu podla premennej x:
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dp 1
Ox  4me,

[P (x® +y2 +22)73/2

+ (xpy + ¥y Py + 2p,)(—3/2)2x(x? + y? + 22)™5/?]| =

1 1p, 3p-r]
- x| .

Ame, L3 5

K vysledku — pravej i1 l'avej strane — pripiSeme jednotkovy vektor i a analogicke
operacie urobime aj pri derivaciach podla premennych y a z. Nakoniec vysledky
sCitame, takze pre intenzitu dostaneme vzt'ah

0o 0p  0¢p\
E——grad(p——(la+]ay+kaz)—

1 [3p-r i+p,j+pk
= B ity 2 - PR
e r3
(8.2.3.5)
S vyuZzitim rovnic (8.2.3.3.) dostaneme konecnu formu vztahu:
1 |3(p-r)r
E = p-nr_p| (8.2.3.6)
4re, > r3

Treba upozornit, Ze vzt'ah (8.2.2.2) pre potencial bol odvodeny aproximativnym
postupom, ¢o potom plati aj o vztahu (8.2.3.6) pre intenzitu, ktory bol z neho ziskany.
Vztah vyjadrujici intenzitu, podobne ako vztah pre potencial, je korektny az vo
vzdialenostiach, ktoré s podstatne vicsie nez vel'kost’ dipdlu.

Vztah umoznuje vypocitat’ velkost’ aj smer

Ac vektora E v l'ubovol'nom bode v okoli dipdlu.
E Jestvuji dve mnoZiny poloh, v ktorych vztah na
T . 1L vypocet intenzity nadobuda zjednoduSeny tvar. Ide
J : rC o tzv. Gaussove polohy.
---------- dﬁ?c@- Prva mnozina takychto bodov lezi na priamke,

! ktora je prediZzenim spojnice nabojov dipélu, t. j.
i predizenim vektora a , resp. vektora p = Q,a (Obr.
. Obr.8.2.3.1 8.2.3.1). Jeden z takychto bodov (bod A) nech ma
! polohovy vektor 71, . Ak jednotkovy vektor j

zvolime tak, aby bol stihlasne rovnobezny s vekto-
rom a, potom mozno vektory p a r, napisat’ ako jeho skalarne nasobky

P =Dj, TA=TAj

a vyuzit’ tento zapis na upravu vztahu vyjadrujiceho intenzitu elektrického pola:
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r3| 4me,

1 3p-nr p|_ 1 [3nr p]_ 1 [3r°() P
4me,| 1S > r3

1 B3p p]_ 1 p

e, L3 3] 2me, 13

= E= (8.2.3.7)
Z vysledku vidno, Ze vektor E m& v bode A rovnaky smer ako vektor p . NavySe
z vysledku vyplyva, Ze vel'kost’ intenzity sa zmenSuje s tretou mocninou vzdialenosti
od dipolu, teda rychlejsie nez v pripade samostatného bodového naboja. Bod A leziaci
v prediZeni vektora a reprezentuje prvii Gaussovu polohu.

Podobnym vypoctom sa mozno presvedcit, ze aj v bode B mé vektor E rovnaky
smer ako vektor p, je s nim suhlasne rovnobezny.

Pre bod C, ktory je reprezentantom druhej Gaussovej polohy plati, ze vektor r¢
je kolmy na elektricky moment dip6lu p . Preto ich skalarny sucin vystupujlci v prvej
Casti vztahu (8.3.2.5) sa rovnd nule a vzt'ah sa opit’ zjednodusi:

F=_——0"P (8.2.3.8)

_3 .
dmte, r

Opit sa prejavuje pokles intenzity s tret'ou mocninou vzdialenosti. V tomto pripade ma
vSak vektor E opacny smer ako elektricky moment dipolu p. MoZno sa o tom
presvedcit’ aj nakreslenim vektorového suctu intenzit budenych kladnym a zédpornym

nabojom dipdlu.

=™

Elektrostatické pole v okoli dipdlu charakterizuju siloCiary, nakreslené na obrazku

Priklad 8.2.3.1 Porovnajte velkost intenzity el. pol'a vo vzdialenosti 108 m vyvolane;j
elementarnym elektrickym nabojom e = 1,6x10"° C a dip6lom molekuly vody, ktory
ma velkost’ priblizne p = 6x1073° Cm. (Porovnajte s vypoétom potencialu v priklade
8.2.2.1).
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Riesenie: Intenzita v okoli elementarneho naboja:

(1/4n&)(e/r?) = 10'%% 1,6 x1071%/(1071%) = 1,6 x 107 V/m, slovom 16 miliénov voltov
na meter. Intenzita v okoli molekuly vody — v prvej Gaussovej polohe — ma velkost”:
(121&)(p/r*) =2 x 1019x 6 x 107391024 = 1,2 x 10° V/m.

Priklad 8.2.3.2 'V poli okolo dipdlu vypocitajte uhol p, ktory zviera vektor E
s vektorom p v bode, do ktorého smeruje polohovy vektor r zvierajlci s vektorom p
uhol y =60°. Zavisi uhol S od velkosti vektora r ?

RieSenie: Vychadzame zo vzorca na vypocet vektora intenzity E v okoli dipdlu.
Zvolime suradnicovu sustavu v rovine s jednotkovym vektoromj majucim smer vektora
p a vektorom i kolmym nafi. Vtedy p=pj a r=irsiny+jrcosy=ir3"/2+jr/2 .

Na zéklade toho p-r = pr /2. Po dosadeni do vzorca pre intenzitu dostaneme

E=K[3(p.r)r_£] . 3pr/2 (ir 3/2)+jr/2_pj

S r3 S r3

Tym sme ziskali suradnice vektora E, ich podielom dostaneme tangens uhla, ktory

hl'adame:
tgf = X = <ﬁ>/(—l) - 3V3 = B=-79.

E, \ 4 4

Kontrolné otazky

Aky tvar ma vztah na vypocet intenzity elektrického pola v okoli dipolu?
Ktoreé su Gaussove polohy v okoli dipolu?

S ktorou mocninou vzdialenosti od dipolu klesa intenzita elektrického pola?
Moze mat vektor intenzity opacny smer ako elektricky moment dipolu?

V ktorych miestach je vektor intenzity suhlasne rovnobezny s elektrickym
momentom dipolu?

A
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8.2.4 Dipol v elektrickom poli

Dipol, ako kazdy iny objekt obsahujuci elektrické naboje, podliecha vplyvu
elektrického pol'a. Vonkajsie pole, v ktorom sa dip6l nachddza, méze byt homogénne,
vtedy je intenzita E v kazdom bode pol'a rovnaka. Na kladny ndboj dipdlu Q. pdsobi
sila F, = Q,E, ktord ma rovnaky smer ako vektor intenzity. V homogénnom poli
posobi na zaporny naboj dipolu sila F_ = Q_E rovnakej velkosti, ktord v§ak ma
opaény smer. To znamena, ze vektorovy sucet sil posobiacich na dipdl sa rovna nule.

V nehomogénnom poli sucet sil nie je nulovy a mozno ho vyjadrit’ vztahom

F=F,+F_=Q,E(r,)+Q_E(r.) =Q.[E(r,) — E(r_)] = Q,AE.
(8.2.4.1)
Zo vztahu vidno, Ze smer aj vel'kost’ vyslednej sily st urcené rozdielom AE. Ak d’alSiu
upravu vzt'ahu zjednoduSime a budeme predpokladat’, Ze vektory F a AE maji smer
osi y, rovnicu (8.2.4.1) méZeme previest’ na skalarny tvar:

AE, AE,
F, =Q.AE, = Fy=Q+EAy = Q+E a,

kde sme vyraz zamerne roz§irili o Ay , ktory sa rovnd vzdialenosti a medzi nabojmi
dipolu. Suéin Q,a sa rovnd velkosti elektrického momentu dip6lu p, takze pre
vyslednu silu dostaneme v tomto zjednoduSenom pripade vyraz

E, = dEy 8.2.4.2
y—pdy- (8.2.4.2)

Ak by smer vektora p a smer najstrmsej zmeny intenzity neboli navzajom rovnobezné,
vzt'ah (8.2.4.2) by nebol spravny. Dosledny vypocet vedie k vysledku F = p-grad E,
v ktorom grad E je veli¢ina tenzorového
charakteru. Tenzorové veli¢iny si vSak uz nad
rdmec tohto textu, preto vztah nebudeme
podrobnejSie komentovat'.

V nehomogénnom elektrostatickom poli
posobi na dipdl sila, ktorej smer zavisi od
vzajomnej orientacie elektrického momentu
dip6lu a smeru najstrmSej zmeny intenzity.
Nehomogénne pole mé teda tendenciu dipol
posuvat’.

Homogénne  elektrostatické  pole  dipdl
neposuva, ale posobi nait momentom sily M , ma tendenciu dipol otocit. Moment sily
vytvara dvojica sil F, a F_, ktorej moment je:
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M=, xF)+ @ XF)=(r,XQ,E)+(_XQ_E) =

=Qury XE)+ (Q_r_XE)=0Q,(ry, —r) )XE=Q,aXE=pXE.
Takze
M, =pXxE (8.2.4.3)

Z vysledku vyplyva, Ze moment dvojice sil je najvacsi, ked’ vektory p a E st naseba
kolmé a je nulovy, ked’ st rovnobezné. Pokial’ su nesthlasne rovnobezné, staci malé
pootoCenie dipolu a dipdl sa pod ucinkom momentu sily zacne otacat. Stabilnu
rovnovaznu polohu nadobudne az vtedy, ked’ st vektory p a E sthlasne rovnobezné.

Ak chceme dip6l zo stabilnej rovnovaznej polohy pootoc¢it, musime nafi pdsobit’
inym momentom sily My , ktory G€¢inkuje opacnym smerom ako moment M vytvarany
elektrickym polom. Pri pooto€eni dip6lu moment sily M, vykona pracu, takze dip6l
tym ziskava potencialnu energiu v elektrostatickom poli. Dodand praca je mierou zmeny
potencidlnej energie dipolu, takze vypocCitanim prace pri pootoceni dipdlu
z vychodiskovej polohy s uhlom & do konec¢nej polohy s uhlom y, dostaneme formulu
na vypocet potencialnej energie.

Pred vykonanim vypoctu treba zaviest’ vhodné oznacenie. Podl'a obrazku 8.2.4.1
vektor M, je kolmy na rovinu obrazku a smeruje k Citatel'ovi. Vektor M, mé opacny
smer, teda za obrdzok a v tomto smere zvolime aj jednotkovy vektor j.Potom M, =
My j , pricom velkost vektora My, ,je My, = pE sin ¢, v sulade so vzt'ahom (8.2.4.3).
Pomocou jednotkového vektora vyjadrime aj vektor priradeny uhlu ¢. Budeme ho
povazovat za nulovy, ked’ vektor p je stihlasne rovnobezny s vektorom E . Potom plati
@ = @j a pracu vyjadrime integrdlom (podl'a vztahu (3.2.1.5) z kapitoly o dynamike,

z ¢lanku o praci a vykone):

v v v
J My j)-(de) = j M, dp = j pE sin ¢dg = —pE (cos w— cos 6)
6 6 0

(8.2.4.4)
Préaca vykonana vonkaj$im momentom sily sa rovna prirastku potencialnej energie:

y
[ My do =m0 - @, (8.24.5)
6
a tak porovnanim dvoch poslednych vzt'ahov ziskame formulu pre potencialnu energiu
dip6lu v homogénnom elektrostatickom poli:
W, =—-pEcosp =—p-E+C. (8.2.4.6)

Potencidlna energia je najmensSia, ked’ su vektory p a E sthlasne rovnobeZné¢, pri¢om
privolbe € =0 nadobudne ziporni hodnotu — pE . Nulovu hodnotu potom ma
vtedy, ked’ st vektory p a E na seba kolme¢, maximalnu + pE', ked’ st nesuhlasne
rovnobezne.
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Priklad 8.2.4.1 Vypocitajte maximalny moment sily, ktory mdze pdsobit’ na elektricky
dip6l molekuly vody (p = 6x1073° C-m) v blizkosti velkej elektricky nabitej platne.
Posna hustota ndboja na platni ¢ = 1x107% C/m?. Akym uhlovym zrychlenim « sa za¢ne
molekula ota¢at’ po vloZeni do takéhoto pola, ked’ moment zotrvacnosti molekuly vody
je pribl. J = 1x1074¢ kg-m? ?

RieSenie:V blizkosti velkej platne je intenzita (priklad 8.1.7.2)

E = 6/(2€0) =10%/(2x10'") V/m = 5x10* V/m.

Moment sily Ms = pE = 6x1073°C-m x 5x10* V/m = 3x1072° N-m . Uhlové zrychlenie
o sa vypocita z pohybovej rovnice pre teleso otdcajuce sa okolo osi Ms=J a :

o= M;/J=3x10"2 N-m/ 107 kg-m? = 3x10?! rad/s*.

Poznamka: Nepredstavitelne velké uhlové zrychlenie znamena, Ze otocenie dipdlov
vody ale aj inych dipolov na atomarnej urovni do smeru vonkajsieho pola, prebieha
extrémne rychlo.

Kontrolné otazky

1. Aka vysledna sila posobi v homogénnom elektrostatickom poli na dipdl?

2. V akej polohe dipolu vzhladom na vonkajsie pole posobi nan maximalny moment
sily?

3. Akym vztahom sa vyjadruje moment sily posobiaci na dipol v homogénnom poli?

4. Akym vztahom sa vyjadruje potencidlna energia dipolu v homogénnom elektrickom
poli?

5. Vakej polohe vzhladom na vonkajsie pole ma elektricky dipol minimalnu
potencidlnu energiu?
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8.3 Elektrostatické pole v prostredi

KPucové slova

Volné a viazané elektrické naboje, elektrostatické tienenie, Faradayova klietka, vektor
elektrickej polarizacie v dielektriku, elektricka susceptibilita, permitivita, permitivita
vakua, relativna permitivita, 1. Maxwellova rovnica, Coulombov zdkon v dielektriku,
lom elektrickych silociar.

Uvahy v predchadzajtcich ¢lankoch sa tykali elektrostatického pol'a vo vakuu. Vzt'ahy
na vypocet potencidlu a intenzity, ktoré st v nich uvedené, preto platia iba vo vakuu. Ak
sa v elektrostatickom poli nachadzaja latky v plynnom, kvapalnom, alebo tuhom
skupenstve, ich atdbmy a molekuly st ovplyviiované vonkajSim elektrostatickym pol'om.
Kladné elektrické naboje (viazané na atdbmové jadrd) navonok elektricky neutrdlneho
prostredia, maju tendenciu posunut’ sa v smere intenzity elektrického pola, zatial’ ¢o
zaporné naboje, viazané na pohyblivejsie elektrony — opaénym smerom. Tym sa v latke
vytvara (indukuje) vlastné elektrostatické pole, ktorého intenzitu oznaCime Ej .
Vysledna (celkova) intenzita E v prostredi je vektorovym suctom intenzity vonkajSieho
a indukovaného pola: E = E, + E 4, pricom sa vychadza z predpokladu (axiomy), ze
intenzita vonkajSieho pol'a E, sa v prostredi vznikom indukovaného pol'a nezmeni, ako
keby nad’alej pdsobila vo vakuu. Téato skutocnost’ je v stilade s principom superpozicie
elektrickych sil.

V nasledujicich ¢lankoch su opisované javy, ktoré vznikaju v telesach po ich
vlozeni do elektrostatického pola. Zasadny rozdiel je medzi latkami, ktoré obsahuju
volné elektrony (vodiCe elektrického prudu, najmd kovy) a latkami, v ktorych su
elektrony viazané k atomom, takZe sa nemdézu premiestiiovat na makroskopické
vzdialenosti (dielektrikd). V niektorych latkach sa moézu relativne vol'ne pohybovat’ aj
16ny (ionizovany plyn, kvapalny alebo tuhy elektrolyt), ale javy v tychto prostrediach
nie st predmetom elektrostatiky.

8.3.1 Vodic v elektrostatickom poli

Pod vodi¢om sa rozumie teleso obsahujuce relativne vol'ne sa pohybujuce Castice
nesuce elektricky naboj. V tomto ¢lanku podjde o vodice, v ktorych sa vol'ne pohybuju
elektrony, ¢o je pripad kovov. Hovori sa, ze ide o telesa s vol'nym elektrickym ndbojom.
Vol’ny naboj sa moze v telese premiestiiovat' na makroskopické vzdialenosti a ma pévod
bud’ priamo v telese, alebo mohol byt na teleso prineseny zvonka (nabijanie telies).
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Poznamka: Spomenuté elektrony nie su absolutne volné, inak by sa pod ucinkom
viastnych odpudivych sil rozprchli ¢o najdalej, teda na povrch vodica. Nachadzaju sa
v elektrickom poli ostatnych zdporne nabitych elektronov a kladne nabitych jadier,
s ktorymi sui velmi slabo viazané, takZe na usmernenie ich inak intenzivneho chaotického
tepelného pohybu postacuje uz aj velmi mala intenzita vonkajsieho elektrického pola.

Po vloZeni vodica do elektrostatického pol'a sa voI'né naboje (elektrony) zacnu v telese
pohybovat’. Napriklad v medi na kazdy atom pripadd jeden volny elektron, co
predstavuje radovo 10%* vol'nych elektronov na kubicky centimeter.

Na obrazku (8.3.1.1) je schematicky nakresleny rez kovovou platnickou vloZenou
do elektrostatického pola s intenzitou E, . VolI'né elektrony — naznafené tmavymi
krazkami — sa za¢na pohybovat proti smeru vektora E, , teda na 'avl stranu platnicky,
na pravej zostanu atdbmy ochudobnené o elektron, teda kladne nabité i6ny. Na obidvoch
strandch platnicky sa tak zhromazd’uju naboje, ktorych plo$na hustota o, postupne
narastd. Medzi kladnymi a zdpornymi ndbojmi usadenymi na okrajoch platni¢ky vznika
vnatorné indukované elektrostatické pole s intenzitou E,, ktorej velkost’ sa rovna
0q/&, (priklad 8.1.7.3) . Vyslednd intenzita E , ktora je vektorovym suctom uvedenych
dvoch intenzit

E=E,+E,4 (8.3.1.1)

nad’alej pdsobi na vol'né elektrony, postuva ich na l'avu stranu platnicky, ¢im sa zvySuje
plo$né hustota indukovaného ndboja oy atym aj prislu$nd intenzita Ej .
Tento proces prebiecha dovtedy, pokym sa

Ev . celkova intenzita E nerovna nule. To
~ 5 o : znamena, 7e v ustdlenom stave je celkova
: g Eyla! EE" intenzita v kovovej platnicke, a vSeobecne
e E; O L vo vodic¢i nachadzajucom sa vo vonkajSom
® «— O E elektrostatickom poli, nulova. Treba
: 8 poznamenat, Ze tento proces prebicha
® O Obr. 8.3.1.1 extrémne rychlo, o ¢om si mozno urobit’
S © kvantitativnu predstavu na zéklade prikladu

8.1.3.3.

Poznamka: Pripad s platnickou a vonkajsim polom kolmym na jej povrch je velmi
Specialny. Ak by kovové teleso malo napr. tvar elipsoidu, alebo este komplikovanejsi,
indukované plosné hustoty naboja by sa po povrchu rozlozili tak, aby vyslednd intenzita
mimo telesa po ustdleni bola vidy kolmd na povrch. V opacnom pripade by intenzita
mala zlozku rovnobeznii s povrchom a pozdl povrchu by urychlovala volné elektrény
dovtedy, pokym by nenastal ustdleny stav charakterizovany vektorom vyslednej intenzity
kolmym na povrch telesa.
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Otvorenou zostava otazka, ¢i je v kove dostatok elektronov na to, aby indukované
ploSné hustoty na okraji platnicky vykompenzovali intenzitu vonkajSieho
elektrostatického pol'a. Predpokladajme, Ze vonkajSie pole m4 intenzitu 1000 V/cm =
10° V/m, ¢o sa blizi kritickej hodnote vo vzduchu na vznik elektrického vyboja. Plosna
hustota naboja oy na plochach platnicky potrebna na vytvorenie intenzity takejto
velkosti je (pozri priklad 8.1.7.3) og = g,Eq = 1071'x105 = 1x10°% C/m?. Ak jeden
elektron nesie naboj pribl. 1x107!° C, potom na vytvorenie takejto ploSnej hustoty treba
na jeden $tvorcovy meter nahromadit’ n = 1075101 = 1x10" elektronov. Na jeden
Stvorcovy centimeter ich treba nahromadit’ 1x10°, ale ako bolo uvedené vyssie,
v jednom kubickom centimetri sa ich nachadza radovo 10?°. Potrebny pocet vol'nych
elektronov tak pripad4 na vrstvicku, ktorej hrabka predstavuje menej ako miliontinu
medziatomovej vzdialenosti, ktord ma v medi vel’kost’ priblizne 3x1078cm. V kove je
teda vzdy dostatok volnych elektronov, aby dokdzali vykompenzovat intenzitu
vonkajSieho elektrostatického pola.

Ak v ustalenom stave vo vodici je vysledna intenzita elektrick¢ho pol'a nulova,
potom rozdiel potencidlov medzi 'ubovol'nymi dvoma bodmi vo vodici sa rovna nule,
lebo

2
(p2—<p1=—jE-dr=0.
1

To znamena, ze elektricky potencidal vo vietkych bodoch vodica, vratane povrchu, je
rovnaky.

Nulova hodnota intenzity vo vodi¢i mé aj d’alsi dosledok. Ak by sme vo vodici
zvolili uzavretd plochu a pocitali cez nu tok intenzity elektrického pola (Gaussov
zakon), dostali by sme nulovy vysledok. To ale znamena, Ze aj prava strana rovnice
vyjadrujucej Gaussov zadkon sa rovna nule, ¢iZe nule sa rovna sucet elektrickych nabojov
v Tubovolnej uzavretej ploche leziacej vo vodiCi. Vaatro vodica je teda elektricky
neutrdlne.

Zvlastnu tvahu si  vyzaduje

E elektrostatické pole v dutine vodica.

Dutina netvori  sucast  kovu
(vodica), preto sa treba presved¢it

0 moznosti existencie pola v nej.
Obr. 83.1.2 Ak by vdutine existovalo pole

s intenzitou E , potom by integral

ff E - dr , ktorym sa pocita rozdiel
potencidlov medzi bodmi A a B leziacimi na opa¢nych stranich dutiny, nebol nulovy.
To by vsak bolo v rozpore s tvahami zo zaciatku ¢lanku a s tvrdenim, Ze v ustdlenom
stave v elektrostatickom poli, je potencial vo vSetkych bodoch vodica rovnaky. Preto
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intenzita v dutine je nulovd, potencidl konStantny a mé rovnaku hodnotu, ako
v ostatnych bodoch vodica.

Tato skutocnost’ sa vyuziva na ochranu l'udi i pristrojov pred ucinkami
vonkajSieho elektrostatick¢ho pola. Ide o tzv. elektrostatické tienenie, realizované
pomocou Faradayovej klietky, ktord sa zhotovuje z plechu, alebo droteného pletiva.
Pod uc¢inkom vonkajSieho elektrostatického pol'a dochadza v materidli klietky k ta-
kému posunu vol'nych elektronov, Ze v klietke je intenzita vysledného elektro-statického
pol'a nulovéa a nemdze poskodit’ objekty nachadzajlice sa v klietke.

Priklad 8.3.1.1 Pomocou Gaussovho zdkona vypocitajte vel'kost’ intenzity elektrického
pola tesne nad povrchom vodi¢a, na povrchu ktorého je rovnomerne rozloZeny
elektricky naboj s plosnou hustotou o.

Riesenie: Postup je uplne analogicky ako v priklade 8.1.7.2 . Rozdiel je iba v tom, Ze
jedna zakladna uzavretej valcovej plochy sa nachddza v kove, v ktorom je intenzita
nulova. Druhd zékladna je mimo kovu, tam pocitame intenzitu. Pochopitel'ne vychadza
dvojnasobok hodnoty z prikladu 8.1.7.2 ,t.j. E = o /¢, . (Vektor intenzity je na povrch
kolmy!)

Kontrolné otazky

1. Zdovodnite, preco vo vodici nachadzajiicom sa vo vonkajsom elektrickom poli je
v ustalenom stave nulova intenzita.

Zdovodnite, preco je v elektrostatickom poli potencial vo vodici konstantny.
Ako zdovodnite, Ze intenzita v dutine vodica je nulova a potencial konstantny?
Na co sa pouziva Faradayova klietka?

RN S

Aky smer ma intenzita elektrostatického pola tesne nad povrchom vodica
v ustdalenom stave?
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8.3.2 Dielektrikum v elektrostatickom poli

Pod dielektrikom rozumieme latku (tuhu, kvapalni alebo plynnua), ktora
neobsahuje vol'ne sa pohybujlice Castice nesice nevykompenzovany elektricky ndboj,
takze nemoze viest' elektricky prud. Dielektrika sa preto pouzivaju ako izolanty,
napriklad v kondenzatoroch medzi jeho elektrodami, ale aj pri roznych inych
elektrotechnickych aplikaciach.

Podobne ako vo vodici, aj v dielektriku po vlozeni do elektrostatického pola
nastani zmeny v rozloZeni elektrického naboja. Kladné naboje sa postvaji v smere
vektora intenzity vonkajSieho elektrického pol'a (nepatrne, lebo su viazané na tazké
jadra atomov), zaporné naboje viazané na elektrony sa postvaji opacnym smerom.
V pripade dielektrika sa tomuto javu hovori polarizacia dielektrika. Uz aj celkom malé
posunutie ndboja sa moze vzhl'adom na jeho mnozstvo (pozri priklad v ¢lanku 8.1.1)
vyrazne prejavit’ vytvorenim indukovaného vnutorného elektrostatického pola, ktoré
¢iasto¢ne kompenzuje pole vonkajsie.

Vzhladom na r6znu Struktiru latok sa polarizacia méze uskuto¢nit’ niekol’kymi
spOsobmi. Atdmova polarizacia vznikd vzajomnym posunutim kladne nabitého jadra
a zaporne nabitého elektronového obalu atdmu, ¢im dochadza k deformacii atému.
Atém sa zmeni na elektricky dip6l s elektrickym momentom, ktorého vel'kost je imerna
vzajomnému posunutiu kladnych a zapornych nabojov. Ako priklad méze posluzit
polarizéacia atdmov hélia. Tento druh polarizacie vznika v kazdej latke, ale v porovnani
s typmi polarizacie uvedenymi d’alej, je menej vyznamnd. I6nova polarizacia vznika
v latkach s viacatdémovymi molekulami. Takéto molekuly poskladané z idnov, mavaju
nenulovy elektricky moment spontdnne, bez pdsobenia vonkajSieho elektrického pola.
Ak su elektrické momenty molekul nahodne orientované, vektorovy sucet velkého
poctu momentov je nulovy. Po vlozeni latky do vonkajSieho elektrostatického pola,
posunu sa kladné 16ny vo vSetkych molekulach v smere pol'a a zaporné i6ny proti tomuto
smeru, takze vysledny elektricky moment uZ nebude nulovy. Prikladom na tento typ
polarizacie st 16nové kryStaly, napr. NaCl. Orientana polarizacia vznika
v kvapalinéch a v plynoch, ktorych molekuly maja vlastny elektricky moment (polarne
molekuly, napriklad molekula vody). Priestorova orientacia jednotlivych molekul,
a teda aj elektrickych momentov, sa vplyvom zraZzok podmienenych tepelnym pohybom
neustale meni. Casova stredna hodnota vysledného elektrického momentu jednotlivych
molekul sa rovna nule. Po vloZeni takejto latky do vonkajSieho elektrostatického pola
sa elektrické momenty molektl zacnu orientovat’ do smeru intenzity vonkajSieho pola,
takze vysledny elektricky moment prisluSného telesa nebude nulovy, teleso sa
spolarizuje.

Najjednoduchsim pripadom na kvantitativne postudenie polarizacie dielektrika je

opét’ teleso v tvare platnicky (Obr. 8.3.2.1). Objem platni¢ky nech je Sb, kde S je plosny
obsah jej steny a b hrubka platni¢ky. Platni¢ka nech sa nachadza vo vonkajSom
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elektrostatickom poli, ktorého vektor intenzity E, je kolmy na platnicku.
Spolarizovanim platnicky sa na jej stenach vytvoria indukované viazané naboje s plos-
nymi hustotami oy, a oy_. =- oy, . Predpokladame, Ze platnicka sa spolarizuje
homogénne, takze v celom jej objeme je vektor elektrickej polarizacie P rovnaky.
Vektor P smeruje od zaporného indukovaného néboja ku kladnému, podobne ako
vektor elektrického momentu dipdlu. Zo symetrie pripadu vyplyva, ze vektor P je
kolmy na steny platnicky. Spolarizovana platnicka ma vysledny elektricky moment,
ktory vypocitame dvomi sposobmi.

<——F, <+——F,
+— P
b L
S od+ |+ —| od-
Od+ 1
=+ -
- ) b Obr. 8.3.2.1

Na zéklade vztahu (8.2.1.6) mézeme elektricky moment vyjadrit’ takto:
P.= PSh. (8.3.2.1)

Druhy spdsob je vel'mi zjednoduseny, ale poskytne rovnaky vysledok, ako jeho korektné
odvodenie (pozri dodatok D2). Platni¢ku si predstavime ako makroskopicky dipol
s nabojmi na plochach Q,4, = 04,5 a Q4. = 0,4_S, medzi ktorymi je vzdialenost’ b.
Elektricky moment vypocitame ako skaldrny nasobok vektora b ndbojom
nachédzajiicim sa na celej kladne nabitej stene platnicky:

Pe = Qu4:b =04, Sh. (8.3.2.2)
Elektrické momenty podla vzt'ahov (8.3.2.1) a (8.3.2.2) by mali byt rovnaké, preto
PSb = bSoy, . (8.3.2.3)
Podl'a Obr. 8.3.2.1 vektory P a b maju rovnaky smer, preto plati aj skaldrny vztah
PSb =bSo;, = P = oy, (8.3.2.4)

Podla tohto vysledku elektricka polarizécia (veli¢ina) homogénne spolarizovanej
dielektrickej platnicky sa rovnd ploSnej hustote na povrchu vytvoreného viazaného
elektrického nédboja. Ak vektor elektrickej polarizacie nie je kolmy na povrch
spolarizovaného dielektrika, potom mozno v§eobecnej$im postupom dokazat’, Ze plati

P, = 04, (8.3.2.5)

kde P, predstavuje velkost’ normalovej zlozky vektora elektrickej polarizacie, teda
zlozky kolmej na rovinu povrchu dielektrika.
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Poznamka: Keby platnicka bola teoreticky nekonecne velka, tak podla vysledku
prikladu 8.1.7.3 by intenzita elektrostatického pola mimo nej, vytvarana viazanymi
nabojmi, bola nulova. To vsak neplati pri platnicke konecnych rozmerov, kde na jej
okrajoch, teda na rozhrani medzi dielektrikom a okolim (vakuom) vznika pole
podobného tvaru ako v okoli elektrického dipolu.

Kontrolné otazky

Co rozumiete pod polarizaciou dielektrika?
Aké druhy polarizacie dielektrika poznate?
Ako mozno vypocitat elektricky moment spolarizovanej platnicky?

AN~

Comu sa rovnad plosna hustota indukovaného naboja na povrchu spolarizovanej
platnicky?

8.3.3 Vektor elektrickej indukcie, permitivita

Vektor elektrickej indukcie D je druhym vektorom, ktory sliZzi na opis
elektrostatickych poli. Ide najmid o opis poli v dielektrikach, vnutri ktorych sa
nenachéadzaju vol'né elektrické naboje, ktoré v§ak na tieto polia moézu pdsobit’ zvonku.
Vo vakuu plati medzi vektorom elektrickej indukcie D a vektorom intenzity E
elektrostatického pol'a jednoduchy vztah D = ¢,E, kde ¢, je elektrickd konStanta.
Pritom sa nerozliSuje, ¢i je toto pole budené volnymi alebo viazanymi nébojmi.
V dielektriku sa vektorovd veli¢ina elektricka indukcia zavadza prostrednictvom
vol'nych nabojov, vyjadruje ti cast’ pola, ktora je generovana tymito elektrickymi
nabojmi. V dielektriku je doplnkom veliCiny elektricka polarizacia, ktord stvisi
s viazanymi nabojmi v dielektriku. Volné aj viazané ndboje vytvaraju vysledné
elektrické pole v dielektriku aj mimo neho. Napriek tomu, Ze elektricka indukcia ako
veliina sa zavadza prostrednictvom volnych ndbojov, tak na rozhraniach prostredi je
ovplyviiovana aj ich vlastnostami, ako je to opisané v Casti 8.3.6 o elektrickom poli na
rozhrani dielektrik.

Dosledné zavedenie elektrickej indukcie pomocou Gaussovho zakona je opisané
v dodatku D3. Tu pouzijeme zjednoduseny postup, pri ktorom uvazime pole v konden-
zatore s rovinnymi kovovymi platiiami (elektrodami). Predpokladdme, Ze platne su
dostato¢ne velke, aby nebolo potrebné uvazovat’ o vplyve okrajov platni na pole medzi
nimi a vich okoli. Medzi platiami kondenzatora predpokladdme hrubSiu vrstvu
dielektrika (obr.8.3.3.1). Ked’ je kondenzator nabity, na jeho platniach sa nachadza
volny elektricky néboj s istou plosnou hustotou o, (na jednej platni kladna, na druhe;j
rovnako vel’ka zdporna plosné hustota naboja). Keby medzi platiiami bolo vakuum, bolo
by v tomto priestore elektrostatické pole s intenzitou vel'kosti

E,=o0,/¢,, (8.3.3.1)
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ako vyplynulo z rieSenia prikladu 8.1.7.3 . Za plo$nu hustotu tu treba vziat’ jej absolutnu
hodnotu, resp. kladnt plosnu hustotu.

Ov+ Ovy— Od+
+ - +|- |- =
+ - + + _ Ev: : : Ev = ov/e,
i - H- 4|~ Ei—t Edq = odg/eo
H I N L
+ - + - P--—»>
+ - H= 1=
od—
E. Obr. 8.3.3.1

Po vlozeni dielektrika medzi platne kondenzatora sa dielektrikum spolarizuje, kladné
viazané naboje sa posunl v smere vektora intenzity E,,, zaporné opaénym smerom a na
povrchu dielektrika vzniknll viazané néboje s ploSnou hustotou oy (na jednej strane je
kladnd, na druhej zdpornd). Viazané néboje vytvoria v dielektriku pole s intenzitou

Ed = O-d/go , (8332)

ktora ma opacny smer ako intenzita E,,. Aj tu treba dosadit’ kladnti plosnu hustotu.
Intenzity E, a E4, ktoré maji opacny smer, sa vektorovo séitaji, preto velkost’
vyslednej (celkovej) intenzity E. je (pre zdoraznenie jej tu pripisujeme index ,,c)
Oy Od

E.=E,—E4= 5_0 — 5_0 , (8.3.3.3)
takZe je mensSia nez vel'kost’ intenzity vonkajSieho pola. Podl'a vzt'ahu (8.3.2.4) plosna
hustota viazaného elektrického ndboja na povrchu dielektrickej platni¢ky sa rovna
velkosti vektora elektrickej polarizacie: oy = P, ¢o dosadime do predchadzajuce;j
rovnice:

_ oy P

80 80
Rovnicu vynasobime elektrickou konStantou &, , ¢im dostaneme vztah:

&E, = o, —P
a po d’alSej uprave
oy = EE.+P . (8.3.3.4)

Elektrickd polarizacia P stvisi s viazanymi elektrickymi ndbojmi a rovné sa v naSom
pripade ich plo$nej hustote. Na l'avej strane rovnice vystupuje plosna hustota volnych
nabojov a v tomto konkrétnom pripade ju budeme povazovat’ za novl veli¢inu —
elektricku indukciu, (znacka D) , takZze o, = D. Preto rovnicu (8.3.3.4) prepiSeme,
a namiesto ploSnej hustoty vol'ného naboja napiSeme elektricku indukciu:
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D = gE.+P. (8.3.3.5)

[13

V tejto rovnici vystupuju vektorové veli¢iny E. a P .V dalSom texte uz index ,,c
nebudeme pouzivat, takze namiesto E. budeme pre celkovu intenzitu pouZivat’ symbol
E. Ajked to zuvedeného postupu priamo nevyplyva, aj elektricka indukcia je vektorova
velicina, preto rovnicu (8.3.3.5) prepiSeme do vektorového tvaru, ktory plati vSeobecne:

D = ¢gE +P. (8.3.3.6)

Tato rovnica vyjadruje suvislost medzi elektrickym polom volnych a viazanych
nabojov v dielektriku.

Vztah (8.3.3.6) sa zapisuje aj v strucnejSej forme. Predpoklada sa, Ze elektric-
ka polarizacia zavisi od celkovej intenzity elektrického pola v dielektriku a ako
vektorova veli¢ina ma aj jej smer. Cim silnejsie je celkové pole, tym vécsia je hodnota
elektrickej polarizacie. Preto mozno napisat’ vektorovy vztah

P = g yE, (8.3.3.7)

kde y je bezrozmerova veliina s nazvom elektricka susceptibilita. Sprostredkuje
vztah medzi vektormi P a E . Po dosadeni do rovnice (8.3.3.6) dostaneme:

D =¢E + 5, 0E = 6,(1+ p)E = g,6E = ¢E (8.3.3.8)

teda vzt'ah (nazyvany aj ako materialovy vztah, lebo v nom vystupuje materidlova
konStanta &)

D = ¢E. (8.3.3.9)
Pri upravach boli pouzité vzt'ahy
A+py =¢ a g&eg=¢, (8.3.3.10)

pricom veliCina & sa nazyva permitivita a & relativna permitivita (dané¢ho
prostredia).

Kontrolné otazky

Ktora velicina v dielektriku je definovana pomocou volnych nabojov?
Ktora velicina v dielektriku suvisi s viazanymi nabojmi?

V akych jednotkach sa meria elektricka indukcia?

Co je elektricka susceptibilita?

Co je permitivita a relativna permitivita?

SN N e

Ako suvisi elektricka susceptibilita s relativnou permitivitou?
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8.3.4 Maxwellova rovnica s vektorom elektrickej indukcie

V predchadzajacom c¢lanku bol odvodeny vztah, v ktorom vystupuju vsSetky
vektory pouzivané na opis elektrostatického pola. V spojeni s Gaussovym zakonom
mozeme pomocou neho ziskat’ prvi zo Styroch Maxwellovych rovnic.

Do Gaussovho zdkona T = fE -dS = (1/¢,) X,; Q; dosadime vektor celkovej
intenzity v dielektriku vystupujici vo vztahu D = g E + P . Najprv upravime l'ava
stranu Gaussovho zakona:

D-P 1 1
#E-d5=# .ds = — D-dS——#P-ds.
<c"O 80 <c"O
(8.3.4.1)

Na pravej strane Gaussovho zdkona, v sumdcii, treba scitat’ vSetky naboje pritomné

v uzavretej ploche, teda volné i viazané. Preto ndboje takto rozpiSeme, takze prava
strana Gaussovho zdkona zmeni tvar:

%Zini 4 %ZiQdi . (8.3.4.2)

V Gaussovom zdkone vystupuje celkova intenzita elektrického pola, ktord suvisi
s existenciou volnych i1 viazanych nabojov. Integral cez uzavretii plochu v rovnici
(8.3.4.1) sa podarilo rozpisat’ na dva ¢leny, pricom v prvom integrali vystupuje vektor
elektrickej indukcie, ktory stvisi iba s vol'nymi ndbojmi, v druhom integrali vektor
elektrickej polarizacie, ktory ma opodstatnenie iba ak sa v prostredi nachadzaji viazané
elektrické naboje. Na rovnakom principe bola rozpisand aj prava strana Gaussovho
zakona, teda naboje nachadzajlice sa v objeme ohrani¢enom uzavretou plochou. Napriek
tomu, Ze nepodjde o exaktny postup, dime do stvislosti prislusné Cleny z l'avej a pravej
strany Gaussovho zdkona a napiSeme rovnice:

# D-ds = zini , - # P-ds = EiQdi | (8.3.4.3)

V prvej rovnici upravime integral podl'a Gaussovej integralnej vety, t. j. premenime
plo$ny integral na objemovy a sicasne aj naboj na pravej strane vyjadrime pomocou
objemov¢ho integralu, teda ako integral objemovej hustoty naboja:

[ o ae= [ o se

Integrané medze integralov st rovnaké, ale l'ubovol'né, takze musi platit’ rovnost’, ktora
je zndma pod nazvom 1. Maxwellova rovnica:

divD = p, . (8.3.4.4)
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Vzt'ah z ktorého sme ju ziskali — 'ava z rovnic (8.3.4.3)

#D'd-g:Zini,

sa nazyva 1. Maxwellova rovnica v integralnom tvare. Je vhodné znovu pripomenut’,
ze v obidvoch rovniciach — ¢i v diferencidlnom ¢i integralnom tvare, na pravej strane
vystupuje iba vol'ny elektricky naboj.

Aj druhti z rovnic (8.3.4.3), teda rovnicu —¢p P -dS = Y; Q4;, mozno upravit
podobnym spdsobom. Uvedieme priamo vysledok vypoctu:

divP = —py, (8.3.4.5)

v ktorom na pravej strane vystupuje objemova hustota viazanych nabojov. Prejavi sa iba
v nehomogénne spolarizovanom dielektriku. Ak by elektrickd polarizacia P(x,y,z)
bola v celom objeme dielektrika rovnakd, potom derivacie podla priestorovych
suradnic, ktoré predpisuje operacia div P , by sa rovnali nule a nulova by bola aj hustota
Pq - Z obrazku 8.3.4.1 si mozno urobit’ kvalitativhu predstavu o vzniku priestorového
naboja, ktorého zdrojom su dipoly nehomogénne spolarizovaného dielektrika.

Hruby model na obrdzku zndzorfiuje

= —— E, spolarizované molekuly ako dipdly
o s kladnym a zdpornym koncom. Sucet

) kladného a zéporného naboja vSetkych

§§Z @ molekul na obrazku sa rovna nule, lebo

§> kazdd z nich nesie rovnaky kladny aj

el Obr. 8.3.4.1 zaporny naboj. Ale v ramceku uprostred

S obrazka  pocet  zapornych  nabojov

(svetlych) je vacsi. Tak sa lokalne prejavi
viazany naboj vo forme nenulovej objemovej hustoty p, . Znamienko tohto naboja
zavisi od vzdjomnej orientdcie vektora intenzity vonkajSieho pol'a a smeru vzrastu
velkosti vektora P . Na obrazku sa velkost’ tohto vektora zvic¢Suje z pravej strany na
l'avi, preto hustota p, < 0. Pri opacnom smere vzrastu velkosti vektora P by hustota
P4 > 0. Znamienka by sa zmenili na opacné, aj keby sa obratil smer intenzity E,
vonkajSieho pola.

Priklad 8.3.4.1 Vo vakuu v elektrickom poli s intenzitou E,, , sa nachadza platia
z dielektrika, s relativnou permitivitou &.. Platia je postavend kolmo na vektor
intenzity a na jej povrchu, ani vnutri v nej, sa nenachadzaji volné elektrické néaboje.
Vypocitajte velkosti vektora elektrickej indukcie a intenzity elektrického pol'a v platni
a mimo nej.
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RieSenie:
Na obrazku je na jednej vonkajsej

E, Ev ploche platne nakreslend uzavreta
FAHEE valcova plocha precnievajica na obe

S <-- {22 52 strany plochy a ktorej obsah zakladni
oznac¢ime S . Podl'a integralneho tvaru

Obr. 8.3.4.2 Maxwellovej rovnice sa integral vek-

tora elektrickej indukcie cez uzavreti
plochu rovna suc¢tu volnych nabojov
nachéadzajtcich sa v objeme, ktory je ohraniceny plochou. Podla predpokladu sa na
povrchu, ani vo vnutri platne vol'né nédboje nenachadzaju, takze integral sa musi rovnat’
nule. Integral cez plast’ sa rovnd nule (pozri priklad 8.1.7.2), takZe nule sa musi rovnat’
sucet integralov cez dve zakladne valca, ¢o poskytne vysledok
DS, + D,-§5,=0.

Ked zohl'adnime uhly medzi vektormi (jeden ma 180°, druhy 0°), tak po rozpisani
skalarnych st¢inov dostaneme -D; S; + D, S, = 0,alebo D; S; = D, S,. Zakladne
maju rovnaky obsah, preto D; = D, . Vektor elektrickej indukcie mé teda vo vékuu aj
v dielektriku rovnaku vel'kost. To vSak pre intenzitu elektrického pol'a neplati, ¢o si
overime, ked’ elektricki indukciu vyjadrime pomocou vzt'ahu (8.3.3.8) vo vakuu aj
v dielektriku:

&E, = ¢, E ,odkial E = E,/¢, .

To znamena, ze v dielektriku je intenzita elektrického pola &, - krat mensia nez vo
vakuu.

Priklad 8.3.4.2 Objemova hustota vol'ného naboja p,, sa v istej Casti priestoru rovna
nule. Aka podmienka vyplyva pre vektor elektrickej indukcie z tejto skutocnosti?

RieSenie: Podla Maxwellovej rovnice v tomto pripade divD = 0, ¢o po rozpise
poskytuje podmienku  (dD,/0x) + (8D, /dy) + (0D,/9z) = 0. Ak suradnicovu
sustavu v konkrétnom mieste zvolime tak, aby vektor D mal iba zloZzku v smere osi x,
takze D, aj D, sa rovnaji nule, z troch ¢lenov vyrazu zostane iba prvy, dD,/dx = 0.
Z toho v8ak vyplyva, Ze D, je konStanta a tym aj cely vektor.

Poznamka: Z vysledku vyplyva, ze ak sa vedla seba nachadzaju dve dielektrika a vektor
D je na ich rovinné rozhranie kolmy, pricom v dielektrikach ani na rozhrani medzi nimi
sa nevyskytuje volny naboj, vektor D je v oboch dielektrikach rovnaky, tak ako
v predchadzajucom priklade. Trochu odlisna je situdcia, ak vektor D nie je na
rozhranie kolmy — pozri ¢lanok 8.3.6 o javoch na rozhraniach a dodatok D4 — vtedy je
na oboch stranach rozhrania rovnaka jeho normalova zlozka — kolma na rozhranie.
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Priklad 8.3.4.2 Vektor elektrickej polarizacie v intervale <+ 5, +10> premennej x je
vyjadreny v tvare P = axi , t.j. linedrne sa zvicSuje v smere osi x, v ostatnych smeroch
sa nemeni. Vypocitajte objemovu hustotu p, viazané¢ho naboja a zvazte, aky vplyv na

vysledok mé znamienko konStanty a .

RieSenie: Pre objemovu hustotu viazan€ho naboja plati vztah (8.3.4.5): p, = — div P,
z ktorého v tomto pripade vyplyva:
.0 .0 d :
Py = —(la+]@+ka)-(axl) =—a.

Ak je konstanta @ kladnd, potom objemova hustota viazaného naboja je zaporna.
Vieme, ze smer vektora polarizdcie P je vzdy zhodny so smerom vektora intenzity
vonkajSieho pol’a, takze ak je a >0, potom aj vonkajSie pole ma smer jednotkového
vektora I. Samostatne posud’te situaciu, ak konstanta a < 0.

Kontrolné otazky

1. Aka je formuldcia integrdlneho tvaru Maxwellovej rovnice s vektorom D?

2. Akd je formuldcia diferencidlneho tvaru Maxwellovej rovnice s vektorom D?

3. Aky je vyznamovy rozdiel medzi integralnym a diferencidalnym tvarom Maxwellovej
rovnice?

4. Viete vysvetlit kedy sa v dielektriku lokalne prejavi objemova hustota viazanych
nabojov?

5. Comu sa rovnd objemova hustota viazanych nabojov v dielektriku, ktoré je
nehomogénne spolarizované?

6. Aky je fyzikdalny vyznam normalovej zlozky polarizacie na povrchu dielektrika?

8.3.5 Vzajomné posobenie nabojov v dielektriku

Vz4jomné silové posobenie medzi dvoma vol'nymi bodovymi ndbojmi Q , q , sa
vo vakuu vyjadruje Coulombovym zdkonom F = (1/4me,)(Qq/r?). Sila F poso-
biaca na naboj g sa mdze vyjadrit’ aj ako sucin tohto néboja s intenzitou elektrického
pola E, ktora charakterizuje elektrické pole vytvorené nabojom Q: F = qE.
V dielektriku, ako v kazdom inom prostredi, sa nachadzaji aj d’alSie ndboje, a tak
vyslednd intenzita v mieste ndboja g je ovplyvnena aj tymito ndbojmi. V dielektriku je
vzdy mensia nez vo vakuu, lebo k elektrostatickému pol'u vytvorenému nabojom Q sa
pridava indukované pole vytvorené spolarizovanym prostredim. Intenzita indukovaného
pola ma vo vSeobecnosti opacny smer ako intenzita pdvodného pola naboja Q.
V zmysle principu superpozicie vyslednd intenzita v mieste naboja ¢q je vektorovym
suctom intenzit vytvorenych ndbojom @ aindukovanymi ndbojmi spolarizovaného
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prostredia. Bodovy naboj Q sam o sebe — vo vakuu aj v dielektriku — vytvara rovnakua
intenzitu:

-1 8.3.5.1
= i (8.3.5.1)

Akje Q > 0, tak v dielektriku st k nemu pritahované zaporné naboje blizkych
molekul, kladné¢ st odpudzované. Tym sa v okoli voIného nidboja Q — v sulade
s Gaussovym  zdkonom « —

€ Q Q O O O » vytvori také elektrostatické

pole, ako keby sa velkost

SO 00, o0 O ndboja Q efektivne zmensila

OO O @ D OO 0 isty ndboj Q*. Preto do vzorca
vyjadrujuceho intenzitu
O © 0 O Q Q O namiesto ndboja @ dosadime

OO0 00 Q Q ©obrssst  siet Q+ Q' kiory by mal

mat’ absolutnu hodnotu mensiu
nez povodny naboj Q . Z toho
vyplyva, Ze ndboj Q* musi mat’ opa¢né znamienko ako vol'ny naboj Q:

1 0+

dme, 1?

. (8.3.5.2)

Ak predpokladame, Ze vel'kost’ ndboja Q* je imerna vel'kosti naboja @Q, tak pre vel'kost’
intenzity dostaneme rovnaku ¢iselnt hodnotu, ak vo vzt'ahu (8.3.5.2) namiesto naboja
Q™ v citateli priddme do menovatel’a bezrozmerny faktor g > 1:

1 1
=i O
game, r?

(8.3.5.3)

Ukézeme, Ze tymto faktorom je relativna permitivita. Na tento ciel mozno vyuzit’ vztah
D = g E + P, v uprave podl'a rovnic (8.3.3.8):

D=¢E +¢c,xE =¢,(1+ pE =¢,6E = ¢E .

Podl’a toho vo vakuu plati vztah D = ¢ E , ale v prostredi D = ¢g,¢&,.E . Z toho vidno,
ze celkové intenzita v prostredi je &,.-krat mensSia nez vo vakuu, lebo elektricka indukcia
D v okoli voI'ného naboja Q je vo véakuu aj v prostredi rovnaka. Vztah (8.3.5.3)
napiSeme s relativnou permitivitou:
1 1 1 1
N Q Q

— = —=— —, 8.3.5.4
& Ane,r?  Ang,g. r?* 4mer? ( )

Takato intenzita sa prejavi v okoli naboja @ pri posobeni na 'ubovolny iny néboj
v dielektriku, bez ohl'adu na to ¢i ide o ndboj vol'ny alebo viazany.
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K zaujimavému vysledku vedie porovnanie vztahov (8.3.5.2) a (8.3.5.4). Lavé
strany su rovnaké, preto sa musia sebe rovnat’ aj pravé strany:

1 Q+Q° 1 Q L_Q
Ame, 1? _47T€08r7‘_2 = Q+e g =
1 1
= Q*=Q(8——1)=—Q(1—8—). (8.3.5.6)

Vyraz v zatvorke v poslednom clene je kladny a mensi nez jednotka, lebo relativna
permitivita nemoéze byt mensia nez Cislo 1. To znamena, Ze velkost indukovaného
tieniaceho naboja Q* je imerné velkosti ndboja Q, mda opacné znamienko a mensiu
absolutnu hodnotu ako naboj Q.

Zamena elektrickej konStanty &, permitivitou € = &, &, sa netyka iba uveden¢ho
pripadu bodového naboja. Uplatiiuje sa aj v inych pripadoch, ked sa voI'né naboje
nachadzaju v dielektrickom prostredi. Ak sa velkd rovinna platiia nabita hustotou
vol'ného ndboja o, nachadza v dielektriku, intenzita v jej okoli dosahuje hodnotu E =
o,/(2¢,&.), narozdiel od vakua, kde v menovateli vystupuje iba elektrickd konstanta
&, (= permitivita vdkua). Takato zdmena je nevyhnutna aj v inych pripadoch, pokial
chceme vztahy pisat’ iba s volnymi ndbojmi. Ak by sme chceli dosledne pouzZivat
princip superpozicie, vztahy by sme pisali iba s elektrickou konStantou &, , ale vtedy by
sme do nich museli zahrnut’ aj indukované elektrické naboje.

Priklad 8.3.5.1 Viakuovy kondenzator s rovinnymi elektrédami bol nabity tak, Ze na
jeho platniach sa vytvorila plo$nd hustota vol'ného elektrického naboja s absolutnou
hodnotou o, . Medzi elektrody bolo vloZené dielektrikum s relativnou permitivitou
& =5, priCom sa plosna hustota vol'ného naboja nezmenila. Kolkokrat sa zmensila
intenzita elektrického pol'a v kondenzatore?

RieSenie: Vlozenim dielektrika do kondenzatora sa velkost’ vektora elektrickej
indukcie nezmeni, a podl'a vztahu (8.3.4.2) ma hodnotu D = o, . Vo vakuu plati E =
D/¢g, ,v dielektriku E = D/(¢,¢,), takze vysledna intenzita po vlozeni dielektrika je &,
krat mensSia.

Priklad 8.3.5.2 V homogénnom elektrostatickom poli, ktorého elektrickd indukcia je
D, su tesne pri sebe ulozené dve dielektrické platnicky, s permitivitami & a &, . Vektor
elektrickej indukcie je kolmy na platnic¢ky. Vypocitajte pomer intenzit elektrického pol’a
E, /E, v tychto platnickéch.

RieSenie: Medzi celkovou intenzitou a elektrickou indukciou plati vztah D = &E.
Ked’Ze elektrickd indukcia v oboch dielektrikach je rovnaka, plati rovnost’
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&E, = E, ,odkial vyplyva E,/E, = &,/& . Velkosti intenzit si nepriamo umerné
velkostiam permitivit. Cim va&$iu hodnotu ma relativna permitivita prostredia, tym
mensia je v lom vysledna intenzita elektrického pola.

Priklad 8.3.5.3 V homogénnom elektrostatickom poli s elektrickou indukciou D je
dielektrikum, ktorého relativna permitivita je &. . Vypocitajte velkost intenzity
elektrického pol'a a velkost’ elektrickej polarizéacie v dielektriku.

RieSenie: 7 materidlového vzt'ahu v stru¢nom tvare D = g,&.E vypocitame vel'kost’
intenzity E = D/¢g,¢&, z ktorého vyplyva, Ze ¢im vicSia je permitivita, tym slabSie je
vysledné elektrické pole. Potom z plnej formy vztahu D = g,E + P vypocitame
vel'kost’ vektora elektrickej polarizacie: P = D(1 — 1/¢,) . Z vysledku vyplyva, Ze ¢im
vicsia je relativna permitivita, tym vacsia je aj elektrickd polarizacia. Na druhej strane
ak & — 1,t.j. blizi sa ku svojej minimalnej hodnote, vtedy P — 0 .

Kontrolné otazky

1. Viete kvalitativne vysvetlit preco sa efektivny silovy ucinok medzi volnymi
elektrickymi nabojmi v dielektriku zoslabuje?

2. Preco sa menovatel vo vzorci vyjadrujucom intenzitu v pripade dielektrika
rozsiruje prave o relativnu permitivitu?

3. Aké znamienko a aku velkost' ma indukovany tieniaci naboj?

8.3.6 Javy na rozhrani dielektrik

V elektrotechnickej praxi sa ¢asto kombinuju kovy s izolantmi, alebo aj izolanty
navzdjom, ¢im vznikaji rozhrania medzi materidlmi s rdéznymi elektrickymi
vlastnost’ami (drot — izolacia, platia kondenzatora — dielektrikum, vonkajS$ia — vnitorna
izolacia a pod.). Ak sa dotykaju dve dielektrikd s roznymi permitivitami (& > &,), po
ich vlozeni do vonkajSieho elektrostatického pol'a sa spolarizuja. Vznikne medzi nimi

rozhranie
O O O O O O & s nevykompenzovanym

o ANNANNANNA O viazanym elektrickym

vV VvV Vv rozhranie nabojom. Ako vznikd, si

O AYAYAYAYAYA O moZno nazorne overit na
" AAAAY

obrazku. V naznacenom

O O O O O O O O O Obr. 8.3.6.1 obdizniku na rozhrani je

viac kladnych (svetlejSich)

ako zapornych nabojov. Ktorych nabojov je viac vSak zavisi od toho, ktoré z dielektrik

ma vacsiu permitivitu, ale aj od smeru intenzity vonkajSieho pol'a — pri obrateni jej
smeru, sa znamienko naboja zmeni.
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Uz v priklade 8.3.5.3 bol uvedeny vysledok, ze ¢im vicSia je permitivita
prostredia, tym slabsia je v ilom intenzita vysledného pol'a E , ale tym vécsia je velkost’
vektora elektrickej polarizacie. Ak je vektor E, kolmy na rozhranie, ako na Obr. 8.3.6.1
, potom su na rozhranie kolmé aj vektory E a P .V takom pripade na stykajucich sa
rovinnych plochéch dielektrik vzniknu plosné hustoty naboja (absolutne hodnoty):

Oq1 = Py, resp. og; = Py,

ktoré maji opacné znamienka (pozri vztah (8.3.2.4)). Ich sucet sa rovna plosnej hustote
oy viazan¢ho nevykompenzovaného néboja na rozhrani, ktorej znamienko zavisi od
prevladajiceho naboja. Ten je pri¢inou vzniku indukovaného elektrostatického pol'a na
oboch stranach rozhrania, podobne ako v okoli nabitej platne (pozri prikl. 8.1.7.2).
Velkost' intenzity indukovaného pola Eq = oy/(2¢,), pricom tato intenzita sa podla
principu superpozicie s€itava s intenzitou vonkajSieho pola E, a tak vznik4 vysledna
(celkovd) intenzita E . Ak je o4 > 0, vektor E4 na oboch stranach rozhrania smeruje
od neho, ¢o znamen4, Ze na jednej strane rozhrania je vysledné pole silnejSie, na druhe;j
slabsie ako vonkajSie pole.

Poznamka: To je na prvy pohlad v rozpore s tvrdenim z clanku 8.3.3, Ze celkova
intenzita v dielektriku je menSia ako intenzita vonkajsieho pola (pozri vztah (8.3.3.3)).
Tu vsak ide o inu geometriu. Zatial' co v ¢lanku 8.3.3 islo o platnicku, a na oboch jej
povrchoch vznikol indukovany viazany naboj, v tomto pripade ide o polonekonecné
prostredia s nabojom na ploche, ktora ich rozdeluje.

Ak intenzita E, vonkajSieho pol'a nie je kolmé na rovinné rozhranie dielektrik,
potom vektorovy stcet intenzity vonkajSieho a indukovaného pol'a E; nemd v oboch
dielektrikach rovnaky smer. Na rozhrani dochddza k lomu silo¢iar celkovej intenzity E .
Aj tento pripad mozno ilustrovat’ obrazkom. Vidno z neho, Ze indukované pole, ktoré¢ho
intenzita E; je na rozhranie kolma, meni len normalovu zloZku intenzity vonkajSieho
pol'a (Obr. 8.3.6.2 A). Preto celkova intenzita na oboch strandch rozhrania ma rovnakua
tangencidlnu zlozku (zlozka rovnobezna s rozhranim, Obr. 8.3.6.2 B).

|
vy
! /
4
L €2

'

e ! €1

C

Obr. 8.3.6.2
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Zmenu uhla ¢ medzi vektorom E a normalou na rozhranie mozno ohodnotit’ kvan-
titativne. Plati

g =, tgg, =2
Enl Enz
z ¢oho vyplyva
801 _ Lnz (83.6.1)
tgp, En’

lebo tangencialne zlozky vektora E s v oboch prostrediach rovnaké a v zloZzenom
zlomku sa ich velkosti vykratia. Normdalové zlozky vyjadrime pomocou vektora
elektrickej indukcie a pomocou permitivit prostredi

En _ (Dn2/&2) _ &1
Enl (Dnl/gl) 82 ’

kde sa vykratili velkosti normalovych zloZiek vektora elektrickej indukcie, lebo su

(8.3.6.1b)

rovnaké. Po dosadeni do (8.3.6.1) dostaneme vysledny vzt'ah vyjadrujici zmenu smeru
siloCiar
tg ¢, _&a
tgp, &’

(8.3.6.2)

Zo vztahu (8.3.1.6b) vyplyva, Ze normalova zlozka vektora indukcie sa zachovéava:

(Dnz/fz) _ i — Dn2 =1
(Dni/e1) & D1
Tangencialna zlozka sa vSak meni, ¢o vyplyva zo skuocnosti, Za sa zachovava
tangencidlna zlozka celkovej intenzity:

bu _De

Eyw=E
t1 t2 £ &

O zachovani velkosti vektora elektrickej indukcie bol uvedeny komentar uz v priklade

8.3.4.1, ale vtedy bol vektor indukcie na rozhranie kolmy. Presny dokaz zachovania
normalovej zlozky vektora elektrickej indukcie je uvedeny, v dodatku D4.
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Rozhranie kov - dielektrikum

Ak sa rozhranie nenachadza vo vonkajSom poli a navySe na povrchu kovu sa
nenachadza volny ndboj, intenzita vysledného elektrostatického pola je v oboch
prostrediach nulova. Po vloZeni rozhrania do vonkajSieho pola s intenzitou E,, na
povrch kovu vystupia vol'né naboje, ktoré (v ustalenom stave) budi mat’ plosnu hustotu
o, . Znamienko tohto naboja zavisi od smeru intenzity vonkajSieho pol'a. V ustdlenom
stave musi byt intenzita vysledného elektrostatického pol'a kolma na povrch vodica.

E, EA P
|
|

dielektrikum

Obr. 8.3.6.3

Aj v dielektriku d6jde ku zmenam — spolarizuje sa, a na rozhranie vystipi viazany
naboj s plosnou hustotou oy , pricom jeho znamienko je opacné ako znamienko vol'ného
naboja na povrchu kovu. V kove je celkové intenzita pol'a nulova, preto je tam nulovy
aj vektor elektrickej indukcie. Nenulové pole je iba v dielektriku, preto sa na rozhrani
kov—dielektrikum, normalova zlozka vektora D nezachovava.

Kontrolné otazky

Aké znamienko ma indukovany elektricky naboj na rozhrani dvoch dielektrik?

Ako suvisi plosna hustota indukovaného naboja s vektorom polarizacie?

Ktora zlozka vektora elektrickej indukcie je na oboch strandch rozhrania rovnaka?
Ktora zlozka intenzity elektrického pola je na oboch strandch rozhrania rovnaka?
Aké naboje vznikaju na rozhrani kov — dielektrikum vo vonkajsom poli?

NP
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8.4 Elektricka kapacita, energia nabitého vodica

KPucové slova

elektricka kapacita, farad, energia nabitého vodi¢a, objemova hustota energie
elektrického pola.

8.4.1 Elektricka kapacita vodica

Ked na samostatny (od okolia izolovany) vodi¢ prenesieme volny elektricky
naboj, v jeho okoli vznikne elektrostatické pole. Pole mdézeme opisat’ intenzitou
elektrického pola, alebo potencidlom — ich zavislostou od priestorovych suradnic.
Vnutro vodica, vratane jeho povrchu, sa vyznacuju rovnakou hodnotou potencialu.
Velkost potencialu zdvisi od mnoZstva prineseného naboja, ale aj od geometrie
a rozmerov vodica. Prakticka sktisenost’ uci, Ze pri rovnako vel’kom naboji prenesenom
na dva r6zne vodiCe, je potencial va¢siecho mensi, nez potencial mensSieho.

Vplyv rozmerov (geometrie) vodi¢a na potencidl sa vyjadruje veli¢inou, ktora sa
nazyva elektricka kapacita (znacka C). Ak ide o izolovany (osamely) vodi¢, definuje
sa vztahom

c==, (8.4.1.1)

kde ¢ je absolutny potencial na povrchu vodicaa @ prineseny vol'ny elektricky naboj
nachéadzajtci sa na jeho povrchu. Kapacita je kladna veli¢ina, bez ohl'adu na to, ¢i na
vodi¢ prindSame kladny, alebo zaporny naboj, lebo v pripade zadporného naboja aj
absolutny potencial je zaporny.

Jednotka kapacity ma nazov farad (znacka F). Kapacitu jedného faradu ma
vodi¢, ktorého povrch prinesenim naboja jeden coulomb nadobudne absolutny
elektricky potencial jeden volt: 1 F=1 C/V.

Priklad 8.4.1.1 Vypocitajte kapacitu telesa, ktoré¢ ma tvar gule s polomerom R.

Riesenie: Elektrostatické pole v okoli rovnomerne nabitej gule je rovnaké, akoby cely
naboj Q bol sustredeny v jej strede (pozri priklad 8.1.7.1). Preto absolutny potencial
tesne pri povrchu gule je ¢ = (1/4me,)(Q/R) . Po dosadeni do defini¢éného vzt'ahu
pre kapacitu dostaneme vysledok

C= % = 4me,R . (8.4.1.2)
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Poznamka: Vyraz 4ne md hodnotu radovo 10710 S jednotiek. To znamend, Ze gula by
mala mat polomer priblizne 1x10'° metrov, aby dosiahla kapacitu 1 F. To je polomer,
ktory sa radovo priblizuje polomeru Sinka.

C.F.Gauss v Coulombovom zdkone namiesto konstanty 1/(4né&,) pouZil bezrozmerovu
jednotku. V jeho sustave sa potom kapacita gule vyjadruje priamo jej polomerom. Preto
Jjednotkou kapacity v jeho sustave bol centimeter.

Elektrickd kapacita ako veliCina sa najCastejSie pouziva v suvislosti s konden-
zatormi. Kondenzator predstavuje dva blizko pri sebe sa nachadzajtice vodice (budeme
ich nazyvat’ elektrody — kladné a zaporna), ktoré sa sucasne nabijaji rovnako velkymi
nabojmi s opaénymi znamienkami. Kapacita kondenzatora sa definuje podielom
naboja privedeného na jednu z elektrod a rozdielu potencidlov medzi touto elektrodou
a druhou z nich podla vztahu:

Q: _ Q-
Pr— Q- P — @y

C= (8.4.1.3)

Z defini¢ného vzt'ahu vidno, Ze aj kapacita kondenzatora je kladna velicina,
lebo zatial ¢co ¢, —¢p_ > 0,tak ¢_.— ¢, < 0.

Priklad 8.4.1.2 Vypocitajte kapacitu kondenzatora s rovinnymi elektrodami, ked’
plosny obsah kazdej z elektrdd je S a vzdialenost’ medzi nimi je d . Medzi platiiami je
vakuum.

Riesenie: V nabitom kondenzatore, ked’ na platniach je plo$na hustota voI'ného naboja
o, , intenzita elektrického pola E, = o, /g, (pozri priklad 8.1.7.3). Na zéklade toho
absolutna hodnota rozdielu potencidlov medzi elektrodami je
d o,
U= j E,dx =— d.
0 o

Na kazdej elektrode je vol'ny naboj velkosti Q, = So, . Dosadenim do definicného
vztahu pre kapacitu dostaneme

Ql

C=¢ (8.4.1.4)

Priklad 8.4.1.3 Vypocitajte kapacitu kondenzatora s rovinnymi elektrodami, ked’
plosny obsah kazdej z platni je S a vzdialenost’ medzi nimi je d . Medzi platiiami je
dielektrikum s relativnou permitivitou & .

Riesenie: V nabitom kondenzatore, ked’ na platniach je plo$né hustota voI'ného naboja
o, , po vlozeni dielektrika sa na povrchu dielektrickej platnicky vytvori viazany
elektricky naboj s plosnou hustotou oy . T4 vytvara intenzitu E; = o,/¢&, s opaénym
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smerom ako intenzita vyvolana vol'nymi ndbojmi, preto sa vysledna intenzita zmensi.
Velkost’ vektora elektrickej indukcie, ktory suvisi iba s vol'nymi ndbojmi, sa pritom
zachova, takze o, =D = ¢E, odkial E = D /e = o,/ = o,/(&,&.). Preto napitie
medzi platilami je g.-krat menSie ako v pripade vakuového kondenzatora. Pre kapacitu
kondenzatora tak dostaneme vysledok

Q_ oS _ aS(&e)

C=UTEdT " od

s S
= (&) =¢e7. (8.4.1.5)

Priklad 8.4.1.4 Vypocitajte kapacitu kondenzatora s rovinnymi elektrodami, ked’
plosny obsah kazdej z rovinnych platni je S a medzi platiiami su dve vrstvy dielektrik,
prva ma permitivitu &; a hrubku d,, druha permitivitu €, a hrabku d, .

Riesenie: Vektor elektrickej indukcie mé v oboch dielektrikach rovnaka vel'kost’, takze
podla materidlového vztahu plati D = ¢, FE; = &,E,, pricom D = o, ,t. J. rovna sa
plosnej hustote vol'ného naboja. Celkovy vol'ny ndboj na platni je Q = So, a rozdiel
potencidlov medzi platiami

di  dp
U = E1d1 +E2d2 = O-U(E_‘l'e_).
1 2
Odtial’ pre kapacitu ziskame vysledok
- Q 0,S B S
U (dy dp) (di, d)
w(a+a) Gre)

Priklad: Zvitkovy kondenzator sa vyraba navinutim dvoch na seba poloZenych tenkych,
jednostranne pokovenych polyetylénovych (PET) fo6lii do tvaru malého valceka.
Pokovené povrchy sluzia ako elektrody kondenzatora a ich hrabka (asi 0,05 um) je
zanedbatel'na vocCi hribke samotnej folie. Relativna permitivita folie &, = 3,3
a elektricka pevnost’ PET je minimalne E,,. = 20 MV/m. Vysledny kondenzator
v tvare val¢eka ma priemer podstavy 4 mm, vySku 10 mm a celkovu kapacitu 100 nF.
(a) Aka je hriibka a celkova diZka navinutej PET folie?

(b) Aké maximéalne napitie mdzeme pouzit’ na nabijanie takéhoto kondenzatora?

RieSenie: Dizku folie si oznaéime ako [, hrubku &, vysku kondenzatora h a priemer
jeho podstavy d. Kapacita vysledného kondenzatora je dand vztahom pre doskovy
kondenzator s vel'kostou ploch elektrod S = [h,
C = ¢, ¢ lh/6.
Celkovy objem V kondenzatora vieme vypocitat’ pomocou dvoch pristupov;
v rozvinutom stave: V = [ h § a v navinutom stave ako objem valca: V =
hm(d/2)>.

Kombinaciou tychto dvoch vyjadreni ndjdeme vzt'ah medzi hrabkou a dizkou folie,
8§ = wd?/(4l),
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ktory mozeme dosadit’ do vztahu pre kapacitu a vyjadrit’ tak dizku folie pomocou
zadanych velicin, [ = \/ (nC /e, )d/2.
Po dosadeni ¢iselnych hodndt ndjdeme | = 3,3 m.
Hrubka PET vrstvy je potom
§ = md?/(4l) = 3,8 um,
a maximalne pracovné napétie
Unax = Epyx8 = 76V.

Kondenzatory mozno navzajom spdjat, pricom sa rozliSuji dve zdkladné
spojenia — paralelné (vedl'a seba) a sériové (za sebou).

Pri paralelnom zapojeni sa v podstate spoja plosné obsahy elektrod, takze pri
spojeni dvoch kondenzatorov sa vysledna kapacita rovna suctu ich kapacit. S¢itaju sa
naboje na spojenych elektrodach a elektrdédy ktoré s spojené vodi¢om, maji rovnaky
potencial. Medzi elektrodami kazdého z kondenzatorov je rovnaké napdtie U. Pre
vyslednu kapacitu (podl'a obrazku) plati

LG+ H0 & 0 0

C U 7+7+7=C1+C2+C3.

Vo vSeobecnosti pri paralelnom spojeni kondenzatorov vysledné kapacita sa rovna
suctu kapacit jednotlivych kondenzatorov:

C= Z'q . (8.4.1.6)

paralelné spojenie sériové spojenie

°
° °
°
C1 C2 Cs Obr.84.1.1 C2 Cs

Pri sériovom spojeni nemdzeme na vnutorné kondenzatory priniest zvonku volny
naboj. Po prineseni naboja na krajné elektrddy ststavy kondenzatorov sa na vnatornych
kondenzatoroch néboje separuj, ale sucet nabojov na nich sa rovna nule; napr. Q. +
Q,_ = 0. Z toho vyplyva, Ze ¢o do velkosti st ndboje na elektrodach vSetkych troch
kondenzatorov rovnaké. Preto platia rovnice

LG
U, ’ Uu,’

o

C, C, =
3

Cs
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Okrem toho, napétie medzi svorkami sustavy kondenzatorov sa rovnd suctu napiti na
jednotlivych kondenzatoroch: U = U; + U, + Us; . Pre kapacitu sériovo zapojenych
kondenzatorov tak postupne dostaneme vzorce:

Q Q4 1 U, U, U; 1 1 1 1

C=5= = —=—+ =+ = = —=—+ -+,
U U +U;+U; C Q. Q @ c ¢ GC G

z ktorych vyplyva vSeobecny vztah vyjadrujuci kapacitu sustavy do série zapojenych

kondenzatorov:
1 —Z 1 8.4.1.7
c i G’ (84.1.7)

Kontrolné otazky

Ako je definovana elektricka kapacita osamelého vodica?
Ako sa nazyva jednotka elektrickej kapacity v SI?

Aké vlastnosti ma vodic s jednotkovou kapacitou?

Ako je definovana elektricka kapacita kondenzatora?
Moze byt elektricka kapacita kondenzatora zaporna?

SR

Akym vztahom sa vyjadruje elektrickad kapacita kondenzatora s rovinnymi
elektrodami?

~

Akym vztahom sa vyjadruje kapacita sustavy paralelne spojenych kondenzatorov?

So

Akym vztahom sa vyjadruje kapacita sustavy sériovo spojenych kondenzatorov?

8.4.2 Energia nabitého vodica

Postupné prinasanie elektrického naboja na samostatny vodi¢ je spojené
s prekondvanim odpudivej elektrickej sily medzi prinaSanym nabojom a nabojom uz
sidliacim na vodi¢i. Pri postupnom prinaSani ndboja vonkajsia sila — ktora musi mat’
opacny smer ako elektricka sila — kona pracu, ¢im sa zvicSuje potencialna energia
naboja nahromadeného na vodici. Ak sa na vodi¢i s kapacitou C uz nachddza naboj
Q, jeho povrch ma absolutny potencial ¢ = Q/C. Vonkajsia sila F,, ktord prinesie
d’alsi elementarny naboj dQ z nekonecna na povrch vodica, vykona elementarnu pracu
dA = ¢dQ (pozri podrobnejsi vypocet v dodatku DS5), takZe praca potrebnd na nabitie
vodica postupnym prinaSanim elementarnych mnozstiev naboja sa vypocita integraciou:

J 9 dQ = j < dQ = —Q—z (8.4.2.1)

Vypocitany vyraz siCasne predstavuje energiu nabit¢ho vodica, ktora oznac¢ime W, .
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Ziskany vztah mozno eSte upravit, ak pouzijeme defini¢ny vztah kapacity vodica
(8.4.1.1):
W—lQZ—1 —1(]2 8.4.2.2

» =5 =509 =5Ce% (8.4.2.2)
Ak st nabité viaceré vodiCe nachadzajice sa blizko pri sebe, energia takejto sstavy sa
rovna suctu energii jednotlivych nabitych vodicov:

1
l

kde Q; je naboj na i-tom vodi¢i a ¢; jeho potencial, ktory je v§ak ovplyvneny nie iba
vlastnym nabojom, ale aj ndbojmi na ostatnych vodicoch.

Specidlnym pripadom sustavy vodi¢ov je kondenzator. Energia nabitého
kondenzatora sa na zaklade vzorca (8.4.2.3) vyjadri vztahom:

1 1 1 1
W == §Q+(p+ + EQ_QO_ == §Q+((p+ - (p_) == EQ+U . (8.4.2.4)

Aj tomuto vztahu mozno dat’ d’alSie tvary, podobne ako pri (8.4.2.2):

1 1 1Q?
W=EQU=—CU2=—Q—

. > (8.4.2.5)

Priklad 8.4.2.1 Aka velkd elektrickd energia sa moze uskladnit’ v kondenzatore
s kapacitou 100 uF, ak je kondenzator dimenzovany na elektrické napitie 12 V? Aky
velky naboj Q. sa v kondenzatore pritom nahromadi na kladnej elektrode? Vysledky
porovnajte s parametrami autobatérie 12 V, 36 Ah.

RieSenie: Energiu vypocitame pomocou vztahu (8.4.2.5) dosadenim zadanych hodnot
veli¢in: W= (0,5)CU?*= (0,5)x 100 x 10°F x 122V2=72x 10> W-s .

Naboj vypocitame pomocou vztahu (8.4.1.3): O=CU=10%F x12V=12x103C
=1,2x 107 A-s.

Kontrolné otazky

1. Akym vztahom sa vyjadruje energia osamelého nabitého vodica?

2. Akym vztahom sa vyjadruje energia sustavy nabitych vodicov?

3. Zhoduje sa jednotka energie nabitého vodica so sucinom jednotiek z pravej strany
vzorca?

4. Akym vztahom sa vyjadruje energia nabitého kondenzatora?

5. Ak nabijeme vodic¢ zapornym nabojom, bude jeho energia zaporna?
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8.4.3 Objemova hustota energie elektrického pol'a

Elektrostatické pole v okoli nabitych telies siaha teoreticky nekonecne d’aleko,
ale jeho intenzita 1 potencidl sa s rasticou vzdialenostou postupne zmensuja. V ¢lanku
8.4.2 bol odvodeny vztah vyjadrujuci energiu nabitého telesa. Tuto energiu vSak mozno
chéapat’ ako energiu elektrostatického pol'a v okoli nabitého telesa, ¢o sa d4 dokazat’
exaktnym postupom. V tejto suvislosti je ucelné zaviest’ veli¢inu vyjadrujucu energiu
tohto pola pripadajicu na jednotku objemu, t. j. objemovu hustotu energie
elektrického pola.

Poznamka: Treba rozliSsovat medzi elektrickou energiou, co je technicky pojem a
energiou elektrického pola, co je fyzikalna velicina. Nazov energia elektrického pola sa
pouziva aj v elektrostatike, pouziva sa vSeobecne v nauke o elektrine.

Na odvodenie prislusného vzt'ahu pouzijeme zjednoduseny postup pomocou rovinného
kondenzatora (pozri aj presny postup v dodatku D6). Ak zanedbame javy na okraji
rovinnych elektrod, moézeme tvrdit, ze celé elektrostatické pole kondenzatora sa
nachadza iba medzi nabitymi platiami (pozri priklad 8.1.7.3).

Energia nabitého kondenzatora sa vyjadruje vzt'ahom (8.4.2.5), podla ktorého
W = (1/2)QU.Naboj na platni vyjadrime ako su¢in plo§ného obsahu platne S a plo$nej
hustoty volného ndboja o, : Q = 0, S, napitie medzi platiami ako sucin celkovej
intenzity medzi platilami a vzdialenosti medzi nimi: U = E d . To dosadime do vzt'ahu

pre energiu:

1 1
W=—QU=EO'USEd =EO-UE(Sd)'

Stcin Sd predstavuje objem priestoru medzi platiami kondenzatora, a plosSné hustota
vol'ného naboja sa rovna elektrickej indukcii D medzi plathami (pozri ¢lanok 8.3.3).
Vztah vyjadrujuci energiu podl'a toho upravime:

W = %DE(Sd) . (8.4.3.1)

Po vydeleni rovnice objemom Sd, dostaneme energiu elektrostatického pola

pripadajucu na jednotku objemu:

W _1lh 8.4.3.2
WEsaT 27" (8.4.3.2)

Tento vztah prepiSeme do vektorového tvaru, kde medzi vektormi E a D bude skalarny
sucin:
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1
w=-E-D. (8.4.3.3)

Vektorova podoba vztahu sa da odvodit’ exaktnym postupom (dodatok D6), ktory nie
je viazany na Specialny pripad, ale je celkom vSeobecny. Skalarny sucin vo vzorci
naznaduje, ze vektory E a D nemusia byt vzdy rovnobezné. Uvahy na tito tému su
vSak nad rdmec tohto textu.

Priklad 8.4.3.1 Vypocitajte objemovl hustotu energie elektrického pol'a v rovinnom
kondenzatore s kapacitou C = 100 pF, nabitého na napitie U =12 V, ak vieme, Ze
vzdialenost’ medzi elektrodami je d = 1x10°m a medzi elektrodami je dielektrikum,
ktorého relativna permitivita & = 5.

Riesenie: Treba vypocitat’ akd velka je energia W nahromadend v kondenzatore
a objem 7 priestoru medzi platihami kondenzéatora. Objemovéa hustota energie sa rovna
podielu tychto veli¢in:

W_(1/2)CU2 c S U? J

W:? T’ :gogra, fr— WIEOET(l/Z)ﬁ:3186F

Poznamka: V poslednom vztahu vystupuje druha mocnina podielu elektrického napdtia
medzi platnami kondenzatora a ich vzdialenosti, teda druha mocnina intenzity

elektrického pola medzi platinami. Sucin &,& E = D, takze sme dostali zhodu so vztahom
(8.4.3.2).

Kontrolné otazky

1. Akym vztahom sa vyjadruje objemova hustota energie elektrického pola?
2. Akd je jednotka SI objemovej hustoty energie elektrického pola?
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DODATKY

D1 Steradian, jednotka priestorového uhla

Priestorovy uhol je tvoreny povrchovymi priamkami kuZelovej, alebo inej
podobne;j plochy, pri ktorej povrchové priamky vychddzaja z jedného bodu. Jednotkou
priestorového uhla v SI je steradian, ktory sa definuje podobne ako radian pre rovinny
uhol. Na obrazku st obidva pripady znadzornené. Pre jednotku rovinného uhla - uhlovy
stupen - plati imera

s Q 360° s
27k 360° ~ ?Tm R

(1)

Nevyhodou jednotky uhlovy stupen je, ze vo vztahu vystupuje prevodovy faktor
360°/2nt . Keby sa do imery (1) namiesto cisla 360 dosadilo ¢islo 2w, umera by sa
zjednodusila:

S %

R . 2
2R 2w 2)

S

R

To vSak znamend, Ze namiesto jednotky uhlovy stupen, ktorych do plného uhla vojde

360, bola zavedena jednotka radidan, ktorych do plného uhla vojde 27 = 6,28..., Co je

iracionalne ¢islo. Vyhodou viak je jednoduchy vztah (2) medzi dizkou obluka, uhlom
a polomerom kruznice.

Podobnym spdsobom sa postupuje pri

kruznica gula zavedeni jednotky priestorového uhla

— steradidnu (znacka sr). Vychadza

(%)

sa opat z Umery (veli¢iny su
znazornené na obrazku, S je plosny
obsah gulového vrchlika, R polomer

gule a 2 priestorovy uhol)

S _f s R
AnRz  4m ° T

3)
Z takto zavedenej jednotky priestorového uhla vyplyva, ze plny priestorovy uhol,
pokryvajuci cely povrch gule, je 4n steradianov.
Zo vzorca (3) vyplyva, Ze pre diferencidlne mala plosku dS' plati vzt'ah

dS=R?dQ )

pouzity v hlavnom texte pri odvodzovani Gaussovho zakona.
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D2 Elektricky moment homogénne spolarizovanej platnicky

Pri korektnom postupe upravime vzt'ah (8.2.1.3) do tvaru, ktory zodpoveda spojitému
rozlozeniu nabojov:

pe=[rda, (1)

pri¢om budeme integrovat’ po oboch stranach platnicky. Preto integral v tomto vztahu
rozdelime na dve Casti — na integral po ploche s kladnymi nabojmi a integral po ploche
s0 zapornymi nabojmi:

pe=[rda=[r.de. + [rdo . @
Kazdému elementarnemu naboju dg, nachadzajicemu sa na jednej strane platnicky
zodpoveda rovnako velky naboj opaného znamienka na druhej strane, a to vo
vzdialenosti b ktorej mozno priradit’ vektor b s velkostou b a smerujlci od steny so

zapornym viazanym ndbojom ku stene s kladnym nabojom (Obr. 8.3.2.1). Medzi
vektorom b avektormi r, a r_ zrejme plati vzt'ah:

b =r,—r_.
Takuto dvojicu elementarnych ndbojov mozno chapat ako dip6l, ¢o vyuzijeme na

dokoncenie vypoctu zacatého vzt'ahmi (1) a (2):

p. = frdq = f(n —r)dq, = f bdq, = bQas = bSogs.  (3)

lebo Q44 = Sa,,. Vysledny vzt'ah sa zhoduje so vztahom (8.3.2.2)

D3 Vektor elektrickej indukcie

V dielektriku, napriklad v demineralizovanej vode, zvolime uzavret plochu (Obr. A),
na ktora aplikujeme Gaussov zdkon (Clanok 8.1.7). Ked'’Ze v dielektriku sa normalne
nenachadzaji volné elektrické naboje Q,,, a navyse kladné a zaporné viazané naboje Q4
su vzajomne vykompenzované, podl'a Gaussovho zékona plati rovnica

#-E'd-s:%(ZQvi'FZQdi):O' 1)

Ked do uvazovanej plochy vlozime vol'ny elektricky naboj +Qv (Obr. B), situécia sa
zmeni. V uvazovane]j uzavretej ploche pribudol volny naboj, ale navySe sa viazané
elektrické naboje molekul dielektrika z povodnych poloh mierne posunt, z molekul
vzniknu dipoly. Kladné viazané naboje st od vlozeného kladného naboja odpudzované,
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zaporné k nemu pritahované. Preto cez elementarnu ploSku dS' na uvazovanej uzavretej
ploche prechadzaju kladné naboje z uzavretej plochy von, zdporné vstupuji dnu (Obr.
O).

I ” ;
(

Predpokladajme, Ze kazdy kladny viazany naboj sa posunie o a,, zdporny o a_ .

Ak objemov¢ hustoty tychto nabojov st p, ., resp. p,_, cez elementarnu plosku dS
prejda naboje
dQ, = p,, (a, - dS), (2)
dQ- = p,_(a_ - ds), 3)

lebo skaldrny su¢in (a -dS) ma vyznam objemu a vynasobeny objemovou hustotou
naboja predstavuje naboj obsiahnuty v tomto objeme. Vektor dS je podla vSeobecnej
dohody orientovany vzdy z uzavretej plochy von, takze ak kladné naboje vychadzaju
z plochy von, skalarny sa¢in (a, - dS) je kladny. Kladny je teda aj vyraz (2), lebo
objemova hustota kladnych nabojov je kladna. Skalarny su¢in (a_ - dS) je zaporny, ale
po vynasobeni objemovou hustotou zaporného naboja (ktora je zaporna), aj vyraz (3)
je kladny. Vysledok sa da teda interpretovat’ tak, ako keby cez elementarnu plosku
odisiel von kladny naboj velkosti

dQuon = p,, (ay-dS) +p, (a_-dS) =p, (a, —a_)-dS =(p, a)-dS,

lebo p, =-p,. . Pritom sme oznatili (a, —a_) = a, ¢o je v elektrickom dipdle
vektor zacinajuci v zépornom a konciaci v kladnom néboji.
Vyraz (p 4 +a) sa podla vztahu (8.2.1.9) rovna vektoru elektrickej polarizacie P,

takze plati vztah dQ,,, = P - dS . Integral z tohto vyrazu sa rovna naboju, ktory vysiel

QvonzﬁP-dS.

Na pravej strane Gaussovho zakona (1) sucet ndbojov uz nebude nulovy, ale bude tam

cez celu uzavreta plochu:

sucet vlozeného vol'ného naboja Q, a nevykompenzovaného viazaného ndboja, ktory
tam z povodne neutrdlneho stavu vznikol odchodom ¢asti kladného viazaného naboja.
Gaussov zakon tak nadobudne tvar:

#E-ds =é[Qv+(0—Qvon)] = #E-ds =é(Qv—#P-ds).
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Posledny vyraz upravime tak, aby na pravej strane zostal iba vol'ny elektricky naboj

#(50E+P)-d5 =Q,.

Vyraz v integrali, t. j.
D=¢,E+P

sa povazuje za novu veli¢inu - elektrickd indukciu (znacka D), ktora suvisi iba
s vol'nym elektrickym nédbojom Q,, . Gaussov zakon pre vektor elektrickej indukcie tak

nadobudne tvar
# D-dS =0,.

D4 Normalova zlozka vektora D na rozhrani dielektrik

Dokaz sa opiera 0 Maxwellovu rovnicu v integralnom tvare. Cast’ rozhrania
obklopime uzavretou valcovou plochou s vel'mi malou vyskou, ktorej jedna zakladia
lezi pod rozhranim, druha nad nim. Podl'a predpokladu vo valci sa nenachadza vol'ny
naboj (biela ploska na rozhrani), takze podl'a Maxwellovej rovnice plati

#D-dszo = ﬁ Dl-d51+ﬁ D,-dS,=0. (a)
Z1 Z2

Predpokladajme, Ze zékladne wvalca su
dostato¢ne malé, takze vektor D ma na nich
konS§tantni hodnotu. Potom moZeme integraly
vyjadrit’ ako skalarne stciny:

&1 jj Dl'd51=D1'Sl,
Z1

ff DZIdSZ :Dz'Sz.
Z1
(b)

Vsetky vektory vyjadrime ako linedrnu kombinaciu jednotkovych vektorov j a k:

D, =Dynj+ Dk, Dy, =Dy,j+Dyk, S, =-5j, S, =S5j (C)

kde S je plosny obsah zakladni (S; = S, = §). Po dosadeni vzt'ahov (b) a (c) do
rovnice (a) dostaneme: D,- S§S; + D,-S, = 0, =

(Dinj + Dick) - (=S)) + (Dynj + Dotk ) - (Sj) =0, =
_DlnS + DZTLS == 0 ’
odkial’ po vykrateni ploSného obsahu dostaneme vysledok

Din = Dy .
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D5 Praca vonkajSej sily pri nabijani osamelého telesa

Vypocet prace vonkajSej sily vychddza zo vztahu na vypolet rozdielu
potencidlov (8.1.6.3), ktory vynasobime elektrickym nédbojom QO :

2

2 2 2
Q(<p2—<p1)=—QfE-dr=—fQE-dr=—fFel-dr=+fFv0n-dr=A.
1 1 1

1

Pri prenaSani naboja z nekonecna, kde kladieme ¢, = ¢ = 0, pre pracu vonkajsej
sily F,,,,, dostaneme
Qp, =4,

odkial' pre diferencidl prace pri preneseni elementarneho mnoZzstva ndboja vyplyva
vzt'ah pouZity v hlavnom texte:

D6 Objemova hustota energie elektrického pola

Energia sustavy nabitych vodicov bola vyjadrena vztahom

1
w=3 ) 00
4

ktory zmenime do podoby zodpovedajicej spojitému rozdeleniu elektrick¢ho naboja
v priestore:

1
szfgon, (a)

kde ¢ je potencial v bode, v ktorom sa nachéddza element volného naboja dQ . Tento
element ndboja sa nachadza v elementarnom objeme d r a vyjadrime ho prostrednictvom
Jjeho objemovej hustoty: dQ = p, dz. Vyraz dosadime do integralu (a):

w=z[odo=3[[on,ar. )

Objemovu hustotu vol'ného néboja vyjadrime podl'a 1. Maxwellovej rovnice:
p, = divD , a dosadime do rovnice (b):

W=%fffcpdider. (©)
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Dalej upravime vyraz div(@D), pricom vyraz v zatvorke budeme derivovat’ ako sucin
(operacia divergencia predpisuje parcialne derivacie):

div(pD) =V-(pD) =V, - (¢D)+ Y, (¢D) = (V,0) D+ (Vp-D)p =
= (grad @)D + @divD = ¢divD —E-D.

Do integralu v rovnici (c¢) treba dosadit’ vyraz (¢ div D) , ktory sa podl'a ipravy rovna
pdivD = div(pD) + E-D

Po dosadeni vyrazu pre energiu dostaneme:

W=%ﬂ.fdiv(goD)dT+%ﬂ.fE-DdT=
o as s[5 v @

pri¢om sme pri zamene objemového integralu na integral cez uzavreta plochu pouzili
Gaussovu integralnu vetu.

Ak chceme vypocitat’ celi energiu elektrostatického pol'a okolo nabojov, musime
integrovat’ cez vel'mi vel’ky objem a teda aj uzavreté plocha v prvom integrali musi mat’
obrovské rozmery. Ak by sme ju chéapali ako gul'u, obsah jej povrchu by bol tmerny
druhej mocnine polomeru. Pod integrdlom vystupuje sucin potencialu, ktory sa
zmenSuje s prvou mocninou vzdialenosti, a elektrickej indukcie, ktord sa zmenSuje
s druhou mocninou vzdialenosti. Preto ich suc¢in sa zmenSuje s trefou mocninou
vzdialenosti. To znamend, ze ak je uzavretd plocha extrémne velka, prvy z dvoch
integralov v rovnici (d) sa rovnd nule. Energia elektrického pola sa preto rovna
objemovému integralu, v ktorom ako integrovana funkcia vystupuje objemova hustota
energie elektrického pola

—1ED
w—2 :

78



SUHRN VZTAHOV

definicia elektrického naboja

Coulombov zakon

princip superpozicie

definicia intenzity elektrického pola

intenzita v okoli bodového naboja

intenzita v okoli spojito rozloZzeného
elektrického naboja

definicia potencialnej energie

vzajomna potencialna energia dvoch
bodovych nabojov

vzajomna potencidlna energia viacerych
bodovych nabojov

definicia elektrického potencidlu
absolutny potencial bodového néboja
potencial sustavy bodovych nabojov
potencial spojito rozloZzeného néboja

vzt'ah medzi intenzitou a potencidlom

o_F
Q F
F 1 0,0
12_471’80 3 12
1 q Q;

F=ZF-—

P e, 2TG-rop 1Y

L

F
E =—

q

1 Q
E,= =
C 4me, 13
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A
[y (B) — Wy ()]

_qQ 1
Wp_4n£0r
ZZ 1 Q0
W, =
2 : 1#4 Ty
W, (A)
p(A) =L
Q —
%o 4me,

0= 2 2

4me,
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fah medzi intenzitou a potenciél E=—grad o= (a¢_+a¢,+a(pk
vztah medzi intenzitou a potencialom = —grad = — {1 3y j+3;
1
Gaussov zékon T = ﬁE -ds = P Z Q:
o T
l
Gaussov zakon v diferencialnom tvare divE = - p(x,y,2)
o
elektricky moment dipdlu p=0Q.,a
elektricky moment sustavy nabojov Pe = z Q;r;
i
elektrickd polarizacia P = lim Pe P=p,a
AT—0 AT’ *

Q4 (1 1) 1 T

potencial okolo elektrického dipolu

" 4me,\r, 1) A4me, 13
. . , o 1 [3(p-r p
intenzita v okoli elektrického dipolu E = 3 -3
4me, T T
moment sil pdsobiaci na dipdl v M,=pxE

homogénnom elektrickom poli

potencidlna energia dip6lu v homogénnom _ .
elektrickom poli Wy = —pEcos¢ p-E

vztah medzi elektrickou indukciou, Materialovy vzt'ah
intenzitou elektrického pol'a v dielektriku D = g,&.E

elektricka susceptibilita i , permitivita € ,
relativna permitivita &

prva Maxwellova rovnica v di z
: -z . , ivD = D-dS = .
diferencidlnom a v integralnom tvare v Py, l.Qm

P =g, 0E, 6,1+ y) = ¢6 = ¢,

objemova hustota viazanych nabojov v

nehomogénnom dielektriku pa = —divP
intenzita elektrického pol'a okolo . 1 1 e_120Q
bodového naboja v dielektriku g 4me,r? Amer?
t &
lom silocCiar na rozhrani dielektrik Eh1_5a
gy, &
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elektricka kapacita osamelého vodica

elektricka kapacita kondenzatora

elektricka kapacita rovinného
kondenzatora

kapacita paralelne zapojenych
kondenzatorov

kapacita do série zapojenych
kondenzatorov

energia nabitého vodi¢a

energia nabitého kondenzatora

objemova hustota energie elektrického
pola
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SLOVNIK

absolutny elektricky potencial (@) — elektricky potencial, pri ktorom vzt'azny bod
s nulovou hodnotou potencialu lezi v nekonecne; jednotka: volt (V)

atomova polarizacia — jeden z druhov polarizacnych procesov, pri ktorom elektrické
dipdly vznikaji posobenim vonkajSieho elektrického pol'a, protismernym posuvanim
taziska kladného a taziska zaporného naboja v jednotlivych atdbmoch dielektrika

bodovy elektricky naboj — abstrakcia, podl'a ktorej priestorova velkost’ elektrického
naboja nachadzajuceho sa na malej Castici mozno povazovat’ za zanedbatel'ne malu,
a to z hl'adiska vzdialenosti, z ktorych posudzujeme jeho u€inky

coulomb (C) — jednotka elektrického naboja v SI; velkostou predstavuje 6,25-10'% —
nasobok elementarneho elektrického naboja, t. j. naboja protonu

Coulombov ziakon — zidkon o vzajomnom silovom pdsobeni dvoch bodovych
elektrickych nabojov, podl'a ktoré¢ho sila medzi nabojmi je umerna stcinu velkosti
tychto nabojov a nepriamo imerna druhej mocnine ich vzdialenosti

diZzkova hustota elektrického naboja — skalarna veli¢ina, podiel elektrického naboja
a dizky vlakna (vodica), na ktorej sa tento naboj nachadza, t. j. naboj pripadajiici na
jednotkovii dizku; jednotka: coulomb na meter (C/m)

ekvipotencialna plocha — plocha v trojrozmernom priestore, na ktorej sa elektricky
potencial vyznacuje vSade rovnakou hodnotou

elektricka indukcia (D) — vektorova veliCina charakterizujtca elektrické pole, ktorej
velkost’ zavisi od rozloZenia volnych elektrickych nabojov v priestore; vystupuje
vo vztahu D = &E + P, aj v Maxwellovej rovnici div D = py ; jednotka: C/m?

elektricka kapacita (C) — veli¢ina definovana ako podiel voI'ného elektrického naboja
prinesen¢ho na izolovany vodi¢ a absolutneho elektrického potencialu, ktory sa tym na
povrchu vodica vytvori; jednotka: farad (F)

elektricka konStanta, permitivita vdkua (&) — konStanta v Coulombovom zékone,
ktorej hodnota & = 8,85x107'2 F/m

elektricka polarizacia (P) — vektorova veli¢ina definovana ako podiel (vektorového)
suctu momentov elektrickych dipolov nachédzajicich sa v istom objeme, a tohto
objemu; jednotka: coulomb na $tvorcovy meter (C/m?)
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elektricka sila — sila pdsobiaca na Casticu nesucu elektricky naboj, ktora nezavisi od
rychlosti ¢astice vzhl'adom na pozorovatel'ovu vzt'aznu ststavu (pokial’ rychlost’ Castice
nie je porovnatelnd s rychlostou svetla)

elektricka susceptibilita (y) — bezrozmerova veliina sprostredkujiica vzt'ah medzi
elektrickou polarizaciou P a celkovou intenzitou elektrického pola E v dielektriku;
s relativnou permitivitou stuvisi vztahom y = ¢, - 1

elektrické napitie (U) — rozdiel elektrickych potencidlov medzi dvoma bodmi
v priestore; jednotka: volt (V)

elektricky dipdl — dvojica elektrickych ndbojov rovnakej velkosti, ale s opaénymi
znamienkami, ktorych vzijomna vzdialenost je zanedbateI'nd v porovnani so
vzdialenostami, z ktorych pozorujeme ucinky elektrického dipodlu; kvantitativne sa
charakterizuje elektrickym momentom

elektricky moment dip6lu (p) — vektorova veli¢ina, definovana ako skalarny nasobok
polohového vektora zacinajiceho v zapornom néaboji dipolu a konciaceho v kladnom
naboji, pricom ndsobiacim skaldrom je velkost’ kladného elektrického naboja dipolu;
jednotka: C-m

elektricky moment sustavy nabojov (p.) — vektorovy sucet skalarnych nasobkov
polohovych vektorov bodovych elektrickych nabojov sustavy, pricom nasobiacimi
skalarmi su prislusné elektrické naboje, vratane ich znamienka

elektricky naboj (Q) — skalarna veli¢ina kvantitativne charakterizujica elektricky
nabité telesa z hl'adiska ich vzajomného silového pdsobenia; jednotka: coulomb (C)

elektricky potencial (¢) — skalarna veli¢ina definovana podielom prace elektrickych
sil vynaloZenej na premiestnenie elektrického naboja zo vzt'azného miesta do miesta
(bodu) v ktorom potencial uréujeme, a tohto naboja; jednotka: volt (V)

elektrostatické pole — pole vytvarané elektrickymi nabojmi, ktoré sa vzhl'adom na
pozorovatel'ovu vzt'aznu stistavu nepohybuju

elektrostatické tienenie — odtienenie silnych elektrostatickych poli kovovym pletivom
alebo plechmi, na zéklade skuto¢nosti, Ze v dutine kovového vodica je v ustalenom
stave intenzita elektrického pol'a nulova

elektrostatika — stcast’ nduky o elektrine zaoberajiica sa vzajomnym pdsobenim

elektrickych nabojov, ktoré si vzhl'adom na pozorovatel'ovu vztaznua sustavu v pokoji
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elementarny elektricky naboj (e) — elektricky naboj protonu, experimentalne naj-
mensi zisteny elektricky naboj; e =1,602 x 101 C

energia elektricky nabitého vodi¢a — energia rovnajlica sa praci potrebnej na nabitie
1zolovaného vodi¢a postupnym prinaSanim elektrického néboja, ¢o je spojené s preko-
navanim odpudivej elektrickej sily medzi prindSanym nabojom a ndbojom uz sidliacim
na vodici

energia nabitého kondenzatora — energia rovnajlica sa praci potrebnej na nabitie
kondenzatora

farad (F) — jednotka elektrickej kapacity; predstavuje kapacitu izolovaného vodica,
ktory po nabiti ndbojom 1 C nadobudne absolutny potencial 1 V: 1 F=1C/V

Faradayova klietka — priestor ohrani¢eny uzemnenou uzavretou plochou z kovového
pletiva, alebo plechov, ktorym sa realizuje elektrostatické tienenie

Gaussov zakon (Gaussova veta) — zékon vyjadrujici suvislost’ medzi tokom intenzity
elektrického pola cez uzavreti plochu a elektrickymi nédbojmi nachadzajucimi sa
v objeme ohrani¢enom touto plochou

Gaussove polohy — Specidlne miesta v okoli dipdlu (elektrického, aj magnetického),
nachadzajuce sa na priamke v prediZeni vektora momentu elektrického dipélu (prva
Gaussova poloha), alebo na priamke kolmej na tento vektor (druhéd Gaussova poloha)

intenzita elektrického pola (E) — vektorova veli¢ina, definovand podielom sily
posobiacej na elektricky naboj v danom mieste a tohto naboja; jednotka: N/C

ionova polarizacia — jeden z druhov polariza¢nych procesov, ktory vznika v latkach
s viacatdmovymi molekulami, ktoré sa skladaju z i6nov, a teda maji nenulovy
elektricky moment; vonkajS$im elektrickym pol'om sa tieto momenty zva¢suju a navyse
orientuju do smeru pola

kapacita kondenzatora — kladnd skalarna veli¢ina charakterizujica schopnost’
kondenzatora prijat’ ist¢ mnozstvo elektrick¢ho naboja, definovana podielom velkosti
kladného naboja privedené¢ho na jednu z elektréd kondenzatora a absolttnej hodnoty
elektrického napitia medzi elektrédami; jednotka: farad (F)

kapacita samostatného vodi¢a — kladna skalarna veli¢ina charakterizujica schopnost’
vodica prijat’ ist¢ mnoZzstvo elektrick¢ého naboja; definovana podielom elektrického
naboja prinesené¢ho na vodi¢ a absolitneho potencialu povrchu vodic¢a, ktory sa tym
vytvori; jednotka: farad (F)
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kondenzator — sustava dvoch navzajom izolovanych vodiov, obycajne plochych,
zvy€ajne oddelenych tenkou vrstvou dielektrika; sluzi na zhromazd'ovanie naboja

konzervativne pole — fyzikalne pole, v ktorom praca vykonand pri premiestiovani
Castice zavisi len od zacCiato¢nej a koncovej polohy Castice, nie od cesty medzi tymito

polohami

Laplaceova diferencialna rovnica — rovnica, ktort spiiia potencial elektrostatického
pol'a v miestach, kde sa nenachadzaju elektrické naboje

materialovy vzt’ah — vzt'ah medzi vektorom elektrickej indukcie a vektorom intenzity
elektrického pol'a, v ktorom vystupuje permitivita, t. j. materidlova konStanta

Maxwellova rovnica €.1. — parcialna diferencidlna rovnica, podla ktorej v kazdom
bode elektrostatick¢ého pol'a sa divergencia elektrickej indukcie rovnd objemove;j
hustote vol'ného elektrického ndboja

moment elektrického dipélu — elektricky moment dipdlu

objemova hustota elektrického naboja (o) — podiel velkosti elektrického naboja
nachadzajticeho sa v istom objeme a tohto objemu; jednotka: C/m?

objemova hustota energie elektrického pol’a (w) — podiel energie elektrického pol'a
pripadajlicej na isty objem a tohoto objemu; jednotka: joule na kubicky meter (J/m?®)

orientacna polarizacia — polarizany proces najmé v kvapalinach a plynoch, ktorych
molekuly maju vlastné elektrické momenty, ale orientované nahodne; vplyvom
vonkajSieho elektrostatického pol’a sa elektrické momenty molekul za¢nu orientovat’ do
smeru intenzity vonkajSieho pol'a

permitivita (&) — sicin elektrickej konStanty a relativnej permitivity

permitivita vakua — elektrickd konsStanta

plos$na hustota elektrického naboja (o) — podiel elektrického nédboja nachadzajuceho
sa na ur¢itej ploche a jej plosného obsahu; jednotka: C/m?

Poissonova diferencialna rovnica — diferencidlna rovnica, ktoru splia potencial
elektrostatického pol'a v miestach, kde sa nachadzaju elektrické naboje
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polarizacia dielektrika — proces v dielektriku, pri ktorom sa vplyvom vonkajSieho
elektrického pola kladné a zdporné elektrické naboje postivaju navzajom opacnymi
smermi, alebo v dielektriku sa nachadzajuce elektrické dipdly sa natacaji, ¢im vektor
elektrickej polarizacie dielektrika nadobtida nenulovli hodnotu

potencial elektrického pol’a — elektricky potenciél

potenciidlna energia elektrického naboja — energia rovnajuca sa praci, ktord musia
vykonat’ vonkajSie sily pri premiestneni ndboja zo vzt'azného miesta do miesta,
v ktorom sa urc€uje jeho potencidlna energia

princip superpozicie sil — princip, podla ktorého sila pdsobiaca medzi dvomi
elektrickymi ndbojmi nie je ovplyvnend pritomnost'ou inych nabojov — vysledna sila
poOsobiaca na elektricky naboj v elektrickom poli vytvorenom viacerymi elektrickymi
nabojmi, sa rovnd vektorovému suctu sil od jednotlivych ndbojov.

relativna permitivita (g.) — bezrozmerova veliina, kvantitativne vyjadrujuca
schopnost’ dielektrického prostredia zoslabovat’ intenzitu elektrického pol'a vytvarant
volnymi elektrickymi nabojmi; pole sa zoslabi g, — krat

silodiary — myslené Ciary v elektrickom poli, ktorych zékladnou vlastnostou je, ze
vektor intenzity elektrického pol’a je v 'ubovolnom mieste pol'a doty¢nicou niektorej zo
siloCiar

tok intenzity elektrického pol’a — ploSny integrél intenzity elektrického pol'a
viazany elektricky naboj — elektricky naboj v dielektriku viazany na jednotlivé
molekuly, ktory sa nemdze premiestiiovat’ na makroskopické vzdialenosti, iba mierne
posuvat’ v medziach zlomkov medziatdbmovych vzdialenosti

volny elektricky naboj — ndboj, ktory sa moze v telese premiestiiovat’ na makro-
skopické vzdialenosti a mé povod bud’ priamo v telese, alebo mohol byt na teleso
prineseny

volt (V) — jednotka elektrického potencidlu a elektrick€¢ho napétia; 1 V=11J/C

zakon zachovania elektrického naboja — zidkon vyjadrujuci skutonost’, zZe v uza-

vretej sustave, z ktorej ndboj neunikd, ani do nej neprichadza, sa celkovy stcet kladného
a zaporného elektrického naboja nemeni
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ULOHY

Sily, intenzita, potencial a praca vo vakuu

1. Dva rovnako velké elektrické ndboje sa nachadzaji na malych gul'6¢kach, ktorych
polomery st zanedbatelné v porovnani s ich vzajomnou vzdialenostou d =20 cm.
Pdsobia na seba silou F = 0,04 N. Aké vel’ké su tieto naboje?

Vysledok: O = 4x1077 C.

2. V zaciatku rovinnej suradnicovej sustavy je umiestneny elektricky nédboj Q; =
2 uC , v bode B so suradnicami (9 cm, 12 cm) ndboj Q, = — 3 uC . Vypocitajte
stradnice vektora elektrickej sily F pdsobiacej na naboj @Q,!

Vysledok: Fx=-0,00144 N, Fy=-0,00192 N.

3. Dve rovnako velké kovové gul’'6¢ky so zanedbateI'nymi polomermi s zavesené na
velmi dlhych nitiach (s dizkou /) so spoloénym bodom zavesu a dotykaju sa. Po
ich nabiti sa rozostiipia na vzdialenost i = 10 cm << [ . Co sa bude diat’, ak jednu
z nich vybijeme? V akej vzajomnej vzdialenosti > sa potom ustalia?

Vysledok: d, = d,/(V4) = 6,3 cm.

4. Vypocitajte intenzitu elektrického pola v strede spojnice dvoch bodovych
elektrickych nabojov, ked” Q; = 3 nC, Q, = — 2 nC, a vzdialenost’ medzi ndbojmi
d=6cm.

Vysledok: E = 5x10* N/C = 5x10* V/m.

5. O kolko elementarnych elektrickych nédbojov (Ne) je poruSena ndbojova rovnovaha
prachovej Castice (jej hmotnost m = 0,001 g) , ak sa v elektrostatickom poli
s intenzitou £ =10 V/m pohybuje zrychlenim a = 10 m/s*> ? Kolko protonov (Np)
obsahuje tito Castica, ak predpokladdme, Ze tvoria polovicu jej hmotnosti?
(Hmotnost protonu m, = 1,67x10%" kg, e=1,602x10"" C)

Vysledok: Ne = 6,25x10'", N, = 3x10%°,

6. Naosi x sanachadzaju dva bodové elektrické naboje — v mieste x; = 3 cm naboj
Q1 =4 nC, vmieste x2 =9 cm naboj @, =—2 nC . Vypocitajte suradnicu x3 bodu
na osi x, v ktorom je vyslednd intenzita elektrického pol'a nulova!

Vysledok: x3=23,48 cm, druhy koren kvadratickej rovnice nevyhovuje tlohe.

7. Vo vrcholoch Stvorca so stranou a = 12 cm st umiestnené elektrické néaboje,
velkostami rovnaké (|Q| = 2 nC), priCom dva nédboje st kladné, dva zaporné.
Uvedte, ako musia byt niboje rozmiestnené, aby intenzita elektrického pola
uprostred Stvorca bola nulova. b) Vypocitajte vel'kost’ intenzity elektrického pola
uprostred Stvorca, ked’ st naboje rozmiestnen¢ inak.

Vysledok: b) E = 7x10° N/C.
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8. Dvabodov¢ elektrické naboje Q; =+2 nC, Q, =—2 nC, sa nachadzaji vo vrcholoch
A, B rovnostranného trojuholnika, ktorého strana ma dizku a =10 cm. Aka velkost
E1 , a aky smer ma vektor intenzity elektrického pol'a vo vrchole C?

Vysledok: E; = 18x10>N/C.

9. Zékladiia rovnoramenného trojuholnika s vrcholmi A, B ma dizku « , vyska
trojuholnika je v . Vo vrcholoch zakladne st rovnaké naboje Q . Vypocitajte
intenzitu elektrick€¢ho pola vo vrchole C a ukazte, Ze ak v >> g, potom vzorec
vyjadrujuci intenzitu nadobudne tvar, ako keby sa od vrcholu C vo vzdialenosti v
nachadzal ndboj 2Q'!

. Q
Vysledok: aheroE _47TSOF

10. Vlakno s dizkou [ = 50 cm je nabité ndbojom Q = 15 nC , pri¢om naboj je
rovnomerne rozdeleny po celom vldkne. Vypocitajte intenzitu elektrického pola E;
v bode B, ktory lezi na priamke kolmej na vldkno a prechadzajtcej stredom vlakna.
Bod B lezi vo vzdialenosti d = 10 cm od vldkna. Na zéklade vysledku vypocitajte
intenzitu £> v limitnom pripade ked d>>1!

, 1 V
Vysledok: E; = 4 —

e, dm

11. Na osi kruhového zavitu s polomerom R =5 cm a rovnomerne rozlozenym nébojom

Q =+ 5uC, vo vzdialenosti @ =3 cm od roviny zavitu, sa nachadza ndboj q =
—2 pC. Aku pracu 4 vykonaju sily elektrostatického pol'a pri presunuti ndboja do
vzdialenosti 3a ?

, Qq 1 1
Vysledok: A = ( — > =—-0,67].
4me, \WRZ + a2 VRZ + 9qa?

12. Vypocitajte absoltutny potencial ¢ elektrostatického pol'a na osi kruhovej platne vo
vzdialenosti a = 20 cm od roviny platne, ked polomer platne R = 10 cm
a rovnomerne rozlozeny elektricky naboj na platni Q =10 uC!

(\/a2 +R? — a) ~ 4,25-105 V.

Vysledok: A =
ysteao 2me,R?

13. V1ékno (zavit) s tvarom kruznice a polomerom R je nabité elektrickym nébojom
Q . Vypocitajte velkost’ vektora intenzity elektrického pol'a na osi zavitu, vo
vzdialenosti a od jeho roviny a najdite vzdialenost’ a, , v ktorej intenzita nadobuda

maximalnu hodnotu.
Vysledok: E = —2 ¢ .
sledok: E = , a4 =— .
/ e, @y V2
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14.Vo vrcholoch rovnostranného trojuholnika so stranou a = 10 cm, st umiestnené
bodové elektrickeé naboje Q =+3 nC . Akl pracu 4 vykonaju sily elektrostatického
pol'a, ked’ sanaboj g = —2 uC premiestni zo stredu trojuholnika (bod G), do stredu
jednej z jeho stran (bod H)?
Qq

~1=0,022].

Vysledok: A = — — = —0,041
ysteao q(¢y — ¢¥g) S—

15. Vlakno s tvarom useéky, ktoré mé dizku /=20 cm, je rovnomerne nabité nabojom
Q =+3 pC. Na priamke, ktora je prediZzenim vlakna, sa v bode A vo vzdialenosti a
= 10 cm od konca vldkna, nachadza elektricky ndboj g = -2 uC. Ako sa zmeni
potencidlna energia sustavy ndboj — vlakno, ked’ sa naboj g premiestni do bodu B
vo vzdialenosti b =20 cm od konca vldkna?

1 Qq/, b+l a+l

<1n ) > 0.

-1
b na

4rte, |

Vysledok: AW, = q(@g — @) =

16. Tenka ty¢ s dizkou / a elektrickym nabojom Q , vytvéara vo svojom okoli elektrické
pole. Vypocitajte velkost absoltitneho potencialu na priamke, ktoré je predizenim
tyCe, vo vzdialenosti x od konca tyCe. Potom pomocou gradientu potencidlu
vypocitajte intenzitu v tomto bode, a overte si, Ze pre x >>[ vzt'ah nadobudne tvar
platny pre bodovy elektricky naboj Q .

1 Q. x+1 1 Q

Vysledok: = —I1 = :
yseeqok: @ 4me, | I Y 4me, x(l+ x)

Gaussov zakon

17.Vo vzdialenosti d = 10 mm od vel'mi dlhého priameho vldkna sa vznéasa prachova
Castica, ktorej elektrickd neutralita je poruSena dvomi chybajicimi elektronmi.
Vlakno je rovnomerne nabité dizkovou hustotou elektrického naboja A = +2-107°
C/m. Aké vel’ka elektricka sila F; posobi na Casticu? Ak Castica ma hmotnost’ m =
0,001 g, akym zrychlenim a sa pohybuje?

Vysledok: F; = (ed)/(me,d) = 1,15x107°N, a = 1,15x10""ms 2,

18.Vo vzdialenosti d; = 10 cm od vel'mi velkej rovinnej platne nabitej plosnou
hustotou elektrického ndboja o= 2x107% C/m?, sa nachadza bodovy elektricky naboj
O = 3 uC. Utinkom elektrického pola sa pohybuje v smere vektora intenzity
a prejde do vzdialenosti d, = 30 cm od platne. Akt velkl pracu A vykonali sily
elektrick€ého pola? Ako sa touto zmenou polohy zmenila potencialna energia W,
naboja?

Vysledok: A = (Qao/2¢,)(d, —d,) = 0,068], AW, = —A.
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19.Kovova gula s polomerom R = 20 cm ma na povrchu volny elektricky néboj
s plosnou hustotou o= 10~ C/m?. Vypocitajte intenzitu E; a absolitny potencial
@, vo vzdialenosti r; =36 cm od stredu gule, a potencial ¢, na povrchu gule!

Vysledok: E; =34,9 Vim, ¢, =1257V, ¢,= (cR)/ec=22,6 V.

20.Velmi dlhé priame vlakno je nabité kladnym elektrickym nabojom s diZkovou
hustotou A. Akl pricu A musia vykonat’ vonkajsie sily pri preneseni zaporného
naboja —Q zo vzdialenosti a, do vzdialenosti 5a od vldkna? Pri vypocte intenzity
elektrického pol'a pouzite Gaussov zakon! Zistite, ¢i je vykonana praca kladna.
Vysledok: A = (4|Q|In5)/(27e,).

Elektricky dipol

21. Vypocitajte pomer elektrickych potencialov ¢, /¢, v dvoch bodoch A, B v okoli

elektrického dip6lu s momentom p, vo vzdialenosti » od dip6lu, ked’ bod A lezi
v prediZeni vektora p, bod B na priamke, ktora zviera s vektorom p uhol 45°.

Vysledok: (¢,/9,) =V2 .

22. Elektrostatické pole je tvorené vel'mi velkou rovinnou platiiou, nabitou zdpornym
elektrickym nabojom s plo§nou hustotou o= —1x1071° C/m?. Vo vzdialenosti a od
platne sa nachadza Castica s elektrickym dip6lovym momentom p = 102°C-m. Pri
akej orientacii dip6lu vzhl'adom na rovinu platne pdsobi na dip6él maximalny
moment dvojice sil? Aky vel’ky je tento moment M;? Pri akej orient4cii dipdlu je
tento moment nulovy?

Vysledok: M; = (po/2¢,) = 5,6x1072°N-m .

23.V blizkosti velkej rovinnej platne nabitej ploSnou hustotou elektrického ndboja o
= -2x107% C/m?, sa nachadza elektricky dipdl s momentom p = 1x1071°Cm. Ako
musi byt’ dip6l orientovany vzh'adom na rovinu platne, aby jeho potencialna energia
v homogénnom poli platne bola maximalna? Aké velké je vtedy jeho potencidlne
energia W, ? Kolko percent energie dipdl strati, ak sa z polohy s maximalnou
energiou otoc¢i o 60°?

Vysledok: W, = (pa/2¢,) = 1,13x107°], strata energie 50 % .
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24.Vypocitajte najvacsiu silu, ktord modze posobit medzi molekulou vody ako
elektrickym dipdlom a i6nom vodika, pri ich vzajomnej vzdialenosti d = 2 nm.
Elektricky dipolovy moment molekuly vody p = 6x1073° C-m, elementarny
elektricky naboj e =1,6x107"° C. Predpokladame, Ze i6n vodika sa nachadza v poli
vytvorenom dipdlom molekuly vody.

ep

Ame 43 2,16x10712N ,
(o]

Vysledok: F =2

25.Pomocou momentu dvojice sil posobiacich na elektricky dipdl by teoreticky bolo
mozn¢é merat intenzitu elektrického pola. Treba pritom najst’ taka orientaciu dipdlu,
aby moment dvojice sil bol maximalny. Aka vel’ka je intenzita elektrického pol'a, ak
na dipdl s elektrickym momentom p = 2x107'° C-m pdsobi moment sil, ktorého
velkost Ms=4x10"% N-m?

Vysledok: E = Ms/p= 200 V/m.

Elektrostatické pole v prostredi

26.Do elektrostatického pol'a vo vakuu s intenzitou £, = 20 V/m bolo vlozené
dielektrikum bez volnych elektrickych nabojov, v tvare velkej rovinnej platne.
Rovina platne je kolma na vektor E, . Relativna permitivita materidlu platne &. =
3. Vypocitajte elektrickll indukciu D v platni, vyslednt intenzitu elektrického pola
E. v platni, a elektrickt polarizdciu P materialu platne!
Vysledok: D= &E,= 1,77x107'° C/m?, E=E,/¢, = 6,67 V/m,
P=&(g—1)Ey/3=(2/3)D= 1,18x1071° C/m?.

27.Medzi dvomi rovnobeznymi rovinnymi kovovymi platiiami je vzdialenost' d = 10
mm, pri¢om polovicu tejto vzdialenosti vypliia dielektricky material s relativnou
permitivitou &.= 4.V druhej polovici je vzduch, ktorému prisudzujeme &, = 1. Aka
je v dielektriku intenzita elektrického pola E , elektrickd indukcia D a elektricka
polarizécia P, ked’ rozdiel potencidlov medzi kovovymi platnami U= 100 V?

Vysledok: E = (2/5)(Uld) = 4x10° V/m, D = & (8/5)(Uld), P = & (6/5)(U/d).

28.Dve velké rovinné rovnobezné platne su oddelené dvomi vrstvami dielektrika,
s hribkami di , d» a permitivitami & ,&,. Aka plo$na hustota o, volného
elektrického naboja je na platniach, ked’ rozdiel elektrickych potencialov medzi
platiami je U?

, di d,
Vysledok: o, = U/ (— + —)

&g &
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29.Dve velké rovinné rovnobezné platne su oddelené dvomi vrstvami dielektrika,
s hrabkami d,, d, a permitivitami & , &, . Medzi platiiami je elektrické napitie
U. Aky ma byt pomer hribok dielektrik, aby na kazdé z nich pripadala polovica
elektrického napétia medzi platiiami?
d &

Vysledok: d_z = 5

30.Priestor medzi dvomi kovovymi rovnobeznymi platiami vypiiia dielektrikum
s relativnou permitivitou &, =4 . Vzajomna vzdialenost’ platni d; = 1 cm, plosna
hustota viazanych elektrickych ndbojov na rozhrani dielektrika a kovovych platni oy
= 1077 C/m?. Ak4 je velkost’ vyslednej intenzity elektrického pol'a E. v dielektriku?
Ake je elektrické napdtie U medzi kovovymi platiami?

(o}
Vysledok: E, = g(g—d_l) =3766V/m, U=377V.
(0] T

Energia elektrostatického pol’a, kapacita vodic¢a

31. Vypocitajte  kapacitu  kondenzatora tvoreného rovnobeznymi rovinnymi
elektrodami, pricom plo$ny obsah kazdej z nich S = 102 m?. Priestor medzi
elektrédami, ktoré st navzdjom vzdialené d =4 mm, je vyplneny dvomi rovnako
hrubymi vrstvami dielektrika, s relativnymi permitivitami &4 =3, &, = 6.

di  dp
Vysledok: C = (&,5)/ (— + —) = 4,43x10711F.

Tl 5r2

32.Vzduchovy kondenzator ma rovinné elektrddy, kazda s plosnym obsahom S = 200
cm?, navzajom vzdialené d = 1 mm. Aky velky volny ndboj Q je na kazdej
z elektrod, ak medzi elektrédami je rozdiel potencialov U =50 V, a ak je medzi
elektrodami a) vakuum, b) dielektrikum s relativnou permitivitou &.= 3?

S S
Vysledok: a) Q = Ugoa =8,85x107°C, b)Q = Ugogra = 26,55x107°C.

33. Vzduchovy kondenzator ma rovinné elektrody, kazda s ploSnym obsahom S=200
cm?, navzajom vzdialené d = 1 mm. Akou silou F; sa elektrody pritahuju, ak je
medzi nimi rozdiel potencidlov U =50V ? Akou silou F, by sa pritahovali, keby

medzi elektrodami bol olej s relativnou permitivitou &.= 3?
2 2

, 1 U 1 U
Visledok: Fy =2 &S (E) =221x107'N, F; =565 (E) = 6,63x1074N .
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34.Na silovom pdsobeni medzi platiami rovinného kondenzitora st zaloZené
elektrostatické pristroje na meranie elektrického napétia. Kondenzator nech ma
platne s plosnymi obsahmi S =400 cm?, vzdialenost’ medzi platiami d = 1 mm. Aké
napdtie U; je medzi platiiami, ak namerana sila F; = 1x107% N? Zariadenie
dokéaze zaregistrovat’ rozdiel sil AFmin = 1x10° N. Aké by muselo byt merané
napitie U, , aby sa namerana sila F> od sily FiliSila o AFmin?

Vysledok: Uy =237,70V, U=237,82 V.

35.Vzduchovy kondenzator s rovinnymi elektrodami, z ktorych kazda ma ploSny obsah
S, a medzi nimi je medzera d; , bol nabity zo zdroja s elektrickym napétim U. a)
Po nabiti bol kondenzator odpojeny od zdroja a platne oddialené na vzdialenost’ d->
= 3d, . Vypocitajte rozdiel potencidlov Ui po oddialeni platni a ndboj Q; na kazde;j
z nich! b) Platne kondenzatora boli oddialené na d> = 3 d; , ale kondenzator zostal
pripojeny na zdroj s napatim U. Aky naboj @, bol potom na platniach?

Vysledok: Uy =3U, Q1= (eS/d)U, Q»=(1/3)01.

36.Dva kondenzatory s kapacitami C; =2 pF, C> = 5 uF boli nabité tak, ze na prvom
z nich bolo napitie U; = 100 V, na druhom U, =200 V. Aké napétie Us sa ustali na
kondenzatoroch, ked’ ich spojime paralelne tak, Ze a) spojime elektrody rovnakého
znamienka, b) spojime elektrody s opacnymi znamienkami?

Vysledok: a) Us=171V, b)Us=114V.

37.Medzi rovinnymi elektrodami kondenzatora je vzdialenost’ d , ploSny obsah kazde;j
z elektroéd je S. Medzi elektrédami je elektrické napdtie U, v kondenzatore je
nahromadend energia elektrického pol'a ;. Priestor medzi elektrodami, povodne
vyplneny vzduchom (&, = 1), naplnime olejom s relativnou permitivitou &, =3, ¢im
sa zmeni energia nahromadend v kondenzéatore na W, . Vypocitajte pomer energii
W> /Wi , ak a) kondenzator bol po€as vymeny prostredia trvale pripojeny na zdroj
napétia U, b) ak bol pocas vymeny prostredia od zdroja odpojeny!

Vysledok:a) W = (1/2)CU? , W,/W,=¢, =3,

byw = (1/2)Q?/C, W,/W, = 1/g, =1/3.

38. Vzduchovy kondenzator tvoreny dvomi rovnobeZnymi plathami, kazda ma plosny
obsah §, je trvale pripojeny na zdroj s elektrickym napdtim U. P6vodné vzdialenost’
medzi platiami bola d, zvicsili sme ju na 3d. Aky je pomer hustét energie
elektrického pol'a w,/w; pred a po zvacSeni vzdialenosti platni?

Vysledok: w,/w, = 1/9.
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