Poznamky Kk pruznosti a vinam v ramci prednasok z Fyziky 1.
Peter Bokes, leto 2010

22/4/2010

1 VInenie hmotného prostredia

Idealizécia, pouZivand pre popis dynamiky tuhého telesa, bola zaloZena na pribliZeni, Ze tuhé teleso moze-
me dostatocne dobre popisovat’ ako idedlne tuhé teleso, t.j. také, ktoré nemeni svoje geometrické rozmery
a tvar. V nasledujicej prednéaske si ukdzeme ako moZno uvazit’ deformacie tuhych telies pokial’ su tieto
dostatoéne malé, t.j. kym je deformdcia telies pruznd, nazyvana aj elastickd. Kym 1. veta o pohybe t’a-
Ziska ostdva platnd aj pre deformovatel'né telesd, o com sa d4 presvedCit’ analyzou jej odvodenia, teleso
samotné uz nie je popisatel'né len Siestimi geometrickymi stupfiami vol' nosti, ale pocet stupfiov vol' nosti
sa stdva nekonecne vel'’ky. Matematicky moZno takitto dlohu zadefinovat’ pomocou zavedenia tzv. pol’a
vychyliek hmotnych elementov telesa a skonStruovanim tzv. parcidlnej diferencidlnej rovnice pre toto po-
le. Uloha tejto rovnice je podobn4 ako tiloha Newtonovho zdkona pre hmotny bod - uddva asovy vyvoj
vSetkych vnuatornych (teda inych ako je poloha celkového t'aziska Studovaného telesa) stupfiov vol'nosti
pruzného telesa. Preto takito parcidlnu diferencidlnu rovnicu tieZ nazyvame pohybovou rovnicou pruzné-
ho telesa. Obozndmime sa s charakterom rieSeni vinovej rovnice vSeobecne ako aj v Specidlnom no vel'mi
dolezitom pripade tzv. harmonickej viny. Toto zodpovedd Sireniu sa harmonickych kmitov s vybranou
frekvenciou v priestore. Tému vlnenia uzatvorime aplika¢ne zaujimavym javom - Dopplerovym efektom.

1.1 Pruznost’ tuhych latok

UvaZujme ty¢ pevne uchytent na jednom konci. Na jej druhy koniec nech posobi sila F, poOsobiaca tak,
aby sa tyC natiahla (Obr.1). Ak mala ty¢ pred tym, ako zacala sila posobit’, prierez Ag = a(z), kde ag je jej
prieCny rozmer, a dizku I, potom v ddsledku posobenia tejto sily oCakdvame, Ze sa ty€ natiahne o dizku
Al a jej prieCny rozmer sa zmensi o Aa.

Pre popis deformécie sa zavddzaji nasledovné veliCiny:
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ktoré je evidentne bezrozmerné ¢islo.

2. Relativne skratenie n

77:__7 (2)

ao

¢o je podobne ako relativne predlzenie bezrozmerné Cislo.

3. (mechanické) Napitie o

kde F je sila posobiaca kolmo na plochu A a orientovand von z materidlu, na ktory sila pdsobi
(ahom). Jednotky napétia si 6 = N m~2 =Pa (Pascal).

Ukazuje sa, 7e pre malé hodnoty relativneho prediZenia, t.j. € << 1, je zdvislost medzi prediZenim a
pdsobiacim napitim linedrna,
o =Ee, 4)

kde E sa nazyva Youngov modul pruznosti v t'ahu, konStanta Specifickd pre vybrany materidl. Niektoré
hodnoty Youngovho modulu pruznosti su v tabul'ke 1. Je délezité si uvedomit’, Ze hoci do definiéného
vzt'ahu pre Youngov modul pruZznosti vstupuje len sila F, z dovodu uchytenia druhého konca p6sobi na
ty¢ v mieste uchytenia identickd, no opacne orientovana sila —F. Vyslednica sil posobiacich na ty¢ musi
byt’ nulova, pretoZe aj v jej natiahnutom stave je jej t' aZisko v pokoji.

material | E [GPa] | p [kgm 3]

ocel 220 7700
guma 0.1-0.01 | 7?
drevo 10 77
diamant | 1200 7?

CNT 1000+ | N/A

Tabul’ka 1: Tabul’ka modulu pruznosti a hustdt pre niekol’ko vybranych materidlov (Zdroj Wikipedia)

Len pre tplnost’ spomenieme, Ze relativne skratenie sa ukazuje byt v rdmci platnosti Hookovho za-
kona timerné relativnemu predlZeniu,

n = Ve, (&)

kde v sa nazyva Poissonov pomer a typicky nadobuda hodnoty okolo 0.3-0.5. Okrem tychto dvoch ma-
teridlovych parametrov existuju aj d’alSie, a to najmé pre anizotropné latky, ale tymito Specifickymi prob-
Iémami sa tu d’alej zaoberat’ nebudeme, nakol'ko pre naSe icely obozndmenia sa s pristupom k popisu
pruznych tuhych latok ndm bude postacovat’ Youngov modul pruZnosti v t' ahu.

1.2 Odvodenie vinovej rovnice pre pruznu tyc¢

Pohyb pruznej ty¢e budeme charakterizovat’ pol'om vychyliek hmotnych elementov u(x,t) oproti ich
polohdm v kl'ude v miestach 0,dx,2dx,...,x,x 4+ dx,...[y — dx. KaZzdy hmotny element bude mat’ dizku
dx, prierez zhodny s prierezom tyce Ag a hmotnost’ dm = Adxp, kde p je rovnovdzna hustota materidlu
tycCe, t.j. hustota zodpovedajica nezdeformovanej tyci.
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Obrazok 2: Hmotny element hmotnej ty¢i s hmotnost'ou dm, ktory sa v pokojovom stave tyCe nachddza
medzi suradnicami x a x 4 dx je v dosledku deformécie tyCe deformovany tak (Cerveny obdiznik), ze
jeho zaciatok, povodne na x sa vychyli o u(x) a jeho koniec o u(x+ dx). Této deformacia je spdsobend
silovym pdsobenim od susednych elementov prostrednictvom sil F(x + dx) na jeho koniec a —F(x) na
jeho zaciatok.

V rdmci popisu sa stretneme s deriviaciami pol'a vychyliek podl'a asu pre vybrany element, t.j. fi-
xované x, alebo s derivdciami pol'’a vychyliek podl'a x pre fixovany Cas ¢. Takéto derivdcie sa oznacuju

ako 5 5
% alebo % (6)
a nazyvaju sa parcidlnymi derivdciami. Ich praktické pouZivanie je identické s normalnym derivovanim s
uvizenim, Ze ostatné premenné derivovanej funkcie berieme ako konStanty.
2. Newtonov zdkon pre hmotny element ty¢e nachddzajici sa pred deformdciou medzi x a x 4 dx
potom nadobudne tvar

2%u
dmﬁ =dF(x), (7)

kde dm = pApdx je hmotnost’ takéhoto elementu, 3—?3‘ je jeho zrychlenie a dF (x) je celkova sila od su-

sednych elementov, ktord nan posobi. Na zdklade obrdzku (2) ndjdeme pre tito silu v smere posunutia
elementu

dF (x) = F(x+dx) — F(x) = ——dx, (8)

ox
kde sme pouzili Taylorov rozvoj F(x+ dx) = F(x) + %—idx + ... nakol'ko dx je vel'mi malé. Samotnd
vel'’kost’ sily F(x), ktorou posobi element nachadzajici sa medzi x — dx a x na na$ Studovany element
(medzi x a x + dx) md6Zeme ziskat’ pomocou Hookovho zdkona

dx,t) —u(x,t d
dx dx
(opét” Taylorov rozvoj pre u(x + dx)). Dosadenim vysledkov (9) do (8) a nasledne do (7) dostdvame
vyslednu rovnicu pre pole vychyliek,

F(x) = Ago (x) = AgE€(x) = AgE~

2 2
Pa—z =E a—Z, (10)
Jt dx
ktord voldme aj vlnovd rovnica, pretoZe jej rieSenim st viny, ako sa presved¢ime v nasledujicom.
Podobne ako pri pohybovej rovnici harmonického oscildtora, aj tu ideme hl’adat’ rieSenie, t.j. takud
fugkciu u(x,t), ktord vyhovuje vlnovej rovnici. UkdZeme si, Ze trieda funkcii, ktoré vlnovd rovnicu

spliiaju, je znacne vel'kd, pricom vSetky maju tvar

u(x,t) = f(xtwr), (11)
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kde f() je 'ubovol'nd funkcia jednej premennej a v je parameter, ktorého rozmer musi byt m s™, t.j.
rychlost’. Vycislenim druhych derivécii z (11) dostdvame
% f(x+vt
—f(xz LR (12)
ox
> f(x+vt
—ff;z M2, (13)
t

kde f”() je druhd derivécia funkcie f() podl'a jej argumentu. Dosadenim tychto vysledkov do rovnice
(10) a vidime, Ze predpis (11) spliia vlnovu rovnicu, ak parameter v je dany ako

v=4[—=. (14)

RieSenie v tvare (11) ma jasnd fyzikdlnu interpretdciu: graf funkcie vychyliek v case t = 0 vytvdra ob-
razec, ktory sa pre ¢ > 0 postiva doprava (dol'ava) pre kladné (zaporné) znamienko pred parametrom v,
priCom za Cas ¢ sa posunie o vzdialenost’ £v¢. Inymi slovami, v vo vzt'ahu (??) zodpoveda rychlosti
Sirenia pruznej deformdcii v tyci.

Ak do vzt ahu pre rychlost’ Sirenia dosadime konkrétne hodnoty modulu pruznosti a hustoty pre vy-
brany materidl, napr. pre ocel’ (Tabul'’ka 1), dostaneme v = 5000m s~ !, o je skutone hodnota rychlosti
Sirenia zvuku v oceli. Znamena to, Ze Sirenie zvuku v tuhych ldtkach prebieha prostrednictvom Sirenia sa
mechanickych deformacii pruzného tuhého telesa.

VInové rovnica, podobne ako rovnica pre harmonicky oscildtor, ma matematicky tvar, ktory naché-
dzame aj v inych problémoch. Sirenie prie¢nych vychyliek struny, y(x,1), ktord je napinand silou 7 a ma
dizkovi hustotu s = M /L je popisané rovnicou'

*y(x,1) T Py(x,1)
or’ s X

) (15)

a teda rychlost’ §irenia deformdcii struny je v = /T /s. Sirenie zvukovych vin v plynoch, a teda aj vo
vzduchu, je popisany trojrozmernym zovsSeobecnenim vlnovej rovnice

9’p(x,y.z1) _ Ipo (32 r L
or’ dpo \ox*  dy* 97

)p<x,y,z,r>, (16)

kde p(x,y,z,t) je hustota plynu v mieste ¥ = xi+ yf+ zkaclaseta g—gg je derivécia rovnovazneho tlaku
plynu podl’a rovnovaznej hustoty (pri konStantnej entropii, o com sa dozvieme v termodynamike), t.j.
zmena tlaku pri zmene hustoty v pripade, Ze plyn je v kI'ude, bez zvukovych vin. Pre rychlost’ Sirenia
zvukovych vin v plynoch teda dostdvame v = /d py /dpg. Sirenie elektromagnetickych vin je podobne
popisané vlnovou rovnicou pre elektrické aj magnetické pole, s ¢im sa oboznamite v predmete Fyzika 2,
ale aj na prednaSkach z Teoretickej elektrotechniky.

1.3 Harmonicka vilna

Hoci rieSenim vIinovej rovnice modze byt akdkol’ vek funkcia v tvare (11), existuje podskupina rieSeni, tzv.
harmonické viny, ktoré maji mimoriadny vyznam, ako vysvetlim v nasledovnom.

1Jej jednoduché odvodenie mozno n4jst’ napriklad v uebnici J. Krempasky:Fyzika, str. XXX.
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Predstavme si, Ze vzruchy v pruznej ty¢i generujeme reproduktorom, ktorého membrana udiera v
istom mieste na prierez tyCe. Najjednoduchs$i pohyb membrany bude harmonické kmitanie, s akym sme
sa obozndmili v Casti o harmonickom oscildtore, a toto bude vynucovat Casovd zdavislost’ vychylky v
mieste membriny x = xo v tvare

u(xo,t) = ugcos(wr), (17)

kde o je frekvencia budend reproduktorom. Vzhl'adom na to, Ze rieSenie v ty¢i musi mat’ tvar (11), je
zrejmé, Ze aby toto bolo konzistentné s tvarom vychylky v mieste x = xo musi takto budend vlna mat’ tvar

u(x,t) =ugcos(@(t + (x —xp)/v) = upcos(wt tkx— ¢), (18)

kde sme zaviedli oznacenie pre k = /v a konstantny (t.j. od x a f nezdvisly) fazovy posun ¢ = txpw/v.

RieSenie vlnovej rovnice typu (18) nazyvame harmonickou vlnou s frekvenciou @ a vinovym cislom
k. Ak budeme nahliadat’ na harmonickud vlnu vo vybranom mieste x ako na funkciu €asu, ndjdeme, Ze po
uplynuti ¢asu T = 27/ @ (ktory nazyvame periédou viny, podobne ako pri kmitoch), nadobudne vychylka

td istd hodnotu, pretoze
2

a)(t+T)j:kx—¢:a)tj:kx—¢+a)E, (19)
a teda celkova fiza sa zmeni o 27. Podobne sa moZno pozriet’ na priestorovu zavislost” harmonickej viny
pre fixovany okamZik ¢asu t; budeme hl’adat’, o akd vzdialenost’ A sa musime posuntt’, aby sme zmenili
fazu o 27, a teda aby amplitida viny nadobudla tu istd vychylku

ot +k(x+A)— ¢ =t +kx— ¢ kA, (20)

a teda musi platit kA = 2zw. Teda pri posunuti sa 0 A = 27 /k nadobudne amplitida td istd hodnotu.
Veli¢inu A nazyvame vinovd dizka harmonickej viny.
Nakol'ko vInové &islo je dané frekvenciou a rychlost’ ou, dostdvame pre vinovi dizku asto pouZivané
vzt'ahy
A=2nv/o=v/f=vT, (1)

kde v je rychlost’ Sirenia vlny, f je jej frekvencia a T peridda. Posledné dva si 'ahko zapamitame aj
pomocou rozmerovej analyzy, pretoZe vinova dlzka ma rozmer vzdialenosti a periéda méd rozmer Casu.

1.4 Skladanie harmonickych vin a kmitov
1.4.1 Prijimanie vin

Podobne ako sme "motivovali"?? tvar harmonickej vlny jej generovanim pomocou reproduktoru, méZeme
porozumiet’ aj jej prijimaniu pomocou zariadenia podobného mikrofénu, resp. reproduktoru pracujicemu
naopak. Ak tyCou prechddza vina

u(x,t) = ugcos(wt —kx), (22)

tak v mieste mikrofénu x = x; budeme merat’ signal
x(t) = u(x1,t) = B(®)ugcos(wt — ¢1), ¢ = kxy, (23)

kde sme zdmerne uviedli fizu kmitov samostatne. Prirodzene, hodnota tejto fazy zavisi od polohy mik-
rofénu. Amplitida, s ktorou bude mikrofén rozkmitany, bude imernd sicinu amplitidy vlnenia ug s
rezonan¢nou charakteristikou mikrofénu B(®) s maximom v okoli vlastnej frekvencie mikrofénu ay. V
pripade, Ze faktor kvality mikrofénu je maly, ziskame mikrofén, ktory dokdze zachytit’ rdzne frekvencie
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s priblizne rovnakou amplitidou B(®), pretoZe rezonan¢né maximum je $iroké a ploché. Takéto (Siroko-
spektrdlne) mikrofény su potrebné pre zachytenie tonov z rdoznymi frekvenciami. V pripade, Ze faktor
kvality mikrofénu je vel'ky, ziskame “mikrofén”, ktory selektivne detekuje len ista Specificku frekvenciu,
ktory by sme mali nazyvat’ skor detektor ako mikrofon.

Predstavme si, Ze niekde v ty¢i su dva reproduktory, pricom kazdy generuje vlnu s inou frekvenciou,
a teda aj s inym vinovym &islom a inou vinovou dizkou. Z dévodu linearity vinovej rovnice, t.j. vlastnosti
rovnice, zZe sucet dvoch rieSeni je tiez rieSenim rovnice, sa bude tyCou S§irit’ vina skladajica sa z dvoch
harmonickych vin, z ktorych kazd4 je generovand inym reproduktorom (vezmime ten pripad, ked’ sa
vlnenie $iri doprava, t.j. v kladnom smere osi x.),

u(x,t) = wur(x,t)+uz(x,1) (24)
ul(x,t) = Lt]’()COS(a)]t —klx) (25)
up (x, l‘) = U COS(Q)zt —kox — (])2) (26)

Hovorime, 7e vysledn4 vina vznikd superpoziciou dvoch harmonickych vin. Prirodzene, takiito konstruk-
ciu mdzeme rozsirit’ d’alej, a hovorit’ o vlneni, ktoré vznikne superpoziciou viacerych harmonickych vin.
Naopak, vyjadrenie vieobecného vlnenia pomocou superpozicie harmonickych vin nazyvame harmonic-
kou analyzou a matematicky ho moZno previest pomocou Fourierovych radov alebo integralov. Nakol’ko
tito Cast’ matematiky vdm eSte nie je znama, budeme sa tu zaoberat’ len jednoduchymi pripadmi skladania
dvoch harmonickych vin, na ktorych sa ale obozndmime s javmi vieobecného charakteru tykajiicich sa
harmonickej analyzy.

1.4.2 Modulacia amplitidy kmitov a razy

V prvom rade sa budeme zaoberat’ otdzkou, aké vysledné kmity bude detekovat’ mikrofén umiestneny
niekde v mieste x;, ktory m4 selektivnu rezonan¢nii charakteristiku B(®) s maximom pre @ = @y. Pre
jednoduchost’ predpokladajme, Ze v mieste x; ndm bude platit’ Ze uy o = us o = uo, kjx1 = m27w a kpx| +
¢ = n2m, kde m a n su celé Cisla, a teda v mieste mikrofénu vychylky ty¢e maju tvar

u(xy,t) = up(cos(mit) + cos(myt)) (27)

V pripade, Ze dve frekvencie m; a @, sa budu 1iSit’ o viac ako je Sirka maxima rezonancnej charakteristiky
mikrofénu, bude mdct’ mikrofén zachytit' bud’ jeden alebo druhy signdl (alebo Ziaden), podl'a toho,
ktorého frekvencia je blizka rezonancnej frekvencii mikrofonu .

Na druhej strane, ak poloZime

0 =0+00, (28)
0Hh=0-00, (29)

pri¢om @, aj @, sd v blizkosti @y, potom B(w;) ~ B(a,) ~ B(wy) a prijimany signil ma tvar?

u(xi,t) = upB(wp)(cos((w+dw)t)+cos((w—dw)t)) = 2upB(wy) cos(wt)cos(dwr), (30)
~ 2upB(my)cos(dwt)cos(wpt), (31)

t.j. mikrofén bude snimat’ vysledny signdl ako kmitanie s frekvenciou @y, no amplitida tohto signdlu
bude modulovand s frekvenciou §® = |w; — @, | (Vid’ obrdzok (3)). Tento jav je zndmy vSetkym, ktor{

ZPouzijeme siétovy vzt'ah cos(a + ) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(B).
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Obrazok 3: Ilustrdcia skladania signdlov z blizkymi frekvenciami. Vrchny graf: dva signdly s blizkymi
frekvenciami ®; a @,, Stredny graf: signél so strednou frekvenciou ® = (@; + @,)/2 (Cerveny) a signal
modulécie jeho amplitddy s frekvenciou d @ = @; — @y, Dolny graf: zloZeny signal.



niekedy ladili strunovy hudobny néstroj, napriklad gitaru. Akondhle su frekvencie dvoch strin dostato¢ne
blizko, nepocujeme ich ako dva rézne tény, ale ako jeden toén s pomaly sa meniacou amplitidou - tzv.
razy. Cim je rychlost’ menenia sa tejto amplitddy mensia, tym su frekvencie dvoch porovnavanych strin
blizsie sebe, ako nam aj indikuje nami ndjdeny vzt ah pre frekvenciu rdzov 6 ® = |®; — @;|.

Videli sme, Ze skladanim dvoch harmonickych signdlov dostaneme jeden priblizne harmonicky signal
s modulovanou amplitidou, pri¢om ¢as medzi dvoma nasledovnymi rdzmi je T =27 /(wy — ;). V rdm-
ci Fourierovej analyzy sa dd ukdzat’, Ze superpoziciou mnohych harmonickych signdlov s frekvenciami
z intervalu @ € (o, @;) ziskame signdl, ktory ma dominantne charakter harmonickej viny s frekvenci-
ou @y =~ (m; + @) /2, no jeho amplitdda je namodulovana tak, Ze tito je nenulova len pocas asového
intervalu 6t =27 /(w, — ).

1.4.3 Vinovy balik a grupova rychlost’.

Uplne analogicky méZeme hovorit' o skladani alebo superpozicii celych harmonickych vin z hl'adiska
ich tvaru v priestore a Case. Uvazujme vySSie spomenuti situdciu s vinenim, ktoré vzniklo superpoziciou
dvoch harmonickych vin, a pre jednoduchost’ predpokladajme Ze u1 o = u o = up a ¢o = 0. Potom tvar
vyslednej vlny moZno prepisat’ do tvaru

u(x,t) = ugp(cos(wit —kix)+ cos(mt — kyx)) (32)
= 2ugcos(®t — kx)cos(Swr — okx), (33)
kde
0 = (;+o)/2, §0=w—o, (34)
k = (kotk)/2, Sk=ko—ki. (35)

Podobne ako v pripade rdzov, aj tu vidime, Ze superpozicia vin s blizkymi frekvenciami a vinovymi &islami
vytvdra priblizne harmonicku vlnu s frekvenciou @ a vlnovym ¢&islom k, ktorej amplitida je modulovana
“obélkou” cos(d @t — Skx). Maximum tejto moduldcie je v mieste xps v Case tyy danym

Sty — Okxpyy = 0, (36)

t.j. miesto maxima modulécie sa meni s casom podl’a predpisu

oW
Xy = EIM = Voly, 37
kde 5 J
Q] Q)]
Vg = E = E (38)

nazyvame grupovou rychlost’ou vlnenia.

Ak by sme uvaZovali si¢et nielen dvoch, ale mnohych harmonickych vin z intervalu (@;,®,) tak
podobne ako v predchddzajicej diskusii o kmitoch v mikroféne, ziskali by sme vInu, ktord md v danom
case amplitidu nenulovi len v obmedzenej oblasti tyCe s dizkou &x =27 / 6k, pricom maximum tejto
moduldcie v priestore sa pohybuje grupovou rychlost ou

_do _
- -

kde v je rychlost’ Sirenia zvuku, ktord sme zaviedli pri odvodeni vlnovej rovnice.

Vg V. (39)
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Ako sme videli, v pripade deforma&nych akustickych vin plati, Ze

_da)_a)

_ 22 40
BTk Tk “0)

kde

e

vr= 41)

sa nazyva fazova rychlost’, nakol'’ko tato zodpoveda rychlosti pohybu fazy jednej harmonickej viny. Rov-
nost’ fazovej a grupovej rychlosti v§ak neplati pre vSetky situdcie, kde sa s vinenim stretdivame. Napri-
klad elektromagnetické viny Siriace sa prostredim, v ktorom rezonancné frekvencia kmitov elektrénov v
atomoch prostredia je blizka frekvencii vlny, maji nelinedrnu zavislost’ frekvencie od vinového cisla a
grupova rychlost’ je odliSné od fazovej rychlosti. Nakol’ko grupova rychlost’ zodpoveda pohybu maxima
lokalizovanej viny, je prdve ona mierou prenosu energie alebo informacie.

Prakticky kazdy vysielany signdl nie je Cistd harmonickd vlna, ale balik, pretoZe Cistd harmonicka
vlna sa rozprestiera od x = —oo do x = oo, o redlne signdly nespliiiaji. Namiesto toho pouZivame
vlnové baliky, ktoré sa skladajud z vel’mi dzkeho intervalu frekvencii 6 @, takZe mnohé vlastnosti a vypocty
mozZeme prevadzat’ akoby to boli Cisté harmonické viny s frekvenciou @ a vinovym cislom k. Jednym
z maéla rozdielnych vysledkov je, Ze kym pohyb obrazca Cistej harmonickej vlny je charakterizovany
fazovou rychlost’ ou, balik sa bude §irit’ priestorom grupovou rychlost ou.

1.5 Dopplerov jav

Uvazujme vinu Siriacu sa v smere osi x s frekvenciou @ a rychlostou v,
u(x,t) = ugcos(wr —kx), (42)

pri¢om, ako vieme, plati k = @/v.
Nech mikrofdén, resp. pozorovatel’ sa pohybuje konStantnou rychlost’ ou up, t.j. jeho poloha zavisi od
casu vzt'ahom
Xp = Xop + upt (43)

Potom signdl prijimany pozorovatel’om bude mat’ Casovy priebeh
up(t) = ugcos(wt — k(xop +upt)) = ugcos ((® — kup)t — kxop) (44)

Kym ¢len —kxop predstavuje len konStantny fazovy posun, faktor pri Case ma evidentne zmysel frekven-
cie, ktord prijima pozorovatel’, t.j.

wp = 0 —kup = (1 — ). 45)
1%

Pozorovatel' teda bude registrovat’ niz$iu frekvenciu, ak sa pohybuje v smere Sirenie vlnenia a vysSiu
frekvenciu, ak sa pohybuje proti nemu.
Uvazujme teraz pripad, ked’ sa zdroj pohybuje v smere Sirenia viny rychlost'ou uz, potom v mieste
zdroja bude generujuci signal
btz(t) = Uy COS((!)ZI — d)z), (46)

ktory musi byt identicky s vlnenim v mieste xz = xzo + uzt,
u(t,x =xz(t)) = upcos(wt — k(xzo+uzt)) = ugcos ((® — kuy )t — kxzg) (47)
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a teda evidentne frekvencia Siriaceho sa signdlu suvisi s frekvenciou generovaného signdlu vzt’ahom

w7 =0 —kuy = (1 — %) (48)
Vv
alebo oy
W= i 49)

Vv

Ak skombinujeme oba ziskané vysledky, dostaneme vzt'ah pre frekvenciu, ktord prijima prijimatel’
pohybujtci sa rychlost'ou vp vzhl’adom na prostredie, ak sa zdroj pohybuje rychlost’ ou vz vzhl’adom na
toto isté prostredie,
_1—up/v
1—ug/v 2
Takyto zdanlivy posuv vo frekvencii sa nazyva Dopplerov vzt'ah a ma Siroké aplika¢né pouZitie, napr. v
Mossbauerovej spektroskopii alebo v merani rychlosti.

op (50)

1.6 Energeticka bilancia pri $ireni vin

Podobne ako sme nasli zdkon pre zachovavanie energie pre hmotny bod ¢i idedlne tuhé teleso, mozno
ndjst’ vzt'ah pre energeticku bilanciu pre vinové procesy. Bude tu vSak jeden doleZzity rozdiel - hoci sa
materidl hmoty nehybe - samotnda energia v iom sa premiestiiuje tak, ako sa Siri lokalizovana vlna. Ak si
predstavime, Ze energia je v istom zmysle podobne ako hmotnost’ rozloZend v priestore, potom moZeme
zaviest’ pojem (objemovej) hustoty energie e(x,?) tak, Ze energia akumulované v oblasti medzi x| a x; je
dand vzt’ahom

E(x1,x2) :A/xzdxe(x,t), (51)

kde A je plocha prierezu pruznej tyCe, v ktorej sa vlnenie Siri. Zakon zachovania energie bude potom

bilan¢na rovnica v tvare
dE (x 1 ,XQ)

dt

ak sa vlna §iri doprava, kde I(x,t) predstavuje fok energie cez plochu A do uvazovanej oblasti v mieste x.
Takitito rovnicu mdéZeme naozaj dostat’ priamo z vlnovej rovnice, pricom pre hustotu energie nijdeme

=1I(x1,t) —I(x3,1), (52)

1 [(ou\> 1 _[du\*
a pre tok energie
du du
— AT
I(x,t) = —pv Aax 3, +ve(x,1)A, (54)

kde poslednd rovnost’ plati pre doprava (+) alebo dol’ava (-) Siriacu sa vinu.
Stredny tok energie. Pre hustotu energie doprava $iriacej sa harmonickej viny u(x,) = ugcos(@t — kx)
nijdeme

e(x,1) = po’uf (cos(or — kx))?, (55)
ktorej strednd hodnota v Case (ustrednenim cez periédu kmitania) je
1 (7 |
(e) = —/ dte(x,t) = —p@-up, (56)
T Jo 2

ktord ndm vyjadruje mnoZstvo energie uloZenej v harmonickej vine na jednotku objemu.
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Z tohto pomocou vzt ahu (54) ndjdeme, Ze stredné mnoZstvo energie, ktoré prejde jednotkovou plo-
chou tyce za jednotku Casu je

1

. 2,2

Je=v(e) = SPVO7Up. (57)
Vidime, Ze hoci materidl tyCe ostdva na svojom mieste, dokdZeme vlnenim premiestiiovat’ energiu v pres-

ne meratel nom mnoZstve pomocou pojmu hustoty stredného toku energie.
Ekvivalentné vyjadrenia m6Zeme néjst’ pouZitim vzt ahov platnych pre viny v pruznej tyci:

_ 0 5, E
=2 =L (58)
Odvodenie rovnic (53) a (54):
0%u Zu
ou _ o / d 59
P 37 Py X (59)
) 0%u du 82u du
/x1 dxpyg = / dXE 2 8; (60)
2 Y
du 8u 2 dud [du
/ dxp azz( ) = _E8x8t_xl / dXEaxat< ) 6D
X0 d 1 oud [du [ dudul™
/xl dx”a_i(a_> / "anxat( ) = Favarl, ©2)
2 19 (Ju g [ Qudu)®
/XI dxpia— (8_> +/ dx ( ) = _Eag—t_ . (63)
d 2 1 [ ,0udul®
E(x, dxp< ) /de< )) _ _pvaalﬂ (64)
" / dxe(x,t) = —I(ea, 1) +1(x1,0), (65)
X
kde
1 /ou\? 1 du\?
dudu
_ 2
I(X,t) - ax at (67)
Vseobecnd doprava idiica vina ma tvar u(x — vr), a teda plati
d d
Eu——vau, (68)
z ¢oho ndjdeme,
du du 1 /du\?
o 7(5) ©9)
du\*



Posledny vyraz teda mdZeme napisat’ aj v tvare (vyndsobeny s p)

du du 11 fou\> 1 [ou\? 1)
PR — — _— _ — V- _
Pox ar vaP\ar) ~"2P\ax)
¢o pomocou vzt'ahu pre rychlost’ $irenia vin, 2 = E /p, nadobudne kone¢ny tvar
du du 1
B ). 72
Poxar ~ vl 72)

Tym sme dokézali vSetky tvrdenia uvedené v suvislosti s energetickou bilanciou vlnenia v rovnici (52).

1.7 Viny v3D

Vo celej doterajiej diskusii sme sa venovali ireniu vin v jednom rozmere - pozdiz osi x.

Podobne v trojrozmernom priestore sa tieZ mozu §irit’ viny len v jednom smere - takéto viny nazyvame
rovinné a vyznacuju sa tym, ze ich faza (alebo vSeobecne amplitida pre vybrany ¢as) je nemennd pre body
leZiace v rovnie. Tak napriklad vlna

u(x,y,z;t) = ugcos(@t — kx) (73)

predstavuje rovinnud vlnu, pre ktord nadobuda tu istu amplitidu pre vSetky body v priestore s identickou
suradnicou x
F=uxityj+zk, y€(—oo,00), z€(—00,00). (74)

Pre ind stradnicu x bude amplitida in4, ale opit’ rovnaka pre vSetky body leZiace v rovine kolmej na os x.
Rovinnd vlna sa teda §iri v smere kolmom na rovinu, v ktorej nadobuda vSade rovnakd hodnotu pre dany
okamzik Casu.

Vo vseobecnosti je rovina dand svojim normdlovym vektorom 7. Rovinnu vinu $iriacu sa v smere
kolmom na rovinu danud svojim normalovym vektorom potom mdZeme zapisat’ v tvare

u(7,t) = ugcos(wt — ki -7), (75)
pretoze pre kazdé dva body 7| a 7, ktoré lezia v takejto rovine, plati
i (7 —T2) =0, (76)
a preto u(71,t) = u(rs,t). Zavadzame potom vinovy vektor
= kil (77

ktorého vel'kost’ je dand vlnovym &islom viny (a teda jej vinovou dizkou) a smer uddva smer $irenia sa
rovinnej viny v priestore.

Samotnd vlnova rovnica nadobuda v najjednoduchsich pripadoch tvar, ktory je priamociarym zovSse-
obecnenim vlnovej rovnice z 1D, rovnice (10),

9> 9>  9?
oxr 9yt 97

32

Wu(x,y,z;t) =2 < > u(x,y,z;t). (78)
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Nakol'ko sucet druhych derivécii sa vo fyzike a technike vyskytuje mimoriadne Casto, tak sa pren zaviedol
samostatny znak a ndzov: Laplaceov operdtor,

9> 9* I’
(% TRt a_ZZ) u(x,y.z:0) = Bux,y.z:0), (79)

a vlnova rovnica v 3D nadobudne sympaticky tvar

02
Sal= V:Au. (80)
t

Je uzitocnym cvicenim sa presvedcit’, Ze rovinnd vina v tvare
u(7,t) = ugcos(wt — k- 7) = ugcos(wr — kyx — kyy — k;z) (81)

spifia rovnicu (78) pod podmienkou Ze 12 = 2 /|k|2.
Vlnovd rovnicu moZno prepisat’ z kartézskych suradnic (x,y, z) do sférickych (r, ¢, 8), v ktorych moz-
no ndjst’ aj iné rieSenie ako rovinné vlny, napr. tzv. gul'ové viny, ktorych tvar tu len pre predstavu

uvedieme ;
u(r,¢,0;1) = TOCOS((DZ—kr), (82)

ktora ma konStantnu fazu, a teda aj vychylku pre vybrany ¢as na gul'ovych plochach, r = const a ¢ a 0 su
I'ubovol'né.
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