2.7 Prechod medzi saradnicovymi sistavami

Konvencie

Budeme pouzivat’ znacenia:

e roticia okolo 3. bazového vektora (%) o uhol ¢ bude

o]

e Tri ortogondlne jednotkové vektory budu vSeobecne €1, €,, €3 a Specidlne, v ststave natocenej spolu
s Studovanym tuhym telesom ako fi, f>, f3. Aby sme nemuseli pisat’ tri vektory, tak jednoducho
budeme pisat’ f; alebo é€; a pod. Pripomefime, Ze pre ortogondlne vektory plati

€i-€j=5,'j. (50)
e Einsteinovo sumacné pravidlo: cez dva sicinitele majice ten isty index sumujeme, t.j.

Zaibi budeme pisat’ ako a;b;
i

zlozky vektora c¢;,i = 1,2, 3 ktoré vzniknd ndsobenim matice

My My M3
M;j= | My My My
M3, Mz Mss

s zloZkami iného vektora a;,i = 1,2,3 budeme pisat’
C;i = Ml' ja j
kde vlastne mame 3 rovnice (pre i = 1,2,3) a cez j je myslené sumovanie.

Zavedenie rotacie a zakladné principy

Geometricky, otocenie vektora p chapeme ako linearne zobrazenie, v ktorom vektoru p priradime iny
vektor ¢ pomocou predpisu

p—p P =0pl (51
pri¢om vel'’kost’ vektora ostane nezmenend, |p| = |p'|.
Rotécia je linedrna operacia, t.].
Olp+4l=0lpl+0l4) (52)
Ak chceme ndjst’ zlozky zrotovaného vektora v baze €; potom premietanim do tychto smerov mame
pi=7p"é=0[} pjj-é=) p,0le)]-e (53)
J J

Na cviceni sme ale nasli maticu, ktord transformuje suradnice rotovaného vektora, t.j.
pi=Y Rijp; (54)
J

t.j. vidime Ze
Rij=0lej]-é (55)
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Obrazok 4: Gyroskop predstavuje zotrvacnik s jednym pevnym bodom. Uhly ¢, 8, v st tri Eulerove uhly
typu zyz.

a pretoze
g,' e = 51' j
plati tiez
O] = Y €nRnj = &R,
n

(sumacna konvencia!!!), co budeme vel'mi vel'a krat vyuZzivat’!
AK je rotécia otaanie okolo &3 o uhol ¢, t.j. @?:3 potom podl’a cviceni

\ cos(¢) —sin(¢) O
Rij = Rf; = sin(¢) cos(¢) O (56)
0 0 1

V pripade otacania okolo €; alebo €, budu prirodzene platit’ podobné transformacné matice, len s permu-
tovanymi riadkami a stlpcami:

1 0 0

R = | 0 cos(¢) —sin(9) (57)
0 sin(¢) cos(9)
cos(¢) O sin(¢)

RY? = o 1 0 (58)
—sin(¢) 0 cos(¢)

NajcastejSie konvencie pre uhly natocenia

Nech sistava O" s bdzou vektorov fl 7]?2, ]?3 je natocend pomocou sérif roticii vzhl’adom na nehybnu
sistavu O s bdzou ¢€1,é,,¢3. Sustava O’ mdZe byt natolend I'ubovol'ne. Jej orientdcia bude jednoznad-
ne dand 3 uhlami ¢, 0, y, tzv. Eulerovymi, ktoré ndm povedia, akymi rotdciami dokdZeme zorientovat’
sistavu O do O'. Su viaceré konvencie, zaéneme S zxZ.

1. Rotécia okolo e3 o uhol ¢ tak aby e lezal v rovine fi, f>

2. Rotécia okolo nového e o 0 tak aby novy e; tiez lezal v rovine f1, f>, alebo, Co je tomu ekvivalent-
né, aby e3 bol paralelny s f3.
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3. Rotécia okolo nového e3 = f3 o Y tak aby e] = f] a ey = f>.

Z tohto je asi zrejmé, aka konvencia je zyz. V technickych aplikdciach (roboty, lietadla, satelity) sa es-
te zvykne pouzivat' aj konvencia "Roll-Pitch-Yaw"(xyz) ktord predstavuje zorientovanie Spicu povodne
v smere x (Yaw) otoCenim okolo z, nastavenim stdpania (Pitch) oto¢enim okolo novej osi y a nakoniec
pootocenie okolo osi lietadla (roll) okolo novej osi x.

Vektor uhlovej rychlosti pre gyroskop v sistave pevne spojenej s gyroskopom.

Celkové uhlova rychlost’ otacCajuceho sa telesa pri zmene Eulerovych uhlov zyz je dané sictom troch
vektorov uhlovych rychlosti patriacich k jednotlivym otd¢aniam:

B=¢+6+. (59)

Kazdy z nich je zavedeny v inak zrotovanej sustave;

6 = ¢, (60)
6 = 62, (61)
v o= e (62)

Pre pocitanie s vektorom uhlovej rychlosti v 2. pohybovej rovnici si ich musime vSetky vyjadrit’ v sistave
pevne spojenej s gyroskopom.
VSeobecne, i-ty bazovy vektor f; vznikne rotaciami bazového vektora é;;

fi= %%V, (63)
Po Castiach:
g = 093] ZR¢ 3~, ¢3f (64)
¢ = 0% =.. (65)
fi = 0V (66)

Je dolezité si uvedomit’ Ze v roznych riadkoch ide o rotacie okolo roznych osi “3” a “3”. Analogicky
mame aj inverzné vzt ahy:

¢ = 0] (67)

& = 0] (68)

& = 07" (69)

Ukazeme si prechod pre smer €3 vystupujici vo vektore (3 , &o je aj najzdihavej3i vypodet,
83 _ Zg — 6—9.2[—'31] — Z—»//R—Q,Z (70)
3R
- Z@’ V3[R ZfJR VIRE (71)
Poslednt rovnicu s dvomi sumami vieme prepisat’ pomocou maticového ndsobeni,
cy sy O —s0
&= |fifofs] | —sw ew 0 || 0 (72)

0 0 1 cO
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6= —cusOd T +sysOd o+ 6T (73)

alebo pre vektor 6 = 6¢)

s

S
~
I

_W73 _9>2
;R i TRy (74)

SR
Il

sYOfi+cybf. (75)
Nakoniec napiSme vektor zodpovedajuci otd€aniu okolo uhla y o je jednoducho
v =/ (76)

Celkova uhlové rychlost’ otacajuceho sa telesa pri zmene Eulerovych uhlov bude potom (pomocou
vysledkov 76,75,76)

O = —cys0d+syb (77)
W = sysOd+cyb (78)
W = c@gf) + V. (719
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2.8 Eulerove pohybové rovnice gyroskopu: otacanie okolo pevného bodu

UvaZujme pripad otdcania telesa okolo jedného pevného bodu, rézneho od t'aZiska (aby gravitacné sily
sposobili nenulovy moment sil). Potom inercidlny ¢len v 2. pohybovej rovnici i.t.t. (27) mdéZeme potom
napisat’ v sdstave pevne spojenej s i.t.t. a orientovanej tak, Ze tenzor zotrvacnosti je v nej diagondlny, v
tvare

d e d —
5 (L filio) = Y. Djfj, (80)
1= 7
priCom tenzor zotrvacnosti v sdstave pevne spojenej s gyroskopom je
I=1(fifi+ faf2) +Iff, (81)
tJ. vrovnici (80) je Iy = 1,1, =1 a I; = J. PretoZe jednotkové vektory fl sa otacaju, plati pre ne
d - N —
Efl =0 X ﬁv

¢o vedie na

Z <]_€;‘Il’d)i + @ X ﬁ]ia),-) = ZDJ]?] (82)
i J
prendsobenim postupne skaldrne s fl , ﬁ,f; dostaneme 3 Eulerove pohybové rovnice otdcajuceho sa i.t.t.
I+ mw3(J—1) = D (83)
Iin+w3oi(I-J) = Dy (84)
Jiz+ o (I-J) = Ds, (85)

t.J. systém troch nelinedrnych diferencidlnych rovnic ktoré musime riesit’ spolu s tromi nelinedrnymi di-
ferencialnymi rovnicami pre Eulerove uhly popisujtice orientaciu i.t.t., (77), (78) a (79). Toto predstavuje
druhy systém 6 nelinedrnych diferencidlnych rovnic. Tato cesta je v jednoduchych pripadoch uZitocna,
ale vidime Ze musime najprv najst’ @;(z), t.j. spocitat’ funkcie, ktoré vlastne nepotrebujeme. Naviac, ¢im
z viacerych i.t.t. sa bude robot ¢i manipuldtor skladat’, tym viac nepotrebnych funkcii musime spocitat’.
Tento problém obchadza pristup pomocou Lagrangeovych rovnic ku ktorému sa ¢oskoro dostaneme, a v
ramci ktorého sformulujeme aj pohybové rovnice gyroskopu a par manipulétorov.

Speciélne pripady pohybu gyroskopu.

Pre moment sily v homogénnom gravitacnom poli ndjdeme

D =r"fs x mg(—&s) = mgr* <Cll/SeJ?2 +S‘VS9J?1> ; (86)

kde 7 = r'f je polohovy vektor t'aZiska gyroskopu vzhl'adom na pevny bod (kib) gyroskopu, takze
pohybové rovnice pre gyroskop budui

Iy + wpyan(J —1) mgrsys0 (87)
Iin+ w30 (I—J) = mgricysO (88)
Jin+ o (I-J) = 0 (89)
O = —cysOp+syo (90)

= sysO¢ +cyb 91)

W = cBP+y (92)
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