3.3 Lagrangeove rovnice pre sustavy i.t.t.

Odpovednie Lagrangeoveho formalizmu pre popis N idedlne tuhych telies predstavuje podobné kroky ako
v pripad pre systém N hmotnych bodov. Namiesto virtudlnych posunuti polohovych vektorov hmotnych
bodov budeme uvaZovat’ virtudlne posunutia t'azisk jednotlivych itt, 877, a virtudlne pootoCenia itt, S(ﬁ} =
;1. Pri virtudlnom pootoceni treba zdoranit’, Ze maly prirastok Casu ¢ nestvisi s redlnym priebehom
casu, ide len o parametriziciu virtudlneho pootocenia pomocou vhodnaho skaldrneho parametra. Tento
prirastok ¢asu musi byt’ pri otdCani maly aj z toho dovodu,Ze pojem pootoCenia mozno zaviest’ ako vektor
len ak je toto pootoCenie malé, inak nastdva problém s nekomutativnost’ou poradia otd€ania okolo roznych
SMerov.

Pre takto zavedené virtudlne posunutia, reSpektujice vSetky holonémne vizby v systéme, platia po-
dobné vzt ahy ako v pripade hmotnych bodov (132,2?), t.].
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Na kazdé itt posobia rozne sily E, sily reakcii fl momenty sil D;a momenty sil reakcii d;. Pre kazdé
itt vieme redukciou presunit’ vSetky posobiskd sil do jeho t'aZiska a pripadne dodat’” potrebné momenty
sil, takZe vysledne ndm na kazdé teleso pdsobia sily, €i uz reakcii alebo ostatné, iba v t'azisku a momenty
dvojic sil, ktorych pohybovy tc¢inok spoc¢itame (Kapitola ??).

D’ Alembertov princip (134) musi zahfiiat’ aj prispevok k praci od reakénych momentov, d, ako aj sil
reakci posobiacich uz len v t'aziskach,
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V analégii z postupom pre N hmotnych bodov vyjadrime reakéné sily a momenty z pohybovych rovnic

itt
SW = Z (m,Ev,. —F,) 87 + (dt G a),) D,) 5¢; = 0. (175)

Vyjadrenim virtudlnych posunuti a pooto¢eni pomocou zmien v zobSeobecnenych sdradniciach a na-
slednych upravach uplne analogickym z postupu pri hmotnych bodoch nakoniec ndjdeme Ze je vhodné
zaviest’” Lagrangeovu funkciu ako rozdiel celkovej kinetickej energie ststavy itt. a celkovej potencidlnej
energie 125
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Samotné Lagrangeove rovnice su uz identické tym, ktoré sme si odvodili pre systém hmotnych bodov.
Priklad: Najdite pohybovu rovnicu fyzikdlneho kyvadla (Obr. 7) Lagrangeovou metdédou, ako suradnicu
uvazujte uhol vychylky od rovnovéznej zvislej polohy.

Vyjadrime si kineticku translacnd, kinetickd rotacnu a potencidlnu energiu fyzikalneho kyvadla po-
mocou ¢, ¢ a parametrov,
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Obr. 7: Fyzikélne kyvadlo predstavuje tilohu o otd¢ani I'ubovolného itt v homogénnom gravitacnom poli
okolo pevnej osi mimo t’aZiska telesa.
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Vysledna Lagrangeova funkcia potom nadobudne tvar

L(9,9) = %hﬁ%mgr* cos(9), (182)

kde sme zaviedli oznacenie [ = I/, + m(r*)?. Toto vlastne predstavuje Steinerovu vetu, ked’ sa na kombina-
ciu otaCania okolo osi prechddzajicej t'aZiskom a translacného pohybu t'aZiska pozerdme ako na otdCanie
okolo pevnej osi fyzikédlneho kyvadla.

Z Lagrangeovej funkcie Standardnym sposobom ndjdeme Lagrangeovu pohybovi rovnicu

E&T;ﬁ_%zojhﬁ = —mgr*sin(¢) (183)

Této rovnica ma pre malé vychylky (sin(¢) ~ @) rieSenie harmonické kmity,
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a ¢y je pociato¢na vychylka a o jeho pociatocna faza.

3.4 Lagrangeova funkcia dvoj-ramenného manipulitora s rovnobeznymi osami
otacania

1. Manipuldtor ma dva geometrické stupne vol'nosti: @, ¢ ako uhly osi ramien od vertikdlneho smeru
(Obrazok (3.4)).

2. Oznacime polohy t'azisk 7| a 7, vzhI'adom na inercidlnu sistavu, ktorej pociatok zvolime v bode
otdCania 1. ramena. Oznacime polohu osi otdCania 2. telesa vektorom [ a polohu t'aZiska 2. telesa
vzhl’adom na os ot4cania 2. telesa vzhl’adom na 1. teleso vektorom d. Evidentne 7> = [ +d.
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Obr. 8: 2-ramenny manipuldtor a v iom pouZité oznacenia a orientacie sustav.

. Transla¢nd kinetickd energia 1. telesa bude %m 1[v1|? kde
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. Rotacna kineticka energia 1. telesa %6)1 <11 - @; kde skaldrny sucin vy&islime v sdstave €. nakol'’ko v
tejto su sdradnice tenzora konstantné (¢ si pevne spojené s 1. telesom a zorientované tak, Ze tento
tenzor je v v nich diagondlny.) Potom madme pre tito zloZku energie
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. Transla¢nd kinetickd energia 2. telesa bude 3my|v|* kde

—
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. Rotac¢na kineticka energia 2. telesa bude podobne ako pri 1. telese jednoducho %Iz (}32 .
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VoV = 1292 +d?¢7 +2d1¢; ¢y cos(¢r — 91)

. Kineticka energia oboch i.t.t. prejde po Gpravach do tvaru

K= 3100+ (62 + Mcos(91 — 02)616,

kde Iy = Iy + myr} + mal?, b = L +mad* a M = dlm,.

. Potencidlna energia oboch i.t.t.

U = rimigcos(¢1) + (Icos(91) +dp cos(¢))mag

. Odvodit’ obe Lagrangeove pohybové rovnice.
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