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1 Kinematika

1.1 Dizka a ¢as
1.1.1 Dizka

V ramci systému jednotiek SI je fyzikalnou jednotou dlzky 1 meter. Jeho
prva medzinarodne uznavana definicia bola zavedena v roku 1875 pri zakla-
dani medzinarodného tradu pre miery a metrolégiu pri Parizi. Z praktického
hladiska, 1 meter mal predstavovat vzdialenost, s ktorou sa v Zivote beZne
stretavame (podobne ako boli historické jednotky ako napr. laket), no zéro-
veil, bolo ddlezité aby bola tato vzdialenost zavedena pomocou dizky, ktora je
dostatocne stala a reprodukovatelne meratelna (na rozdiel od laktov). Tento
problém vyriesili v tom ¢ase tak, ze 1 meter bol zvoleny ako 1/10 000 000-tina
vzdialenosti od severného polu po rovnik, pozdlz poludnika prechadzajiceho
cez Pariz ﬂ Zaroven, na zaklade vtedajSich poznatkov o tejto vzdialenosti,
zhotovili iridium-platinova tyc¢, na ktorej dva presné vrypy vyznacovali jed-
notku dlzky 1 meter.

V stcasnosti najpresnejSia metodika priameho merania vzdialenosti vy-
chadza z interferen¢éného merania vinovej dizky Hélium-Neonového lasera,
pricom dosahovana relativna presnost [ takéhoto merania je 107 P

Ani takto presné meranie dlzky ale nepredstavuje sucasni definiciu metra,
pretoze jednotku ¢asu mozno zaviest s vyrazne lepSou relativnou presnostou.
Od roku 1983 je 1 meter definovany ako vzdialenost, ktort prejde svetlo vo
vakuu presne za 1/299 792 458-tinu sekundy. Z tohto vyplyva, Ze definicia
1 metera je postavend na jednotke ¢asu, 1 sekunde, a zaroven, Ze velkost
rychlosti svetla vo vikuu je stanovena touto definiciou.

Priklad: Eratostheneshttps://en.wikipedia.org/wiki/Eratosthenes na-
Siel polomer Zeme meranim rozdielu v dlzke tiefia vertikalnej ty¢e v mestach
Alexandria a Syene (Aswan) vzdialenych asi 800km. Rozdiel uhlov spojnic
vrchola tyce s koncom tiefia predstavoval asi 1/50 celého kruhu. Z podobnosti
trojuholnikov nasledne odhadol, Ze polomer Zeme je 50.800km ~ 40000km.
Prirodzene, Eratosthenes nemeral dizku v km ale vo vtedy zauZivanych jed-

'Z tohto dovodu je obvod Zeme lahko zapamitatelna hodnota 40000km, kym pre
zapamitanie si jej polomeru, R = 6378km, bolo treba vymyslief slovni hracku “Setii se
osle”, zvukovo pripominajicu toto ¢islo.

2Relativna presnost je dani bezrozmernym &slom, ktoré je dané pomerom ocakivanej
chyby merania veli¢iny k jej meranej velkosti. K vysvetleniu tohto pojmu sa vratime v
Casti

3http://nvlpubs.nist.gov/nistpubs/jres/106/1/j61swy.pdf


https://en.wikipedia.org/wiki/Eratosthenes

notkéch, tzv. stadi.

1.1.2 Cas

Cas medzi dvoma udalosfami meriame poctom zopakovani sa vybraného pe-
riodického deja. Historicky Tudia vychadzali zo zdanlivého pohybu slnka na
oblohe. V obdobi antiky bol jeden defi rozdeleny na 12 hodin kym svietilo
slnko a 12 hodin v noci. Takato definicia hodiny prirodzene viedla k réznym
dlzkam hodiny v roznej ¢asti roku (kratke denné hodiny a dlhé no¢né hodiny
pocas zimy a naopak v lete), preto sa neskor preslo na 1 hodinu ako 1/24
priemerného slnecného drid} Mintta sa zaviedla ako 1/60 hodiny a sekunda
ako 1/60 minuty, no to az v ¢asoch, ked Tudia dokazali vytvorit mechanické
stroje vykonavajice 60 pravidelnych opakovani za minttu - kyvadlové hodiny.
Takéto stroje dnes nazyvame oscilatory, pricom tento nazov zahfha nie len
mechanické stroje ale aj elektronické ¢i dokonca kvantové systémy. Vyvoj v
¢oraz presnejSom zavedeni fyzikalnej jednotky ¢asu tzko suvisi s konstrukciou
oscilatorov vykazujucich ¢oraz lepsiu stabilitu ich periédy.

V stcasnosti je jedna sekunda definovana ako 9 192 631 770-nasobok peri-
6dy ziarenia vznikajiceho $pecifickym elektronovym prechodom v atome Cé-
zia 133. Relativna neistota urcenia frekvencie tohto Ziarenia je len asi 1071,
Pretoze tato je o pat radov vicsia, ako relativna presnost najlepsieho mera-
nia dlzky, je 1 meter definovany pomocou vzdialenosti, ktora prejde svetlo za
jednu sekundu a velkost rychlosti svetla urc¢ena definiciou, ako bolo uvedené
v predchéadzajicej ¢asti. Meranie frekvencie (a ¢asu) predstavuje v sac¢asnosti
najpresnejsie meranie spomedzi merani vSetkych fyzikalnych veli¢in.

Priklad: Ak predpokladame, Ze za jeden rok sa kvoli spomalovaniu rotécie
Zeme dlzka dia predizila o 0,017ms, ako dlho trval jeden priemerny slneény
dent pred 600 miliénmi rokov a kolko dni mal vtedy jeden rok, ak predpokla-
dame, Ze rychlost obiehania Zeme okolo sinka sa nemeni?]

Riesenie: Jeden den pred 600 milionmi rokov trval kratsie o

ATgsoons = 600.10°.0,017ms = 10200s = 2,83hod (1.1)

a teda den vtedy trval zhruba 21,1 hodin.

4SIne¢nym ditom tu nerobime odkaz na charakter pekného pocasia, ale na trvanie medzi
dvoma kulminaciami slnka na oblohe, spriemerované pocas jedného roku.
Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Tidal _acceleration



Celkovy ¢as obehu Zeme okolo Slnka je
Toor = 365,24dni = 8760hod. (1.2)

Ak predpokladame, 7Ze celkovy ¢as obehu Zeme ostal nezmeneny, potom pocet
dni (otoceni Zeme okolo svojej osi) za rok pred 600 milionmi rokov bol

Tror 8760
= —— = 415dni. 1.3
TGOOM 2171 ( )

N, 600M —

1.1.3 Zapis veli¢iny pomocou ¢isiel a jednotiek

Uréenie dlzky ¢ ¢asu realizujeme zavedenim ich fyzikalnej jednotky (1 meter
alebo 1 sekunda) a ¢iselného tdaju, ktory udava, aky nasobok danej jednotky
zodpoveda Studovanej vzdialenosti alebo ¢asovému intervalu.

Napriklad, ak pocet prilozeni 1 metra k meranej vzdialenosti medzi dvoma
bodmi je n, potom prehlasime, Ze dizka vzdialenosti bodov je

[ =n.lm = nm. (1.4)

Symbol [ v tomto pripade oznatuje fyzikalnu veli¢inu dizka, skladajicu sa aj
z ¢iselného nasobku n, aj z jednotky m.

Pomocou hranatych zatvoriek zapisujeme fyzikalnu jednotku pre veli¢inu,
napr. pre veli¢inu [ veli¢inu piSeme [[] = m. Naopak, pre ziskanie ¢iselnej hod-
noty fyzikalnej veli¢iny bez fyzikalnej jednotky sa pouzivajua zlozené zatvorky,
t.j. {{} = n. Pomocou tohto ozna¢ovania moézeme rovnicu prepisat aj
do “prezatvorkovaného” tvaru | = {I}.[l], ktory ukazuje len to, 7e dl7ka, tak
ako aj kazdéa ina veli¢ina vo fyzike, sa sklada zo svojej ¢iselnej hodnoty a
jednotky.

Podobne, pre veli¢inu ¢as, zodpovedajicej ¢asu medzi vybranymi dvoma
udalostami, pouzivame oznacenia

t =n.ls =ns. (1.5)

V technickej praxi sa Casto pouzivaji rozne vztahy, kde st pouzivané
len ¢iselné udaje, pricom musi byt uvadzané, v nasobkoch akej jednotky st
uvedené tieto Ciselné tdaje. Napriklad, draha, ktora prejde svetlo za dany
pocet hodin by sa mohla vypocitat nasledovnym "technickym"vztahom,

s =1,08.10% [km;hod], (1.6)
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Obr. 1: Jeden sposob geometrického delenia definovanej dizky. Usecka AB
predstavuje jednotku dlzky. Jej 4-nasobnym predlZenim v inom smere néj-
deme bod C. Spojenim B s C priamkou pg, a vytvorenim priamok rovno-
beznych s py a prechadzajucich prediZzeniami jednotky najdeme teoreticky
presné rozdelenie isecky AB na $tvrtiny.

kde jednotky v hranatych zatvorkich naznacuji, Ze vysledna draha bude
¢iselny nasobok kilometrov, a Ze za ¢as t musime dosadzat ¢iselni hodnotu
v hodinach. Hoci tento spdsob zapisu je v technickej praxi Casty, jasnejsi je
zapis pomocou symbolov,

s=ot; v =1,08.10"%m/hod. (1.7)

1.1.4 Delenie jednotky veli¢iny, presnost merania veli¢iny

Zapis vzdialenosti pomocou celo-¢iselného nasobku zvolenej jednotky dizky,
zapisany rovnicou [[.4] ma v sebe urcité geometrické predpoklady o nasom
priestore. Napriklad, ze dokdzeme preniest dant usecku (reprezentujicu nasu
jednotku vzdialenosti) v jej smere, a Ze tymto prenosom sa jej dlzka nezmeni.
Akokol'vek sa nadm toto moze zdat prirodzené, faktom je Ze Euklides sa takymi
predpokladmi o priestore zaoberal v zdkladoch geometrie v ¢ase antiky, a az
o viac ako 2000 rokov neskor si C. F. Gauss, B. Riemann a ini uvedomili,
ze nie vzdy musia byt zrejmé a totozné s tym na ¢o sme zvyknuti, a tak je
dobreé si ich predpoklad pri zavadzani dizky uvedomit.

Pri merani sa nezaobideme len s celo-Ciselnymi nésobkami jednotky a
preto treba mat postup ako zavadzat nasobky mensie ako jedna, napr. 1/N,
kde N je prirodzené ¢islo. Toto mozeme dosiahnut opét geometrickym po-
stupom - hladame mensiu usecku, ktori ked N-krat prenesieme vo svojom
smere, dostaneme nami zvolend jednotku. Tento proces si vieme predstavit a
aj prakticky realizovat celkom jednoducho pre N = 10 pre delenie 1 metra,
¢im ziskame decimetre, delenim decimetra na desat centimetre a tak dalej.

7



Geometrickd metoda delenia jednotky dlzky je popisana na obr. . Deci-
alebo centi- predstavuju konvencéne pouzivané predpony pre nézvy desatiny
¢i stotiny fyzikalnej jednotky. Zoznam takto bezne pouzivanych predpon pre
delenie alebo aj nasobenie desiatimi je uvedeny v tabulke

Nazov | Skratka | Nasobok zékladnej jednotky
peta P 107
tera T 1010
giga G 1012
mega M 106
kilo k 103
deci d 1071
centi c 1072
mili m 1073

mikro i 10°¢
nano n 107°
pico p 10712
fento f 1071
atto a 10718

Tabulka 1: Nazvy, skratky, a nasobky zodpovedajtce predponam indikujicim
zlomok alebo nasobok zakladnej jednotky.

Ak budeme realizovat proces delenia na desat na nami zavedenom metri,
po istom Case narazime na problém s presnostou. Rozdelit 1 meter na deci-
metre, centimetre ¢i milimetre si vieme predstavit, na desiatky mikrometrov
by sme uz potrebovali kvalitny mikroskop. Predstavme si, ze zrealizujeme
takéto nadelenie 1 metra na useky dlhé 10um. Potom vyrobime podla jed-
notky 1 meter ty¢, dlha 1 meter, najlepSou moznou technologiou akt mame
k dispozicii a nasledne ju zmeriame, kolko 10umetrovych tusekov ju pokryje.
Je celkom mozné, Ze ich nebude 100000, ako by sme si predstavovali, ale
napriklad nie¢o medzi 100006 a 100007, a to preto, ze pri deleni metra sme
nagou nedokonalou technologiou neposiivali najdent dlzku 10um presne aby
pokryla meter, alebo Ze za ten ¢as ¢o sme merali sa samotny etalén metra
trochu zmenil, & uZ teplotnou zmenou, tlakom alebo chemickou reakciou (zhr-
dzavel, sadla si nan molekula a pod.). V kazdom pripade, nemame kontrolu
nad presnostou merania dizky lepgiu ako 60-70 pm, a preto prehlasime, Ze
relativna presnost urcéenia merania 1 metra je len 70/1000000 ~ 7.107°. Ak
sme na meranie pouzili najlepsSiu technologiu na svete ktoréd je k dispozicii,
potom to zaroven udava presnost s akou dokédZzeme 1 meter definovat.
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Obr. 2: Vznik Lissoujovho obrazca z dvoch harmonickych signalov s réznymi
periodami (7}, a T,), posielanymi na x a y vstup osciloskopu. Body A,B a C
st priklady postupnych poléh bodu zo stiradnicami x a y. V pripade, Ze jedna
perioda je celo-Ciselny nasobok druhej, vznikne uzavreta Lissoujova krivka.
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Obr. 3: V pripade, ked pomer period signdlov posielanych na x a y vstup
osciloskopu nie je celé ¢islo, vysledna krivka sa neuzavrie, nevidime Lissoujov
obrazec z obr2l

Podobne sa postupuje aj pri deleni jednotky ¢asu - sekundy - pomocou
oscilatorov s kratsou a kratsou perivdou. Dobrym prikladom je pripojenie os-
cilatora s periodou 1 sekunda (etaléon) na x-ovi os osciloskopu a rychlejsieho
oscilatora na y-ovi os osciloskopu (Obr. a. Ak bod na obrazovke za jeden
prechod zlava do prava a spéat (t.j. jedna peridda v z-ovom smere) vykona
desat prechodov hore a dole po obrazovke, potom peridéda rychlejSieho oscilé-
tora je prave desatina sekundy. To, Ze ide o presne desat prechodov nemusime
stihnut odsledovat - vd'aka zotrvacnosti oka sa nam bude trajektoria, ktora
svetelny bod vkresluje zdat ako uzavreta krivka, tzv. Lissoujov obraz, len v
pripade, Ze periéda pohybu v y-ovom smere je presne celo-¢iselny nasobok
periody pohybu v z-ovom smere. Priklad uzavretého Lissoujovho obrazcu pre
pomer period 1:4 je na obr. Rl Proti-priklad, ked je pomer periéd nepresny,
1:4,1, je na obr. 3] Vidime, Ze v tomto pripade uzavrety obrazec nevzniké, a
teda nenasli sme 1/4 ¢asu etalonu.

Nepresnost merania ¢asu by sme identifikovali tak, ze ak by sme napriklad
zistili, Ze jeden slnec¢ny denn mal 864005 desatin sekundy a iny 863999 desa-
tin sekundy, tak potom bud jeden slne¢ny deii neméa rovnaka dlzku trvania
(problém s definiciou sekundy ako 1/86400-tiny slne¢ného dia, alebo osci-
lator s periddou 0,1s nemé svoju periédu stabilni. V kazdom pripade, nase
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meranie ¢asu ma relativnu chybu zhruba 5/864000 ~ 1.1075. Pripomefime si
v tejto suvislosti relativne presnosti merania metra a sekundy dosahované v
sic¢asnosti, spomenuté v ¢astiach a 107" pre meter a 107'% pre
sekundu.

S problematikou definicii fyzikalnych jednotiek a ich presnotou sa zaobe-
vzajomnom konsenze vyhlasuju ako su jednotky fyzikalnych veli¢in v stcas-
nosti definované.

Priklad: S akou presnostou dokazeme zmerat zrychlenie telesa, rovnomerne
rozbiehajticeho sa z nulovej rychlosti, ktoré prejde drdhu ¢ = 80m za cas
T = 4s, ak ¢as dokdZeme zmerat s presnostou o7 = 1072s a vzdialenost s
presnostou 6¢ = 10~4m?

Riesenie: Vyjadrenie pre zrychlenie najdeme zo vztahu

1 21
l=-at? 5 a=" 1.8
2 12 (18)
Pomocou tohto vyjadrenia ndjdeme maximéalne a miniméalne zrychlenie ktoré
by sme dostali pri najhor$ej kombinacii chyb v ¢ase a dlzke,

2(80 + 10~4) »

Amazr — m = 10,05021118 (19)
2(80 — 104 i

¢ (4+102)? m-s (1.10)

a teda odhad chyby v uréeni zrychlenia najdeme ako ich rozdiel, t.j.
da =~ 0,05m.s 2 (1.11)

a relativna chyba urcenia zrychlenia je teda

5
2%~ 0,005 = 0,5%. (1.12)
a

Uloha: Nech je nova jednotka ¢asu 7 = 1 “kyvadlo-sekunda”’ definovana
ako pol-perioda matematického kyvadla s dizkou ¢ = 1m, pricom tento ¢as
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Obr. 4: Polohu guli¢ky dokdzeme popisat pomocou jednorozmernej siradnice
x, danej krivkou, jej volbou pociatku, orientacie a jednotky dlzky Az. Gulicka
mala v ¢ase t; stiradnicu x = 6Az = 6m, v ¢ase ty suradnicu z = 10Azx =
10m.

mozno ziskat vzfahom 7 = 71//g, kde g je gravitacné zrychlenie. (a) Ak
dlzku ¢ dokézeme zmerat len s presnostou Al = 10~*m, akd bude presnost
uréenia kyvadlo-sekundy? (b) Aka by bola ¢iselna hodnota tiazového zrych-
lenia v metroch/kyvadlo-sekunda®? (c¢) Rozdiel medzi tiaZovim zrychlenim
na severnom poéle a na rovniku je priblizne dany odstredivym zrychlenim na

rovniku,
Ag ~ w? Ry ~ 0,03m.s (1.13)

kde wg je uhlova rychlost otacania Zeme a R polomer Zeme. Akl nepres-
nost merania ¢asu by ndm takato definicia “kyvadlo-sekundy” sposobila?

1.2 Jedno-rozmerny pohyb
1.2.1 Stradnica

Zéakladnym néstrojom popisu pohybu telesa je zavedenie jeho siuradnic. V pri-
pade popisu v jednom rozmere staci jedna stradnica, predstavujica krivku s
jednym vybranym bodom oznacenym ako pociatok, s dohodou ktoré pokra-
¢ovanie krivky od tohto bodu bude v kladnom a ktoré v zdpornom smere, a
meranim vzdialenosti nami zvoleného bodu na telese od pociatku (Obr. [)).
Tuato vzdialenost musime pritom merat postupnym prikladanim dostatoc¢ne
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x=0 xz(t1) x(t2) x>0

Obr. 5: Pre popis polohy telesa si na telese vyberieme jeden, s nim pevne
spojeny bod, A, a pod polohou a suradnicou telesa budeme rozumiet polohu
a stiradnicu tohto bodu.

kratkej jednotky vzdialenosti ku krivke, nakolko vo v8eobecnosti uvazovana
krivka nemusi byt priamkou.

Sturadnicu zvyc¢ajne oznacujeme pismenom x. Najjednoduchs$i a najbez-
nejsi priklad sdradnice je pre popis polohy bodu na priamke. Na obr. 5] je
priklad priamociareho pohybu auticka, ktory mozno popisat pomocou strad-
nice na priamke. Jeho polohu uré¢ime polohou vybraného bodu A na aute.

Teleso popisované suradnicou méa v ¢ase t; sturadnicu xq, v inom case to
inu siuradnicu x,. Tito zavislost niekedy zapisujeme pomocou vyjadrenia si-
radnice telesa ako funkcie ¢asu, z(t). Ze toto vyjadrenie je naozaj funkciou
v matematickom zmysle siivisi so samotnym zavedenim siradnice: kazdému
okamziku casu priradime jednoznacne stradnicu, kde sa dané teleso naché-
dza. Nie je mozné, aby sa teleso nachadzalo v tom istom c¢ase na dvoch
roznych miestach

V tejto kapitole vdcginou nebudeme zévislost suradnice od casu takto
zapisovat a budeme jednoducho pouzivat symbol z, pricom musime pamétat,
7e jeho hodnota sa s ¢asom moZze menif. Vynimky budua pripady, ked je
uzito¢né zdoraznit priradenie Specidlneho okamziku ¢asu stradnici, napr. pri
ich poc¢iatoc¢nych hodnotach.

Priklad: Bod sa pohybuje po obvode pravouhlého trojuholnika so stranami
a = 3cm, b = 4cm a ¢ = 5em. Na ktorej strane sa bude nachadzat po prejdeni
vzdialenosti s = 345cm ak zacal vo vrchole pravého uhla a nésledne Siel po
strane b7

Riesenie: Jedno obehnutie trojuholnika predstavuje drahu s; = 3+4+5 =
12c¢m. Cely trojuholnik teda obehol n = s/s; = 345/12 = 28,75 krat. T.j.
28 kompletnych obehov, a drahu 0,75.s; = 9cm. Z toho prvé 4cm presiel
po strane b, zvySnych 5cm po strane ¢ a bude sa teda nachadzat presne vo
vrchole medzi stranami ¢ a a.

13



z>0

t=0 t ts t>0

Obr. 6: Stiradnica telesa nadobida v réznom ¢ase roézne hodnoty - predstavuje
funkciu ¢asu x(t). Tento vztah sa zobrazuje v grafe, kde x-ova os predstavuje
¢as t a y-ova os samotnu suradnicu.

Vzdialenost bodu od vrcholu pri pravom uhle, narastajic smerom po
strane b (orientacia) predstavuje stradnicu bodu. Ide o takzvanu cyklickd
sturadnicu, pretoze jej hodnota x = 3 + 4 + 5 = 12cm zodpoveda tej istej
polohe bodu ako z = 0.

1.2.2 Motivacia kinematickych veli¢in

Pri pohybe telies nés zaujima jeho opis v minulosti, a jeho predpovedanie
alebo aj riadenie do budtcnosti. K tomu potrebujeme poznat siradnicu te-
lesa ako funkciu ¢asu, pripadne vo v§eobecnosti v troj-rozmernom priestore,
jeho tri stiradnice ako funkcie ¢asu (kapitola . Dévod, preco si zave-
dieme aj dalsie veli¢iny, ako rychlost a zrychlenie, a zaoberame sa vztahmi
medzi nimi je to, Ze priamo siradnicu ako funkciu ¢asu zadat & priamo zis-
kat nevieme. V ramci dynamiky uvidime, Ze univerzilny popis pohybu
dokézeme ziskat z fyzikalnych zakonov, pojednévajicich o tom, aka sila na
teleso posobi. Uvidime, Ze zo sily ndjdeme priamo zrychlenie, a nasledne mu-
sime vediet zo zrychlenia najst rychlost a nakoniec aj stradnicu (Obr. .
V kinematike sa budeme zaoberat prave tymto - ako st veli¢ina rychlost a
zrychlenie zavedené a ako dokdzeme z jednej spocitat druhu a naopak. Najv-
SeobecnejSou metodikou pre tento tucel sa ukazuje diferencidlny a integralny
pocet. Jeho zakladné myslienky a geometricko-fyzikalny vyznam si preto tiez

14



@(t) T v(t) T a(t) =F(t)/m

~ X

Obr. 7: Matematické vztahy medzi veli¢inami v kinematike. Staradnica je to,
¢o nas prakticky zaujima pre popis pohybu, zrychlenie je to, ¢o dokazeme
najst zo znadmych fyzikalnych zédkonov pre sily.

i
I

t=20 tl t2

Obr. 8: Priemerné rychlost medzi ¢asmi ¢; a t, je definované ako pomer zmeny
stiradnice za tento ¢as, Ax, a prirastku casu At.

detailne preberieme.

1.2.3 Priemerna rychlost a rovnomerny pohyb

Vo vSeobecnosti, priemerni rijchlost bodu so siradnicou x pre jeho pohyb
medzi ¢asmi t; a ty zavadzame ako zlomok

x(ty) —x(t)) Az

= — 1.14
to — 1o At’ ( )

V2,1 =
pri¢om stiradnica telesa bola v tychto ¢asoch x(t1) a z(t2). Pre zjednodusenie
zapisu sa pouziva symbol A pre oznacenie prirastku veli¢iny medzi dvoma
hodnotami.

Hoci uvedeny zépis naznacuje delenie dvoch ¢isiel, uvedomme si, ze jed-
notky 1m alebo 1s vystupujice v ¢itateli a menovateli nie st ¢isla, ale symboly
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Obr. 9: Pohyb dany funkciou z(¢) moézeme priblizne popisat funkciou (),
ak budeme predpokladat, Ze priemerna rychlost pohybu x(t) stale viac-menej
rovnd priemernej rychlosti medzi ¢asmi ¢, a to.

oznacujuce dohodu ako interpretovat ¢iselnd vzdialenost pomocou zvolenej
ty¢e ¢ ¢asového intervalu pomocou Casového Standardu, a preto ich delit
nemé zmysel. Zmysel zapisu v rovnici je taky, 7e delime len zodpove-
dajuce ¢iselné nasobky, a vysledni jednotku rychlosti nazveme podla toho,
aké jednotky sme pouzili pre vzdialenost a ¢as. Pomocou zatvoriek z Casti
by sme toto mohli napisat nasledovne,

1A
{ar}

[Az]/[At], (1.15)

V tomto vyraze predstavuje prvy c¢len matematicky zlomok, resp. delenie
dvoch ¢isel, ale lomitko medzi jednotkami siradnice a ¢asu je len symbolick&
pripomienka akym spésobom boli pouzité ¢iselné hodnoty prejdenej vzdiale-
nosti a uplynutého ¢asu. Kedze zakladnymi jednotkami pre vzdialenost a ¢as
v S.I. st meter a sekunda, z nich odvodend jednotka pre rychlost bude m/s,
¢o sa tiez symbolicky zvykne zapisovat ako m.s~.

Priemerna rychlost medzi ¢asmi ¢; a ¢ na obr. [9|nebude sice presne rovna
1.9, ale z podobnosti trojuholnikov vidime, Ze bude velmi podobné. Ak tento
rozdiel zanedbame, t.j. predpokladame Ze priemerna rychlost je konstantnd,
v12 = v, a tato priblizna stradnicu oznac¢ime Z(t), potom z definicie prie-
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mernej rychlosti pouzitej pre nejaky priebezny ¢as ¢ ndjdeme

y = ) —aty) (1.16)
t—t

v(t—t) = Z(t)— x(tr) (1.17)

z(t) = z(ty) +o(t—t1) (1.18)

Posledna rovnica predstavuje popis pohybu telesa, ktoré sa pohybuje kon-
Stantnou rychlostou v.

Konvenéne sa pociato¢ny ¢as oznacuje ako ¢y a poc¢iato¢nd stiradnica xg =
x(tg). Ak okrem tychto dvoch hodnot pozname aj (priemerni) rychlost v,
dokézeme vypocitat (odhadovani) staradnicu bodu Z(t) v ¢ase t, ktory nas
zaujima, t.j. predpovedaf, kde sa pohybujici objekt bude nachédzat. Graf
funkcie Z(t) = x¢ + v(t — to) predstavuje rovnicu priamky, prechadzajicu
bodom (tg,z) a rasticu so smernicou danou rychlostou v. Pokial model s
konstantnou priemernou rychlostou popisuje pohyb dostato¢ne presne, nemé
vyznam rozliovat funkciu z(¢) a Z(t), a teda pohyb s konstantnou priemernou
rychlostou v mézeme popisat linearnou funkciou ¢asu,

x(t) = xo + v(t — to). (1.19)

Takyto pohyb nazyvame aj rovnomerny pohyb. Zjednodusene tito rovnicu
budeme ¢asto pouzivat v tvare pre prirastok suradnice,

Ax =vAt, Az =uz(t) —xo, At=1t—1. (1.20)

1.2.4 Po c¢astiach rovnomerny pohyb

Rychlost telies pri pohybe nebyva zvycajne konStantna, ale priebezne sa
meni. Jednoduchy model, ktory dokaze takyto pohyb uspokojivo popisat je
po castiach rovnomerny pohyb, pri ktorom v réznych intervaloch c¢asu je rych-
lost kons§tantn& a meni sa skokom len v hrani¢nych ¢asoch tychto intervalov

(Obr. [10).

Vo v8eobecnosti zapiSeme po castiach rovnomerny pohyb nasledovne:

$0+U1(t—t0) t1>1t>1
iL’o—i‘Ul(tl—to)—FUQ(t—tl) to >t > 1
l’(t) = To + U1<t1 — to) + Ug(tg — tl) + Ug(t — tg) t3 >t > tz (121)

Tento zapis predstavuje uz ziskany vysledok pre rovnomerny pohyb (|1.20)),
no pouzity pre viacero intervalov ¢asov s roznou rychlostou.
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Obr. 10: Prakticky T'ubovolny pohyb méZzeme dobre popisat pomocou po
¢astiach rovnomerného pohybu, pri ktorom rychlost je konstantna v diskrét-
nych intervaloch c¢asu, no od intervalu k intervalu sa skokom zmeni. Napr.
v intervale t € (to,t1) je rychlost v; = Axy/Aty, v intervale t € (t1,t2) je
vy = Azy /Aty a podobne.

Napriklad v ¢ase t : t3 > t > t, ndjdeme sturadnicu bodu tak, ze k
pociatocnej stradnici xy priddme jej zmenu za ¢as od pociatoc¢ného ¢asu po
t1, Axy = vi(t; — to), ked sa pohyboval bod s rychlostou vy, dalej zmenu
Axy = vy(ty — t1), nadobudnuty v ¢ase od t; po ty, ked sa bod pohyboval s
rychlostou vy, a nakoniec prirastok siradnice v désledku pohybu s rychlostou
v3, Axg = v3(t — t3). Celkova zmena siradnice od ¢asu ty po Cas t teda bude

Ax = Axy+ Axg+ Axg (1.22)
= UlAtl + U2At2 -+ ’Ug(t — t2> (123)

7 posledného vztahu ziskame uzito¢na geometrickd interpretaciu vypoctu
zmeny stradnice: ak si zobrazime rychlost telesa ako funkciu ¢asu, v(t), do
grafu, obr. [I1} potom celkova zmena stiradnice telesa je dana celkovou "plo-
chou” medzi grafom v(t) a ¢asovou osou. Slovo “plocha” je v uvodzovkach,
lebo je to sucet plochy obdlznikov, ktorych zakladiia ma rozmer asu (At;),
vyska je rychlost (v;) a ich siéin, teda “"plocha”, ma nésledne rozmer vzdiale-
nosti (m.s~'.s = m), tak ako to pre zmenu siradnice aj mé byft.

Priklad: Elektricke ¢.9 to trva zo zastavky Park kultury na zastavku Kapu-
cinska 4 mintty a z Kapucinskej na Kamenné ndmestie 3 mintty. Vzdialenost

18



V2 —-mmmmmmmeeeee e

AI‘Q

V1 4 eeae R

O ISR S S — |

Obr. 11: Z grafu rychlosti ako funkcie ¢asu dokdzeme Tahko najst dielcie
prirastky stradnice ako plochy dané aktualnou rychlostou a dizkou ¢asovych
intervalov.

medzi zastavkou Park kultiry a Kapucinskou je 1570m a medzi Kapucinskou
a Kamennym namestim 610m. Najdite hodnoty priemernej rychlosti medzi
zastavkami, a hodnotu celkovej priemernej rychlosti elektricky ma trase z
Parku kultiry na Kamenné namestie. Ak by sme modelovali pohyb elek-
tricky pomocou celkovej priemernej rychlosti, o kolko skor alebo neskor by
sme ocakavali prichod elektricky na zastavku Kapucinska zo zastavky Park
kultary?

Riesenie: Pre jednoduchost si o¢islujeme néasledné zastavky ako 1(Park
kultary), 2(Kapucinska), a 3(Kamenné namestie). Priemerné rychlosti medzi
tymito zastavkami buda

1570
V21 = TGOI'H.S_l = 6,54m.s_1 (124)
610
Ugg = mm.s_l = 3,39m.s~" (1.25)
1570 + 610 B
= ——m.s =5,19m.s 1.26
V31 B3+4.60 S (1.26)

Ak by sme pouzili celkovi priemernt rychlost vz na vypocet ¢asu prichodu
elektricky zo zastavky 1 na 2, tak dostaneme
. 1570
Atg 1 — S9 1/’03 1= —-—— = 303s = 5,04 min (127)
’ o 5,19
Nas odhad pomocou priemernej rychlosti teda dava c¢as prichodu o 5,04-4
= 1 min neskor. Nahradzat popis elektricky jedinou konstantnou rychlostou
danou jej priemernou rychlostou sa nam teda nemusi oplatit.
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1.2.5 Okamzita rychlost, derivacia a integral

Pomocou po ¢astiach rovnomerného pohybu mozno popisat Tubovolny po-
hyb, pokial si ho rozdelime na dostato¢ne kratke okamziky casu tak, 7ze sme
s presnostou jeho popisu pre skuto¢ny pohyb spokojni. Je mozné, ze rozdele-
nie napr. 10 mintat na 500 intervalov by bolo postacujtce, no celkom isto by
bolo aj dost nepraktické. Je to mozno prekvapujice, no ak sa rozhodneme ho
rozdelit na Tubovolne malé intervaly, ktorych bude teda neobmedzene vela,
prideme k matematickému nastroju, ktory prakticky je. Pouzivanie konceptu
Tubovolne malych intervalov nazyvame v matematike infinitezimdlny pocet.
Jeho hlavnym néastrojom je derivdcia a k nej pridruZzenym néstrojom integrdl.
Technickému pouzivaniu tychto operacii sa budete venovat v ramci predmetu
Matematika, tu si tieto dve operécie, tak ako st vyuzivané v kinematike, za-
vedieme na fyzikalno-geometrickom zaklade. Dalsie dolezité pouzitie derivacii
je napriklad v chemickej kinetike kde namiesto stradnic bodov meniacich sa
v Case pracujeme s okamzitymi koncentraciami latok v chemickych reakciéch.

Okamzitu rychlost v ¢ase t definujeme podobne ako priemerni rychlost
pocas intervalu (¢,t'), no uvazovany ¢asovy interval je limitne kratky,

—x . Ax dx

W= A T (1:29)
Symbol limity, lim, indikuje, Ze uvedeny vyraz uvazujeme pre ¢asy t’ bliziace
sa Tubovolne blizko k t. Zlomok v tvare d../dt predstavuje struény zapis celej
tejto limity, ktora volame derivdcia podla casu. Tento zapis ma pripominaf
podiel prirastku stradnice a casu. Geometricky vyznam derivacie vidno v
grafe zavislosti suradnice od ¢asu, x(t), kde derivacia predstavuje smernicu
doty¢nice k grafu v ¢ase ¢, na obrazku

Priklad: V pripade rovnomerného pohybu da vztah pre okamzitd rychlost
konstantna rychlost pohybu,

d
v(t) = pr [0 + v(t — to)] (1.29)
T ) Gl Bl L R 1 _tO)], (1.30)
t'—t t—t
t— ot
= lim =y, (1.31)
t'—t t—1t
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Obr. 12: Rychlost, t.j. derivicia stradnice v ¢ase t udéva smernicu doty¢-
nice ku funkcii z(¢) v tomto ¢ase, ¢o mozno vidiet postupnym mensovanim
prirastov ¢asu At a stradnice Ax, v zmysle limity ¢ — ¢, ktorym postupne
zodpoveda priamka a.,b. a c.

V pripade po castiach rovnomerného pohybu bude vysledok davat jed-
notlivé konstantné rychlosti v zodpovedajicich intervaloch. Pretoze typicky
pracujeme s okamzitou rychlostou danou definiciou (1.28]), slovi¢ko okamzita
vynechavame, a hovorime len o rychlosti, ktora je definované deriviciou su-
radnice podla ¢asu. V nasledovnych kapitolach budeme vidiet, Ze ide o naozaj
zakladnu a vel'mi potrebnu definiciu.

Koncept integralu vychéddza z nasledovnej otazky: ak pozndme okamziti
rychlost telesa v kazdom v ¢asovych okamihov z intervalu (¢¢,t), pri¢om pred-
pokladame, ze tato rychlost sa mohla po¢as uvazovaného intervalu menit, ako
sa za tento ¢as zmeni stradnica telesa?

Ak uvazovany interval nadelime na dostato¢ne vela kratkych intervalov -
N, a chyba ktort urobime tym, 7e na takychto kratkych intervaloch budeme
povazovat rychlost za nemenni, bude mal4, bude celkovd zmena siradnice
dana podobne ako vo vztahu (1.22), pouzitim priemernej rychlosti v; na ¢a-
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Obr. 13: Zmenu siradnice mozno ziskat ako integral z grafu rychlosti, t.j.
z velkosti plochy medzi grafom v(¢) a ¢asovou osou. Tuto plochu mozno
priblizne ziskat rozdelenim v§eobecného pohybu na pohyb s po-castiach kon-
Stantnou rychlostou a nasledne plochu ziskat ako stacet ploch jednotlivych
obdlznikov.

sovom intervale 7,

r—x9 = Axy+Axy+ ...+ Azy (1.32)
= UlAtl + UQAtQ + ...+ ’UNAtN (133)

N

i=1

Infinitezimalny pocet nam umoziiuje vycislit tento sucet pre limitne velké
pocty s¢itancov s velmi malymi intervalmi,

N

t
I /t o()dt (1.35)
Posledny zéapis so symbolom integralu f;; ...dt" je symbolicky zapis limity a
sumy v predchadzajiucom kroku. Prvy znak pripomina latinské velké pis-
meno 'S’, spodny a horny index hranice ¢asu medzi ktorymi spocitavame a
posledny symbol dt’ pripomina limitne kratke ¢asové intervaly At;. Geomet-
ricky vyznam integralu je "plocha” medzi grafom funkcie v(t) a ¢asovou (ho-
rizontélnou) osou, ohrani¢ena pociatotnym a kone¢nym ¢asom (Obr. , v
silade s nasim pozorovanim v predchadzajicej podkapitole, kde sme sictu
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aktualnej rychlosti a jej patriaceho ¢asového intervalu, v; At; nasli prave ta-
kyto vyznam.

Integral je v istom zmysle operacia opa¢né k derivacii. Toto mozno ilustro-
vat nasledovnymi rovnostami, prakticky vyuzivanymi pri vypocte integralov,

Pdx(t) B
/to Wdt = z(t) — z(to) (1.36)
d t

i) o(tYdt = o(t), (1.37)

pricom prva tvrdi, Ze integral z derivicie siiradnice je samotna stradnica
minus stradnica v ¢ase zodpovedajiucemu dolnej hranici integrovania (;), a
druhd tvrdi Ze derivacia z integralu podla hornej hranice integrovania (¢) je
samotna funkcia pod integralom.

Zmena stiradnice telesa nie je to isté ako prejdena drdha, ktort tu budeme
oznacovat ako s. Ak chceme spocitat celkovia prejdent drahu, musime vzdy
pripocitat prirastok malej zmeny sturadnice v absolitnej hodnote, lebo aj
zdporna zmena sdradnice predstavuje kladny prirastok celkovej drahy,

S:Z|v(ti)Ati|:/t lo(t')|dt’. (1.38)

Priklad: Prejdena draha moze byt diametralne odlisna od zmeny siradnice.
Napriklad, ak teleso ide prv 10m dopredu a nasledne 10m spét, celkova zmena
jeho suradnice po tomto pohybe bude

Az = 10m + (—10)m = Om,
kym celkova prejdena dréaha bude
s = [10jm + | — 10|m = 20m.

Sturadnica a prejdend draha st teda znac¢ne odlisné charakteristiky pohybu a
na tento rozdiel musime davat pozor.

1.2.6 Zrychleny pohyb

Modelovanie pohybu pomocou po-¢astiach rovnomerného pohybu ma ten ne-
dostatok, ze zmena rychlosti prebieha skokovo. Rovnomerne zrijchleng pohyb
tento nedostatok odbtrava.
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Nech sa rychlost medzi ¢asmi ¢ a ¢’ meni spojite z hodnoty v na v’, potom
priemerné zrijchlenie bodu za tento ¢asovy interval nazyvame veli¢inu

v —w
a= . 1.39
v —t (1.39)
Diskusia zmyslu delenia fyzikalnych veli¢in a s tym stvisiace zavedenie novej
fyzikalnej jednotky pre zrychlenie, [a] = m.s™2, je analogickd situacii pri

zavedeni priemernej rychlosti.

Ak je priemerné zrychlenie medzi Tubovolnymi ¢asovymi okamihmi medzi
¢asmi ty a t konStantné potom takyto pohyb nazyvame rovnomerne zrychle-
nym a rychlost sa meni linearne s ¢asom. Zmenu rychlosti mozno potom z

rovnice (|1.39)) vyjadrit nasledovne,
v =19+ a(t —ty), (1.40)

pricom sme pouzili oznalenie vy = v(tg) pre pociato¢nu rychlost v podia-
tonom Case ty. Iny zapis toho istého, pomocou zmien rychlosti a prirastkov
casu, je Av = aAt.

Nésledné zovseobecnenie pre nerovhomerné zrychlenie je podobné ako
bolo pre meniacu sa rychlost v ¢asti a preto ho prejdeme uz ry’chlejéie.ﬁ

Pre vyjadrenie zmeny rychlosti pri po castiach rovnomerne zrichlenom
pohybe, t.j. pohybe, ktory v roznych intervaloch ¢asu (At;,i = 1,...,N)
vykazoval rozne hodnoty zrychlenia (a;), ndjdeme poskladanim jednotlivych
intervalov celkovii zmenu rychlosti

Av = alAtl + agAtg + ...+ CLNAtN, (141)

podobne ako to bolo pri celkovej zmene siradnice pri po ¢astiach rovnomer-
nom pohybe v rovnici [1.34]

Vo v&eobecnom pripade, ked sa zrychlenie meni plynulo v ¢ase, definujeme
okamzité zrijchlenie pomocou okamzitej zmeny rychlosti za cas, t.j. deriva-
ciou,

v —w Av  dv
t) =li =lim— = —.
alt) Pt t—t o At dt

Naopak, ak pozname zrychlenie ako sa meni v ¢ase, t.j. funkciu a(t), vieme
néjst rychlost pomocou integralu, ¢o zodpovedé suc¢tu v rovnici (1.41]),

(1.42)

¢
v— vy = / a(th)dt’, (1.43)
t

0

5Nem4 vyznam to rozpisovat lebo text by bol naozaj podobny, ale student, ktorému
zalezi na porozumeni by vobec nemal ist cez nasledovné zovseobecnenie rychlo, ale inten-
zivne listovat hore-dole a poriadne si premysliet v ¢om spociva podobnost, a v ¢om sa tieto
dve veci lisia.
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d d

dt dt
@A v(t) — a(t) :@/m

DN N

[dt Jdt

Obr. 14: Matematické vztahy medzi velicinami v kinematike. Stradnica je
to, ¢o nas prakticky zaujima pre popis pohybu, zrychlenie je to, ¢o dokdzeme
najst zo znamych fyzikalnych zakonov pre sily, pricom prepocet medzi nimi
realizujeme pomocou derivécii a integrovania podla ¢asu.

kde prechod od sac¢tu elementarnych zmien k integralu je analogicky ako v
pripade ziskania zmeny stradnice zo znamej rychlosti: sicet v ((1.34) vedie
v limite k integralu v (1.35)). Pripomeiime znovu aj geometricky vyznam
integralu - zmena rychlosti za dany interval ¢asu je rovna ”ploche” medzi
funkciou a(t) a ¢asovou horizontalnou osou.

Priklad: V pripade aerodynamického odporu je spomalenie (zaporné zrych-
lenie) zotrva¢nostou idiiceho telesa imerné druhej mocnine rychlosti,

a(t) = —bv*(t), (1.44)

¢o mé povod v sile aerodynamického odporu Fy = (1/2)pScyv?, kde p je hus-
tota vzduchu, S ¢elné plocha telesa, a cg koeficient aerodynamického odporuﬂ
Presvedcte sa, ze Casova zéavislost rychlosti v tvare

Vo

)= — 1.45
v(t) =17 oo (1.45)
tomuto vyhovuje, odvodenim jej derivacie podla definicie ([1.42]).
Riesente:
— L Troob? — Thuobl 1.4
R L (140
14+vgbt—1—vgbt’
. (1+'U0bt/)(1+'u0bt)
=1 —_ 1.4
R T (1.47)
) vob(t — 1)
= 1 1.48
it O (1 vobt) (1 + vobt) (' — 1) (1.48)
b bu(t)? (1.49)
(1 + vobt)?

K tejto sile sa vratime v kapitole
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Av = a(t — tg)

to t

Obr. 15: Zmenu rychlosti v priebehu ¢asového intervalu (tg,t) ziskame integ-
ralom, t.j. ako plochu pod grafom zrychlenia medzi tymito ¢asmi. V pripade
rovnomerne zrychleného pohybu je zrychlenie konstantné a plocha je plochou
obdl7nika.

1.2.7 Zmena stradnice pri zrychlenom pohybe

Ako vieme z predchadzajicej podkapitoly, zo zndmeho zrychlenia dokazeme
najst rychlost v Tubovolnom ¢ase ¢ pomocou integrélu,

¢
v =1y +/ a(t')dt, (1.50)

to

kde sme integra¢nt premennu oznacili s ¢iarkou, aby sme ju odlisili od ¢asu,
v ktorom vyjadrujeme rychlost na l'avej strane.

V pripade rovnomerne zrychleného pohybu, a(t') = a, konstanta, to vieme
integrovat aj pomocou nasho grafického porozumenia, t.j. Zze vysledkom in-
tegralu je plocha pod grafom - plocha obdlZnika so stranami a a t — t,

t

v =y + / a(t)dt' = vg + a(t — ty), (1.51)
to

v sthlase s vysledkom (|1.40]) ziskaného inym sposobom. Graficky zmysel tohto
vypoctu je ukdzany na Obr.

Na zéklade pod-¢asti ((1.2.5)) uz lahko najdeme prislusnia zmenu suradnice

v ¢ase od g po t; je dana integralom z v(t), t.j. plochou pod grafom rychlosti
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Obr. 16: Zmenu sturadnice v priebehu ¢asového intervalu (to,t) ziskame integ-
ralom, t.j. ako plochu pod grafom rychlosti medzi tymito ¢asmi. V pripade
rovnomerne zrychleného pohybu je rychlost linedrne narastajica s ¢asom a
preto plocha je dana st¢tom plochy obdlznika a trojuholnika.

(vid Obr.

t
1
-1y = / v(#)dt" = wo(t — to) + FAV(t — o), (1.52)

to

t

_ / o(E)dt = vo(t — to) + %a(t—to)Q, (1.53)
to

kde sme pouzili vysledok z pre zmenu rychlosti po¢as uvazovaného

¢asového intervalu, Av = a(t — tp).

Vztahy a st Specidlne vysledky pouzivania nastrojov popisu
kinematiky - stiradnice, rychlosti a zrychlenia a prace s nimi pomocou deri-
vacie a integralu. Aj ked ich momentélne poc¢itame len pomocou ich geomet-
rického zmyslu ¢i len pre velmi jednoduché pripady, po ziskani technickej
zrucnosti v derivovani a integrovani v rdmeci matematiky, budu tieto nastroje
pouzivané pre popis aj komplikovanejSich pohybov, napriklad nerovnomer-
ného rozbehu ¢ harmonickych netlmenych i tlmenych kmitov. Okrem toho,
oba tieto nastroje si rovnako uzito¢né aj v inych oblastiach techniky - termo-
dynamike, chemickej kinetike, elektrine a magnetizme, a mnohych dalgich, a
s ich pouzivanim aj v tychto sivislostiach sa v rdmci stidia oboznémite.

Priklad: Po priamej ceste ide cyklista A s konStantnou rychlostou vy =
30km /hod. Druhy cyklista B, ktory sa na poc¢iatku nehybe a vidi cyklistu A
ako sa k nemu blizi, chce ist popri iom. Ak sa cyklista B dokdze rozbehntt s
kongtantnym zrychlenim ag = 1,6m.s~2, pri akej vzdialenosti od cyklistu A
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sa musi zacat rozbiehat? Aku vzdialenost cyklista B prejde kym sa k nemu
cyklista A pripoji?

Riesenie: Budeme riesit priklad symbolicky pomocou premennych a az
nakoniec dosadime zadané ¢isla. Cas, ked sa obaja cyklisti stretni si ozna¢ime
ako t,. Za tento ¢as musi cyklista B nadobudnit rychlost cyklistu A, t.j.

VA

Vg = ap.ts — ty = (1.54)

ap
Cyklista B, pohybujtci sa pocas tohto ¢asu rovnomerne zrychlene prejde
drahu

Sp — —CLBt2 = — (155)

Cyklista A za ten isty ¢as prejde drahu

’U2
SpA = UAtS = A (156)
ap

Kedze po prejdeni tychto drah sa maja cyklisti stretnat, t.j. budid mat rov-

naki sturadnicu, musel sa cyklista B vyrazit v momente ked bol cyklista A
od neho vzdialeny

2

v
sA—sB:ﬁ. (1.57)

Po dosadeni ¢isiel dostaneme nasledovné odpovede: Cyklista A sa musi zacat
rozbiehat ked je cyklista B od neho

2 2
vy (30/3,6)
—sp = = = 43,4m. 1.
SA— Sp 2an 16 43,4m (1.58)

Nasledne prejde takito istt vzdialenost kym sa ho cyklista A dobehne.
Pre zaujimavost mozeme spocitat aj ¢as, za aky sa stretni, ¢, napriklad
z drahy cyklistu A:

sa 2434
t,= A — 10,4s. 1.59
va  30/36 i (1.59)
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Obr. 17: Polohovy vektor 7 bodu P mé tri kartézske stradnice - x, y a z.
Tieto predstavujiu vzdialenosti troch réznych rovin, v ktorych lezi bod P, a
zaroven su kolmé na os z, ¢ alebo 2.

1.3 Pohyb v priestore
1.3.1 Polohovy vektor

Ak chceme komunikovat druhému c¢loveku informaciu, kde sa nachadza nami
pozorovany objekt v priestore, nebude postacovat oznamit jednu siradnicu,
ale potrebujeme tri. Fakt, 7e musia byt tri suvisi s troj-rozmernostou nasho
priestoru. Uz pri jednorozmernom pohybe sme videli, ze saradnicou moze byt
rozna krivka, a preto aj v trojrozmernom pohybe je potrebné Specifikovat o
aké stiradnice ide.

Najjednoduchsie sdradnice st kartézske suradnice, pomocou ktorych je
poloha bodu v priestore ur¢ené troma stradnicami z,y a z (Obr. . Tieto
predstavuju vzdialenosti na troch kolmych priamkach, ktoré sa pretinajia v
zvolenom pociatku, a ktoré volame osi alebo priamky z,y a 2. Vzdialenosti
bodov na osiach smerom od pociatku narastaji v dvoch smeroch (doprava a
doTava): jeden smer sa oznacuje kladnou vzdialenostou a druhy zépornou.

NajcastejSou volbou usporiadania kladnych smerov osi je pravotocivd si-
stava ked orientacia kladnych smerov osi Z,7 a Z je dana pravou rukou podla
obr. [I8 S rovnakou “pravotoc¢ivostou” sa stretavame aj pri smere zastvania
sa pravotoc¢ivého zavitu pri jeho zakrtcani.

Poloha bodu P v priestore pomocou tychto sturadnic je urc¢end nasle-
dovne: uvazujme najprv rovinu bodov v ktorej lezia priamky ¢ a 2. Tato
rovinu mozeme posivat v kladnom alebo zadpornom smere osi Z, pricom len
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Obr. 18: Pravidlo pravej ruky poméaha pri urcovani vzajomnej orientécie
jednotkovych vektorov: ak prstami pravej ruky zatacame os & do osi 7, tak

palec ukazuje kladny smer osi Z.

pri jednom jednozna¢nom posunuti o vzdialenost |z| bude aj nami uréovany
bod lezat v tejto rovine. Tuto vzdialenost, spolu so znamienkom charakte-
rizujacim kladny alebo zaporny smer, nazyvame z-ovou siuradnicou bodu P
vzhladom na zvoleny stiradnicovy systém.

Podobne, postivanim rovin 2 — & a & — ¢ identifikujeme zmysel y-ovej a
z-ovej suradnice.

Systémy inych ploch ako st roviny budu vytvarat iné druhy siradnic,
napriklad sférické alebo cylindrické saradnice, no nimi sa teraz zaoberat ne-
budeme.

Popisany systém kartézskych stiradnic nam poslizi na vybudovanie pojmu
polohového vektora, a zovieobecnenim tohto konceptu aj vektora inych fyzi-
kalnych veli¢in. Ukazuje sa, Ze hoci suradnice Tubovolného bodu su tri neza-
vislé ¢isla, mnohé operéacie, ktoré s nimi robime, majt vela spolo¢ného. Preto
tito trojicu oznacujeme spolo¢nym symbolom so Sipkou,

ro= (x,y,z), [:E] = 1, [y] = 1m, [Z] = 1m, (160)

a nazyvat ju budeme polohovy vektor. V nacrtoch polohovy vektor 7 zobra-
zujeme ako Sipku zacinajicu v pociatku stradnic a konciacu v mieste kde
mé bod P svoju polohu.

V literature sa casto pouziva pre oznacovanie vektorov miesto Sipky hrubé
pismo, t.j. namiesto 7 je pisané r. Tu bude pouZzivané znac¢enie pomocou Sipky.

1.3.2 Spocitavanie vektorov a niasobenie ¢islom

Nech 7 a 7 predstavuju polohové vektory pohybujiceho sa bodu v dvoch
roznych ¢asoch (Napr. ty > tq, kde ¢; je ¢as nachadzania sa bodu v mieste 7
v rovine, danym stiradnicami (z1,y;), a podobne 7 pre t5.), potom suradnice
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Obr. 19: Od polohového vektora 7 sa mozno dostat k polohovému vektoru
75 pomocou vektora posunutia A7, motivujiceho operaciu spocitavania vek-
torov.

vektora 75 mozeme ziskat pridanim prirastkov v stradniciach Az = x5 — a3

a Ay =y, —yi (Obr. [19)

n = (331,91)7 (1-61)
Ty = (x9,y2) = (x1 + Az, y1 + Ay) =71 + A7, (1.62)

kde vektor A7 predstavuje vektor, paralelne preneseny do koncového bodu
vektora ;. Algebraické spocitavanie “po zlozkach” vektorov 7 a Ar teda
geometricky zodpoveda “spocitavaniu Sipok”, t.j. paralelny prenos A7 do kon-
cového bodu 7 a nésledné spojenie poc¢iatku vektora 7 s koncovym bodom
preneseného Ar.

Na zéklade tejto motivacie definujeme operdciu spocitavania vektorov
™ = (x1,51,21) a Ty = (x2,Y9,22), ktort algebraicky definujeme ako spodi-
tavanie “po zlozkach”,

71+ 7o = (X1 + To, Y1 + Y2, 21 + 22), (1.63)

pricom jej geometricky vyznam je vysSie popisané “spocitavanie Sipok” s pa-
ralelnym prenosom jedného zo s¢itancov.

Kym polohové vektory predstavuju body ktoré maja tuzky vztah real-
nemu 3D priestoru a je dolezité Ze ich zakreslujeme k pociatku staradnicovej
sustavy, zapisany vektor Ar zakreslujeme mimo tento poc¢iatok a ako objekty
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Obr. 20: Pod nasobenim vektora s ¢islom rozumieme nésobenie jeho zloziek,
a geometricky predlzenie v jeho smere.

nepredstavuje bod v nasom priestore. V tomto zmysle chapeme vektory ako
veli¢iny ktoré maju velkost a smer, kym pojem bod (alebo polohovy vektor)
chapeme ako veli¢inu viazant na konkrétny pociatok stradnicovej sistavy.
Jednotlivé “stiradnice” sa vo vSeobecnom vektore nazyvaja zloZkam:i vektora.
V dalsom nebudeme prili§ dbat na tento jemny rozdiel, nakolko fakt ¢ ide
o bod alebo abstraktny vektor je jasny z suvislosti v ktorych dana veli¢ina
vystupuje.

Operaciu nasobenia vektora ¢islom (alebo skalarnou fyzikalnou veli¢inou)
definujeme nasledovne

ary = a(z1,y1,21) = (ax1,ayy, azy), (1.64)

kde a je TubovoIné realne cislo, a teda geometricky ma nasobenie vektora
¢islom zmysel “natahovania” nasobeného vektora v jeho smere.

Spocitavanie vektorov a ich nasobenie ¢islom nazyvame linedrne operdcie
a vdaka nim vektory tvoria linedrny vektorovy priestor.

1.3.3 Velkost vektora

V priestore v ktorom Zijeme sa ukazuje byt platnou tzv. Euklidova velkost
vektora, ktora je pre vektor 7" = (z,y,2), kde x,y,2 st jeho kartézske sturadnice,
definované vztahom

7l = r=+a2+y>+ 22 (1.65)
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Obr. 21: Velkost vektora predstavuje jeho dlzku pozdlz jeho smerovania.
Zo zloziek ju mozno ziskat ak dva krat pouzijeme Pytagorovu vetu, raz na
trojuholnik v rovine xz — vy, ¢ = 2% + 3%, druhy krat na trojuholnik c,z,r,
r? =c?+ 22 =22+ 9% + 22

Overit to moézeme experimentélne pre pravouhly trojuholnik v rovine (z = 0):
narysujeme si pravouhly trojuholnik a budeme prikladaf nase meradlo dizky
postupne k jeho stranam, a na nase prekvapenie, kvadrat prepony bude rovny
sictu kvadratov odvesien. Ak by sme podobny experiment realizovali na
gulovej ploche, vysledok by ndm nevySiel, preto je dolezité zdoraznit, ze
takto zavadzame velkost vektora v Euklidovom priestore, ¢o povazujeme za
dostato¢ne dobry matematicky model priestoru v ktorom sa nachéddzame.

Napriek tomu, vyssie uvedeny experimentalny fakt sa tiez nazyva aj Py-
tagorova veta, a da sa odvodit z niekolkych predpokladov o priestore. To, ze
st tieto postulaty platné pre nas fyzicky priestor indikuje prave to, ze expe-
rimentalne nAm meranie na pravouhlom trojuholiku da siihlas s Pytagorovou
vetou.

1.3.4 Jednotkové vektory

Na zaklade vysgie zavedeného spocitavania a nasobenia vektora ¢islom (ska-
larnou veli¢inou) moézeme pisat nasledovne (Obr. 22)):

7 = (z,y,2) = (,0,0) + (0,9,0) + (0,0,2) (1.66)
= 2(1,0,0) + 5(0,1,0) + 2(0,0,1) (1.67)
= zi4yj+ 2k, (1.68)
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Obr. 22: Rozklad polohového vektora do zloziek mozno elegantne zapisat
pomocou jednotkovych vektorov, ¥ = xi + yj + zk.

kde sme si zaviedli oznadenie pre jednotkové vektory i = (1,0,0),;’ = (0,1,0), k=
(0,0,1). Evidentne, ich velkost je 1 (bezrozmernd), pricom nositelom fyzikal-
neho rozmeru ostavaja stradnice.

Podobne ako pri kartézskych stradniciach, aj o jednotkovych vektoroch
af, k hovorime 7e tvoria pravotocivy systém troch vektorov (Obr. , pri-
¢om tento sihlasi uz z vyssie zavedenym pojmom pravotocivej kartézskej
stradnicovej stistavy (Obr. [18).

Vseobecny jednotkovij vektor € je vektor, ktory ma velkost rovni 1 no inak
moze byt rozne orientovany. Lubovolny vektor 7 moZzeme vyjadrit pomocou
vhodne orientovaného jednotkového vektora e: Polohovy vektor 7= re, vek-
tor sily F = Fé,... Tento zapis je velmi napomocny pri chapani jednotiek
fyzikalnych veli¢in. V takomto zéapise je nositelom fyzikdlnej jednotky len
velkost, napr. 7= (5m)e.

Jednotkovy vektor mozno rozlozit do zloziek vybranych osi, napr. v 2D:

—

€ = cos(¢)i + sin(e)7, (1.69)

kde cos(¢) a sin(¢) st tymto zadefinované funkcie ako velkosti stran pravouh-
lého trojuholnika s vrcholom v strede kruznice a s ostatnymi dvoma vrcholmi

spojenymi oblikom s dizkou ¢ [ (Obr. [24).

87 definicie funkcii cos a sin pomocou dizky stran v pravouhlom trojuholniku s jed-
notkovou preponou nésledne vyplyvaja vSetky zname vlastnosti goniometrickych funkcii,
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Obr. 23: Pravidlo pravej ruky poméha pri ur¢ovani vzajomnej orientécie
jednotkovych vektorov.

J
_________ €
1//
- > sin(¢)
¢\
cos(¢)

Obr. 24: Vseobecny jednotkovy vektor € mozno rozlozit do zloziek pomocou
goniometrickych funkeii sin() a cos(). Historicky, uhol vytinajice priamky
na jednotkovej kruznici a do nich vpisany pravouhly trojuholnik predstavuja
geometricki definiciu tychto dvoch funkcii.
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Komentdr: 7 definicie funkcii cos a sin pomocou dlzky stran v pravouh-
lom trojuholniku s jednotkovou preponou nasledne vyplyvaju vSetky zname
vlastnosti goniometrickych funkcii, napr. aj sucétové vzorce cos(f — a) =
cos(3) cos(a) + sin(a) sin(f), alebo presné hodnoty pre Specidlne hodnoty
uhlov, napr. cos(m/4) = v/2/2.

Priklad: Minttova rucicka nastennych hodin ma dlzku 10cm. Aké dlhé si
jej zlozky v horizontalnom a vertikdlnom smere o 12:107

Riesenie: Vektor minttovej ruc¢icky mozeme popisat pomocou velkosti
a jednotkového vektora v tvare . V case 12:10 je uhol medzi hori-
zontalnym smerom a rucickou je 5 mindt, ¢omu v radidnoch zodpoveda
¢ = 2mw5/60 = 7w /6. Vektor minttovej rucicky bude

—

7 = 10cm (cos(w/6);+ sin(7r/6)]> = 10cm (?th %j) (1.70)

= 5v/3cmi 4 5emy. (1.71)

Horizontalna zlozka mintutovej rucicky je dlha 5v/3cm a vertikalna zlozka je
dlhé& 5Hem.

1.3.5 Skalarny stcin

Skaldrny sicin dvoch vektorov charakterizuje mieru ich vzajomnej orientécie
v priestore. Vysledkom skalarneho sucinu je ¢islo (skalar), ktoré je umerné
velkosti jedného aj druhého vektora, a zaroven umerné aj miere zhodnosti
ich smeru. Matematicky, geometricka definicia skalarneho stuc¢inu vektorov a
ab je

@b =|d|b| cos(¢) (1.72)

kde ¢ je uhol medzi vektormi a a b. Skalarny sicin medzi vektormi zapisujeme
vyraznou bodkou, neleziacou na riadku.

napr. aj sactové vzorce cos(f8 — a)) = cos(f) cos(a) 4 sin(a) sin(/3), alebo presné hodnoty
pre 8pecidlne hodnoty uhlov, napr. cos(m/4) = v/2/2.
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V pripade ked cos(¢) = 0, t.j. pre ¢ = £7/2, je ich vysledny skalarny
sucin nulovy, hoci oba mézu mat nenulova velkost. Hovorime Ze vektory su
na seba kolmé.

Skalarny sac¢in ma vysledok zaporny ak je ¢ > /2 alebo ¢ < —7/2, a
kladny ak je —7/2 < ¢ < 7/2.

Pre ¢ = 0 je vysledok skalarneho sac¢inu priamo sucin velkosti oboch
vektorov, hovorime Ze vektory su paralelné (alebo aj rovnobezné).

Skaldrny stc¢in medzi jednotkovymi vektormi i, j a k nadobuda zvlast
jednoduchy tvar, priamo z definicie ((1.72)) Tahko napr. najdeme

ii=1,j-j=1, (1.73)
alebo
i-7=0,7-k=0. (1.74)

Zakladnou vlastnostou skalarneho sucinu je bilinedrnost, t.j. linearnost
vzhladom na oba sucinitele. Linearnost vzhladom na prvy sucinitel je

(016_1:1 + CQC_I:Q) . g: C1 (61 . g) + o <C?2 . g) (175)

7 nej mozno priamociaro dokazat, ze ak si rozlozime vektory @ a b do zloziek
v zvolenych kartézskych stradniciach,

— .0+ ay,] + a.k, (1.76)
= byi+ b, +b.k, (1.77)

| QL

potom pre ich skaldrny stcin bude platit

—

a-b=azb, +ayb, + a.b.. (1.78)

Posledny vyraz sa niekedy v matematike povazuje za definiciu skalarneho
stcinu (algebraickt), a nami uvedena geometricka definicia uz nie je
definiciou ale vlastnostou, ktortt mozno z algebraickej definicie Tahko
dokazat.

Skaladrny sicin je uzito¢ny pre nachadzanie priemetu vektora do vybraného
smeru. Napriklad priemet vektora a@ do smeru daneho Jednotkovym vektorom
7 naJdeme pomocou definicie skalarneho sucinu

@-i=|d|cos(¢) = acos(d) (1.79)

Na druhej strane, pomocou vztahu (1.78)) vidime Ze zlozka vektora a, ma
prave zmysel priemetu do smeru daného vektorom i. VSeobecnejsia situacia
priemetu vektora do smeru je ukdzana na obr. 25
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Obr. 25: Geometricky vyznam skalarneho stucinu €'- 7 = r cos(¢) je, ze pred-
stavuje priemet vektora 7 do smeru daného jednotkovym vektorom €.

Priklad: Méame vektor @ = 3i 4+ 1. Najdite jeho zlozky a, a a, v sistave
stiradnic pootocenej voci ;,j o uhol a = 7/4.

Riesenie VSeobecny jednotkovy vektor v rovine sme mali vyjadreny po-
mocou uhla ¢ k vektoru i v rovnici (1.69). Pri otoceni o ¢/4 bude

—, — — 2 — —

i’ = cos(m/4)i + sin(rw/4)) = % ( +j> . (1.80)
Vektor ;' dostaneme pomocou uhlu ¢ = 7/2 + /4 (prvy uhol da z vektora
i vektor j, pridanie /4 da otocenie stistavy),

7 = cos(3m/4)7 + sin(3m/4)] = \/75 (—Z+}') . (1.81)

Zlozky vektora @ v ¢iarkovanej ststave dostaneme ako jeho priemety do sme-
rov i’ a j":
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Obr. 26: Vysledkom vektorového sucinu a x l;je vektor 5’, kolmy na ro-
vinu stc¢initelov, ktorého velkost je rovné velkosti plochy urcenej stcinitel mi.
Vpravo je znazorneny vztah pre velkost vektorového stcinu (|1.84

1.3.6 Vektorovy stucin

Plochu v tvare lichobeznika mozno zadat pomocou dvoch vektorov tvoriacich
jeho dve strany. Plocha takéhoto lichobeznika je charakterizovana pomocou
vektorového stucinu tychto dvoch vektorov. Podobne ako skalarny sicin, je aj
vektorovy sucin bilinearny, lebo plocha rastie s rastticou velkostou prvého aj
druhého vektora. Vysledkom vektorového sicinu je vektor, ¢o ho principialne
odlisuje od skalarneho stacinu. Velkost vysledného vektora je velkostou plochy
spominaného lichobeznika, a jeho smer je smer kolmg na rovinu lichobeznika.
Orientacia vektora plochy sa defini¢ne voli tak aby tri vektory da, baS , kde
S je vysledok vektorového sicinu a a l;, tvorili presne v uvedenom poradi
pravotocivy systém vektorov.

Matematicky, geometrickd definicia vektorového sic¢inu vektorov a a b je

@ x b= |a]|b]| sin(¢)e. (1.84)

kde ¢ je uhol merany od a k I;, a € je jednotkovy vektor taky, ze vektory a,
b a & tvoria pravotociva sustavu presne v tomto poradi.

Ak st vektory a a b na seba kolmé, t.j. ¢ = /2, budu tieto vektory
definovat obdlznik s hranami @ a b a s plochou

S = |a@ x b| = |a@||b| = ab. (1.85)

Ak st vektory a a gparalelné, bude ¢ = 0 a plocha bude, ako aj ma byt,
nulova.

Vo vieobecnosti, faktor |b|| sin(¢)| ma zmysel vysky lichobeznfka na stranu
a a teda dava velkost uvedenej plochy vo v8eobecnosti.
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Pri vektorovom stcine zalezi na poradi, t.j. vektorové nésobenie nie je
komutativne. Vyraz

bxd=—axb, (1.86)

pretoze pravoto¢ivym je systém vektorov g, a a —e. Vektory v poradi l;, aa
€ tvoria Iavotoc¢ivy systém vektorov.

Vektorovy sic¢in medzi jednotkovymi vektormi ;, ]a k ma jednoduchu
Struktiru,

i x 1=0, (1.87)
j x j=0, (1.88)
i X j=Fk, (1.89)
i x k=i (1.90)
j ox i=—k, (1.91)

(1.92)

o ¢om sa mozno lahko presved¢it priamo z definicie (1.84).

Ako bolo uz uvedené, vektorovy sucin je bilinearny o ¢om sa mozno pre-
sved¢it geometrickym rozkladom vektorov a ploch.

Podobne ako pri skalarnom stcine, aj pre vektorovy sucin existuje vztah
pre jeho vypocet zo zloziek vektorov,

@x b= (ayb. — aby)i — (azb, — a.by)j + (azb, — ayby)k (1.93)

¢o mozno Tahko dokazat pomocou bilinearity a pouzitim vysSie uvedenych
vysledkov pre vektorové nasobenie jednotkovych vektorov []

Uloha: Néstenné ru¢ickove hodiny ukazuja ¢as 15:30. Nech vektor @ je orien-
tovany pozdlz hodinovej rucicky, vektor b pozdlz minttovej ru¢icky. Ako je
orientovany vektor € ak vektory a, g, € tvoria pravotocivy systém? Aky je uhol
¢ pri vypocte a x b? Aky bude tento uhol a orientécia vektora € o 16:007

Priklad: Kedze vektorovy sucin vektorov a x b ma vyznam plochy rovno-

9Vyraz (1.93) sa Casto zapisuje ako determinant z matice, ktorej prvy riadok tvoria
vektory i, 7, k, druhy riadok sturadnice vektora @ a treti riadok saradnice vektora b.
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Obr. 27: Objem rovnobeznostena tvoreného vektormi a, b a & moino spo-
¢itat ako sucin jeho podstavy a vysky, ¢o v kone¢nom dosledku predstavuje
zmieSany sucin ¢- (@ X b).

beznika, ktory tieto dva vektory definuju,
ixb=S¢ (1.94)

a smer vysledku je kolmy na tuto plochu, potom

S

(@xb)-c (1.95)
tzv. zmieSany sicin, ktory ma vyznam objemu rovnobeznostena definovaného
vektormi @, b a ¢. Tento vyznam vychadza z toho, ze ¢-€¢ mé zmysel jeho vysky
na plochu S. Tento objem nemdze zavisiet od poradia v akom tieto vektory
usporiadame, a preto zrejme plati

V=(@xb)-c=((bxc)-d=(cxa)-b (1.96)

Uloha: Ukazte, 7e vysledok vektorového nasobenia podla rovnice je
kolmy na oba st¢initele, t.j. ze plati @- (@ x b) = 0 aj b- (@ x b) = 0. Tieto
rovnosti tzko suvisia s geometrickym vyznamom zmieSaného stcinu v pred-
chadzajtcej casti.
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Uloha: Presvedéte sa ze pre Tubovolné vektory @, b a & plati

— — —,

ix (bxd) =ba e —aa-b). (1.97)

Pomocka Na vSeobecnosti sa IllC nestrati, ak si zvohme taku orientaciu osf,
e i je orientované v smere @, j tak, ze b 1621 v r0V1ne z ] Vektor ¢ musim
mat uz vSetky tri siradnice nenulové, ¢ = ol + Cy j + czk. Na dokaz pouzite

vztah (1.93)).

Uloha: Dvojnasobny vektorovy stucin vedie k nasledovnému zapisu rozkladu
Tubovolného vektora i na zlozku v smere jednotkového vektora €, a na zvysok,

P77 = e(F &)+ x (F x &) (1.98)

-

ak ho pouzijeme pre b=17"a a =e.

I
oy

1.3.7 Rovnomerne zrychleny pohyb v rovine

Poloha bodu v rovine je dand dvomi stradnicami,
=21 +yJ. (1.99)

Ak sa meni prva suradnica rovnomerne v ¢ase, vieme ju vyjadrit v tvare
T = xg+ vVy0t, kde x( je hodnota tejto siradnice v ¢ase t = 0 a v,o méa zmysel
konstantnej rychlosti nérastu tejto siradnice. v,y budeme nazyvat x-ovou
zlozkou rychlosti.

Ak by sa menila prva suradnica rovnomerne zrychlene, potom by bola
rychlost v, zavisla od ¢asu podla predpisu

Uy = VUgo + Gl
kde v, ma zmysel x-ovej zlozky rychlosti v ¢ase t = 0, tzv. poc¢iatocnej rych-
losti a a, ma vyznam rychlosti zmeny z-ovej zlozky rychlosti, ktori budeme

nazyvat x-ovou zlozkou zrychlenia. V pripade ze je tato zlozka zrychlenia nu-
lova, zredukuje sa tento pripad na predchédzajici, pricom v, = v, v kazdom
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¢ase. K tomuto zodpovedajtica z-ova stradnica by sa menila v ¢ase podla
predpisu

1
T = o+ vgot + 5%152. (1.100)

Podobne sa moze menit aj druha, y-ova suradnica s analogicky zavede-
nymi oznaceniami,

1
Y = Yo + vyt + §ayt2, vy = Vyo + ayt. (1.101)

1.3.8 Vektory zrychlenia a rychlosti pri rovhomerne zrychlenom
pohybe

Zameriame sa teraz na pohyb telies v homogénnom gravitacnom poli, t.j.
pohyb v situdciach na aké sme navyknuti v beznom zZivote. Nestratime tym
nijako na v8eobecnosti rovnomerne zrychleného pohybu v rovine, nakolko
vzdy si mozeme zvolit siradnice tak, aby os g bola rovnobezna, a opacne
orientovana ako je uvazované konStantné zrychlenie telesa.

V homogénnom gravitacnom poli je zrychlenie hmotného bodu je nenu-
lové len v smere zvislom nadol, t.j. a, = 0 a a, = —g, pricom velkost gravi-
tacného zrijchlenia v naSich zemepisnych girkach je g = 9,87m.s™2. Spolo¢ne
mozeme toto tvrdenie napisat pomocou zapisu vektora zrijchlenia

@ = ay0 + ay] = —gJ. (1.102)

Podobne, aj rychlosti x-ovej a y-ovej siradnice moZeme napisat spolu,
pomocou zapisu vektora rychlost

—

T = v, + vyf = V00 + (vyo — gt)J (1.103)

Na rozdiel od vektora zrychlenia, vektor rychlosti je v ¢ase premenny. Po-
sledné dve rovnice mdzeme spolu zapisat v vektorovom tvare

7 =@ + at, (1.104)

ktory napadne pripomina situdciu z pohybu v jednom smere, no je bohatsi,
lebo popisuje naraz pohyb v dvoch rozmeroch. Vektor ¢, budeme nazyvat
vektorom pociatocnej rijchlosti.

Nakoniec zapiseme podobnym sposobom aj samotny polohovy vektor, pre
ktory kombinaciou rovnic ((1.100) a (1.101)) dostaneme

1
7 =Ty + Tot + §Et2. (1.105)

Vidime, Ze pomocou vektorov dokdzeme Sikovne zapisat vSeobecny rovno-
merne zrychleny pohyb bodu v dvoch (a aj troch) rozmeroch.
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Obr. 28: Tri kvalitativne odlisné typy pociatoénych podmienok na rychlost
pri pohybe v homogénnom gravitatnom poli s nazna¢enim zaciatku ich tra-
jektorii (¢iarkovane): (1) zvisly vrh, (2) vodorovny vrh, a (3) sikmy vrh. Pre
ich klasifikiciu je podstatny vztah orientécie pociato¢nej rychlosti vzhladom
na zrychlenie g.

1.3.9 Pociato¢né podmienky

Zo strednej skoly pozname nazvy troch $pecidlnych pripadov pohybu v rovine

(Obr. 28):
1. Zvisly vrh: 7y = hj, Up = Uoj
2. Vodorovny vrh: 75 = hf, Uy = vof
3. Sikmy vrh: 7 = hf, To = vgol + Uy()j

Vidime, Ze ligia sa len obmedzeniami pri volbe poc¢iatocnej rychlosti. Spo-
lo¢ne s pociato¢nou polohou ich nazyvame pociatocné podmienky. Tieto si pre
rozne realizacie pohybu mozeme vzdy zvolit nezavisle od pdsobiacich fyzikal-
nych sil. Na rozdiel od pociato¢nych podmienok, vektor gravitacného zrychle-
nia nemozeme Tubovolne menit, je dany fyzikalnou situdciou - homogénnym
gravitacnym polom.

Pri Sikmom vrhu je pociato¢na rychlost ¢asto dana velkostou vektora po-
Fiatocnej rjchlosti, vg = /v, + U;O a pociatoénym uhlom ¢ medzi vekto-
rom pociatocnej rychlosti a osou x. Vektor pociato¢nej rychlosti je potom
To = o cos(¢)i + vy sin(¢) 7.
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1.3.10 Trajektoria

Pri vodorovnom vrhu mé pociato¢né poloha nenulova vysku,

7o = hj (1.106)
a pociato¢na rychlost je
770 = ’U()i (1107)
Polohovy vektor teda zavisi nasledovne od casu,
o -2 - 1 2=
7= hj 4+ voti — §gt J (1.108)

Pre najdenie tvaru trajektorie, po ktorej sa hmotny bod hybe, sa snazime
najst dvojice suradnic (x,y) v ktorych sa bod nachadzal v roznych ¢asoch.
Toto mozeme dosiahnut, ak si vyjadrime ¢as z z-ovej siradnice a ten nasledne
dosadime do y-ovej siradnice,

r = wt, y=h——gt (1.109)

y = h— Sz (1.110)

Vidime, ze trajektoria bodu pohybujtceho sa vodorovnym vrhom je parabola
s maximom v x = 0, v stilade s naznacenou trajektoriou na obr.

Uvedomme si délezity rozdiel medzi velkostou polohového vektora a diz-
kou drahy: dlzka drahy je dizkou trajektorie, kym velkost polohového vektora
je priama vzdialenost aktualnej polohy bodu od nami vybraného pociatku
suradnicovej sustavy.

Priklad: Jednu sekundu pred koncom zapasu hadze basketbalista z vysky
2m na ko$ vzdialeny od neho 7m (trogku viac ako trojkova ¢iara). Obrué kosa
je vo vyske 3m. Pod akym uhlom a akou rychlostou musi hodif loptu aby sa
body pocitali? Ak uvazite, Ze lopta do koSa musi padnit pod uhlom va¢sim
ako 30°, je mozné z tejto vzdialenosti v poslednej minute skorovat?

Riesenie Pociatok ststavy si zvolime v mieste kde lopta opusta ruky
basketbalistu, takto budu pociato¢né suradnice nulové. Sturadnice koncového
miesta kde ma lopta dorazit st potom z(t;) = Tm a y(ty) = 1m. Ako koncovy
Cas si vezmeme maximdlny pripustny cas t; = 1s. Zrychlenie ma nenulovi
len vertikalnu zlozku, ¢ = —9,81m.s~2. Rovnica pre x-ovi stiradnicu,
nadobudne tvar

7 = v,0l (1.111)
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7 ktorej najdeme x-ovi zlozku pociatocného vektora rychlosti v, = 7m/s.
Rovnica pre y-ovi stradnicu, ((1.101) nadobudne tvar

1
1 = vy— 5.9,81.12 (1.112)

1
v = 1+ 5.9,81.12 =5,91m/s. (1.113)

Velkost pociatocnej rychlosti je teda

vo = /7% + 5,912 = 9,16m/s. (1.114)

a pociato¢ny uhol hadzania (od horizontalnej osi) bude

. 7
cos(¢y) = % = o5e = 0.764 (1.115)
¢o = 40,2° (1.116)

Musime este overit, ¢i pri dopade bude uhol vac¢si ako 30°. Vektor rychlosti
v case ty = 1s bude

Vi (ty) = vop =7 (1.117)
vy(ty) = wvoy — gty =591—-981.1=-39 (1.118)

Nakoniec najdeme uhol dopadu podobne ako pri uhle strelby,

7
cos - =087 1.119
(¢r) 50 (1.119)
¢p = 29,1° (1.120)

Zaver teda je, Ze toto ostrostrelcovi uz zrejme nevyjde. Otazka teda vyvstava,
o kolko viac ¢asu potrebuje?

1.3.11 Geometricky vyznam vektora rychlosti

Uvazujme len kratky okamzik ¢asu t = At, ktory uplynul od pociato¢ného
momentu t = 0. Potom v rovnici moZeme prispevok s zrychlenim
zanedbat, nakolko

|@|(At)? < |ty At.

Pre polohovy vektor v ¢ase At potom bude

F(AL) = 7y + Ty At (1.121)
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Obr. 29: Ak je prirastok ¢asu At maly, je mozné ziskat priblizne polohovy
vektor telesa po tomto ¢ase pridanim vektora posunutia Ar = At k vek-
toru predchadzajucej polohy 7. Ich rozdiel - zakrazkovana vzdialenost medzi
koncami vektorov - je tym mensi, ¢im mensi casovy prirastok uvazujeme.

z ¢oho vektorovymi upravami (odpoc¢itanim vektora 7y od oboch stran rov-
nice) najdeme
AT = TF(At) — 7o = ToAt (1.122)

Z poslednej rovnice ndm vychédzaji dve stranky geometrického vyznamu
vektora rychlosti (Obr. 29):

1. Draha prejdena bodom za kratky ¢as, As = |A7] je rovna stucinu vel-
kosti vektora a uplynutého ¢asu, As = |0p|At, ¢o je analogické situécii
pri pohybe v jednom rozmere,

2. Vektor rychlosti méa smer doty¢nice k trajektorii bodu, nakolko

L T(AL) — 7

= 1.12
Vo At ( 3)

1.3.12 Definicie okamzitého vektora rychlosti a zrychlenia

Na zaklade predchédzajicich ivah o charaktere vektorov rychlosti a zrychle-
nia a ich geometrickej interpretacii mozeme uviest vSeobecné definicie tychto
veli¢in pre l'ubovolny pohyb (Obr. B0), uvazovanim limitne malého prirastku
¢asu vediceho podobne ako pri pohybe v 1D k derivacii.
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Obr. 30: Okamzita rychlost je definovana rozdielom dvoch tesne po sebe
nasledujtcich polohovych vektorov predelenym zodpovedajicim prirastkom
casu.

Vektor rychlosti je dany derivaciou polohového vektora podla ¢asu,

F(t+ At) — 7(t)

AT A (12

de- dy- dz-
e A el 1.12
i T T At (1.125)

Podobne, vektor zrychlenia je dany derivaciou vektora rychlosti podla ¢asu,

=TT A (1120
dvg—  dvy - dv, >
- ke k 1.127
ar T at? T (1.127)
e dPy- d*z-
= i+ —) 4 —Fk 1.128
a A T ae (1.128)
(1.129)

kde symbol % predstavuje dva krat zopakované derivovanie, t.j. druhi deri-
vaciu podla ¢asu. Zamerne sme rozpisali pociato¢ny formalny zapis do limity
a stradnic, aby sme si uvedomili komplexnost tychto definicii. Uvedené de-
finicie v sebe kombinuju koncepty prechodu ku limitne kratkym prirastkom
siradnice za limitne kratky c¢as, s ktorymi sme sa oboznamili pri pohybe
v jednom rozmere, a popisu viacrozmerného pohybu pomocou vektorov, a
predstavuju zakladné definicie kinematiky bodov.
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Obr. 31: Poloha, rychlost a zmena rychlosti bodu pohybujiceho sa po kruznici
v Casoch t a t + At. Pre néjdenie rozdielu rychlosti v tychto okamzikov ako
rozdielu dvoch vektorov je potrebné presunut zobrazeny vektor rychlosti v
Case t + At, U(t + At) do spolo¢ného pociatku s vektorom rychlosti v ¢ase t,
v(t).

1.3.13 Pohyb po kruZnici

Kartézske suradnice bodu vykonavajiceho pohyb po kruznici s polomerom
R a so stredom v pociatku maju tvar x = Rcos(¢),y = Rsin(¢), pricom
hodnota uhlu ¢ urcuje konkrétne miesto na kruznici, kde sa bod nachidza.

Ak sa bod pohybuje po kruznici rovnomerne, bude tento uhol rovnomerne
s ¢asom narastat,

b = do + wit. (1.130)

Na zéklade podobnosti so vztahom pre rovnomernt zmenu siradnice s ¢asom,
sa w nazyva uhlovou rychlostou, pri¢om jej jednotka je [w] =Rad.s™'.
Najprv ndjdeme vztah pre velkost rychlosti tohto bodu podla definicie,
ze velkost rychlosti je dizka drahy predelenej ¢asom, za ktoru tato drahu
presiel. Pri pooto¢eni o uhlo A¢ v radianoch, bude dizka drahy, t.j. dizka
kruhového obliku velkd RA@, a preto pre velkost rychlosti ndjdeme

RAG

0] =

Vektor rychlosti je dotykovym smerom k trajektorii, a preto bude tento
vektor menit svoj smer, hoci jeho velkost bude nemenna a dan& vztahom
(1.131), tak ako je to ukdzané na Obr[31] Vektor zrychlenia ziskame nasle-
dovnou geometrickou tvahou; ak prejde ¢as At, vektor rychlosti sa pootoci
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o uhol A¢ = wAt. Velkost rozdielu vektorov rychlosti v tychto nasledovnych
¢asoch da, podla definicie [1.126] velkost vektoru zrychlenia,

(t + At) — T(t)

i = fm | T (1132
Ut A — ()]
— Al}tglo At : (1.133)
B ) VAN R
= Aliglo A w| | (1.134)

kde sme podobne ako pri vypocte velkosti rychlosti pohybu po kruznici v
rovnici (L.131)), pouzili geometricky vysledok, Ze velkost vektora rozdielu
rychlosti v dvoch nasledovnych &asoch je priblizne dana dlzkou kruhového
oblika, ktory ich konce spaja.

Ukéazeme si, ako tieto vysledky dostaneme pouzitim pravidiel derivovania.
Polohovy vektor bodu na kruznici bude

7= Rcos(¢)i + Rsin(¢)] (1.135)

pricom musime pamétat, Ze uhol ¢ je linedrnou funkciou ¢asu podla rovnice

(L.130).

Potom vektor rychlosti podla vSeobecnej definicie bude,

d d > = - -
v = EF: pr (R cos(p)i + Rsin(qﬁ)j) = —Rsin(¢)wi + R cos(¢)dsL36)
= Ruw(—sin(¢)i 4 cos(¢)]), (1.137)
kde sme vyuzili derivovanie goniometrickych funkcii podla c¢asu,

d

pr sin(gg + wt) = cos(¢pg + wt)w, (1.138)
d

pr cos(pg +wt) = —sin(¢y + wt)w. (1.139)

Pre velkost rychlosti ndjdeme,
7] = /(= Rsin(¢)w)? + (Rcos(¢)w)? = wR, (1.140)

v stihlase s rovnicou (.131)), ziskanou geometrickym sposobom. Ak si za-
kreslime orientaciu vektora rychlosti overime, Ze je vidy kolmy na
polomer kruznice, t.j. dotykovy k trajektorii.

Derivovanim rychlosti podla ¢asu, t.j. podla definicie , najdeme aj
vektor zrychlenia,

i = %a_%m (—sin(qs)hcos(qs)j) (1.141)
= —Rw?(cos(¢)i + sin(¢)]), (1.142)
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kde sa opét pouzili derivicie goniometrickych funkcii, (1.138]) a (1.138]).
Velkost zrychlenia je opét priamodiara,

1@ = Rw?/(cos(6))2 + (sin(9))? = w?R = w|d, (1.143)

opat vztah ziskany prv geometrickym spoésobom. Fakt, ze vektor so stradni-
cami cos() a sin() mé velkost jedna sme tiez uz spominali - ide o v8eobecny
jednotkovy vektor v rovine. Zakreslenim vektora zrychlenia pri rovnomernom
pohybe po kruznici, najdeme Ze smeruje do stredu kruznice. Takéto
zrychlenie sa nazyva aj dostredivé a ako vidime, nesivisi so zmenou velkosti
ale smeru rychlosti.

Priklad: Aka velka je uhlova rychlost kolesa automobilu s rychlostou v =
50km/hod ak priemer jeho pneumatiky je (Napr. pre Skoda Octavia 2016
je standard 205x55R16) d = 2,54.16cm + 2.0,55.20.5cm = 0,632m. Aky ¢as
trva jedno otocenie kolesa? Aké velké je zrychlenie kamienku zachyteného v
dezéne pneumatiky?

Riesenie Obvodova rychlost kolesa je rovnaka ako rychlost automobilu,
lebo v bode kontaktu sa pneumatika po ceste nepreSmykuje. Preto mézeme
pouzit priamo vztah spajajuci velkost rychlosti, polomer kolesa a uhlovi
rychlost.

v 50/3,6

- =44 057", 1.144
TR 06322 (1.144)

Priamo z definicie uhlovej rychlosti ndjdeme aj ¢as na jednu obratku, t.j. ked
bude zmena uhlu rovna 2m,

Ao 2m

Kamienok v dezéne sa pohybuje tou istou uhlovou rychlostou ako sa koleso
otaca, a jeho vzdialenost od stredu otacania je zhruba totozna s polomerom
pneumatiky a preto

Agor = W R = 44%.0,632/2m.s? = 612m.s" 2. (1.146)

Uvedomme si, Ze toto je asi 60-krat viac ako gravita¢né zrychlenie.
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Obr. 32: Bod na obvode valiaceho sa kolesa sa pohybuje po trajektorii, ktori
nazyvame cykloida. Jeho polohovy vektor vyskladdme postupne, ako je naz-
nacené na obrazku. Rychlost bodu v dolnej polohe je nulova, v hornej maxi-
malna a rovna 2vyg.

Uloha: Medzinarodna vesmirna stanica ISS ma orbitalnu (obeznt) rychlost
v = 6,76km/s a obieha Zem vo vyske 400km, pricom orbita ma s dostato¢nou
presnostou tvar kruznice [7] . Ako dlho trva jej kompletny oblet okolo Zemi
a aké velké je jej dostredivé zrychlenie? Polomer Zeme je Ry = 6371km.

Priklad: Najdite ¢asova zavislost polohového vektora bodu na obvode va-
liaceho sa kolesa s polomerom R a velkost vektora jeho rychlosti, ak jeho
posuvna rychlost je vy. (polohovy vektor vykresluje cykloidu pre “vy = R”)
Riesenie:
Polohovy vektor najdeme ako stucet viacerych vektorov (obr.

7(t) = Rj +woti + Rcos(—vot/R + 7/2)i + Rsin(—vot/R + 7/2)]
(1.147)

toto derivujeme a spocitame velkost,

lv(t)] = wo/2(1 + cos(vot/R)) (1.148)

Vidime, ze v maxime |9/(0)| = 2vp a v minime |#(7R/vg)| = 0.

Ohttp://www.n2yo.com/?s=25544.

02



™

&l

Naht

sin(6)

=

wAt sin(6)

Obr. 33: Pri v8eobecnom otacani jednotkového vektora moze tento vektor
zvierat s osou otac¢ania uhol 6. Uhol 6 vplyva na velkost posunutia jednot-
kového vektora, ¢o je automaticky uvazené vektorovym siacinom v rovnici

(1.149). Pri rovninnych problémoch si zvy¢ajne volime 6 = /2.

1.3.14 Vektor uhlovej rychlosti

Uvedené vztahy pre derivicie polohy a rychlosti pri pohybe po kruznici mozno
elegantne zapisat pomocou vektorového sic¢inu. Pre tento ucel si ukdzeme, 7ze
vSeobecné vyjadrenie pre derivaciu jednotkového vektora, teda vektora ktory
nemeni svoju velkost ale len smer, ma tvar

d

aé(t) =W x €(t). (1.149)
kde w je vektor uhlovej rychlosti, ktorého velkost je rovna velkosti uhlovej
rychlosti otaCania a smer je rovnobezny s osou oticania.

Vztah ((1.149) je ekvivalentny vztahu pre prirastok vektora € za kratky
cas At,

E(t + At) — &(t) = Aé(t) = At@ x (1) (1.150)

ktora musi byt kolmy na samotny vektor &(t), aby sa jeho dlzka nemenila, a
zaroven kolmy aj na os otacania, lebo vzdialenost koncového bodu €(t) sa z
definicie otacania nemeni. Obe tieto kolmosti zarucuje prave vektorovy saécin.
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Obr. 34: Ak sa jednotkovy meni, tak sa musi otacat. Uhlova rychlost & je
vektor, ktory mé velkost dand zmenou uhlu tohto vektora vo¢i pevnému
smeru za jednotku casu, a jeho orientacia je kolmé na jeho aktualnu rovinu
otacania. Pre jeho urcenie plati opdt varidcia pravidla pravej ruky.

Rovnica (1.149) je platna aj pre velkost prirastku, nakolko z definicie

vektorového sidéinu
|Ae(t)] = At|d x é(t)| = wAtsin(h), (1.151)

kde 6 je uhol medzi osou ota¢ania (smer dany orientaciou & a jednotkovym
vektorom €(t). Na druhej strane, presne k takému istému vztahu prideme
geometrickou analyzou podla obr. . Tym ze sme platnost vztahu
ukéazali pre jeho smer aj velkost, presvedcili sme sa o jeho platnosti ako
vektorovej rovnici.

Orientaciu vektora uhlovej rychlosti vieme Tahko identifikovat pomocou
mnemotehcnickej pomocky - dal'Sej varianty pravidla pravej ruky, ako je uka-
zané na obr.

Vztah pre rychlost bodu po kruznici potom ziskame rozkladom poloho-
vého vektora na jeho velkost r a smer g,

d _ d

U:Erp:raﬁ:r&xﬁ:cﬁxf (1.152)



a pre zrychlenie pri rovhomernom pohybe po kruznici

dt

= J(w-7) — W= - (1.154)

d d
i = —WXrg=ax (r%ﬁ) =W x (rd x p) =d x (J x 7)(1.153)

kde sme pouzili vSeobecne platni vektorovi identitu

-,

ax (bxd) =0b-é) —aa-b) (1.155)

a kde 77| je priemet polohového vektora do roviny kolmej na os otacania.

Priklad: Najdite velkost dostredivého zrychlenia telesa nachadzajtuceho sa v
pokoji na povrchu Zeme.

Riesenie: Bratislava ma zemepisnu Sirku ¢ = 48,156°, polomer Zeme je
Rz = 6371km a preto kolmé vzdialenost telesa v Bratislave od osi ota¢ania
bude

R, = Rz cos(¢). (1.156)

Uhlova rychlost w = 27 /24hod a teda celkovo pre dostredivé zrychlenie naj-
deme

aqg = Rz cos(¢)w? = 6371.10%.0,667.(6,26,/86400)% = 0,022m.s 2. (1.157)

Toto predstavuje maly prispevok k celkovej hodnote gravita¢ného zrychlenia
telesa g = 9,81m.s~2.

Uloha: Presvedéte sa, 7e aj velkost vysledku pre rychlost v rovnici (1.152)
sthlasi s velkostou rychlosti v rovnici ((1.131]).

1.3.15 Tangencidlne a normalové zrychlenie

Pri v8eobecnom pohybe mozno zrychlenie rozdelit na dve kolmé zlozky: na
tangencidlne zrijchlenie, ktoré je orientované v smere pohybu a charakterizuje
nakol'ko sa vel'kost rychlosti meni, a normdlové zrijchlenie, charakterizujuce
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to, ako sa meni smer rychlosti. Tento rozklad dokdzeme spravit vo vSeobec-
nosti. Vektor okamzitej rychlosti nech je

(t) = v(t)et) (1.158)

kde v() je premenliva velkost rychlosti a €(t) jej smer dany tymto jednotko-
vym vektorom. Potom pre zrychlenie ndjdeme

a(t) = %m) _ dzsf)g(o + v(t)%é(t) _ di’;f)g(t) LG X () (1.159)

kde sme vyuzili vztah pre derivaciu jednotkového vektora (1.149). Prvy ¢len
mé evidentne smer dotykového vektora € a predstavuje tangencialne zrych-
lenie

).
=~ e(t) (1.160)

a druhy ¢len je nan kolmy, lebo je vysledkom vektorového nasobenia s €, a
predstavuje normalové zrychlenie

d, = (t) x (t). (1.161)

V $pecialnom pripade pohybu po kruznici predstavuje normalové zrychlenie
nam uz zname dostredivé zrychlenie.

2 Dynamika hmotnych bodov

2.1 Hmotnost

Pojem hmotnosti telies je intuitivne dobre znamy. Zakladnou jednotkou hmot-
nosti je 1kg, zavedeny pomocou referenc¢ného platinum-iridiového valcéeka sla-
ziaceho ako medzinarodny normal. P6dovne bola prave tato jednotka zvolena
ako hmotnost 1 litra vody, a preto je hustota vody tak blizko k hodnote
lg.cm~3. Hmotnost ostatnych telies mo7no najst porovnavanim s normélom
hmotnosti pomocou dvojramennych vah, postup znamy uz od usvitu lud-
stva. Hmotnost ako fyzikalnu veli¢inu typicky oznac¢ujeme pismenkom m od
anglického slova “mass”.

Hmotnost hmoty sa ukazuje byt jej extenzivnou vlastnostou, t.j. rastie
linedrne s jej mnozstvom. Inou mierou mnozstva je pocet Castic - atémov,
no pre makroskopické mnozstva ide o neprekticki mieru - po¢ty si enorme
vel'ké, radovo 10% pre lem? latky. Preto sa zaviedla miera mnoZstva latky
latkové mnoZstvo, zvycCajne oznacované ako n s jednotkou 1mol. Jeden mol
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pritom predstavuje mnozstvo, v ktorom sa nachéddza N, Castic, kde N4 je
Avogadrova konstanta a je rovna priblizne 6,02214.10%%. Tento pocet zod-
poved4a poctu atomov uhlika 12C v 12g jeho mnoZstva. Aj tato volba mé
svoj dobry dévod: ak je hmotnost jedného molu uhlika 2C 12g, a vieme Ze
12 sa sklad4 z 6 protéonov a 6 neutréonov, ktoré maji velmi podobntt hmot-
nost (preto ich aj nazyvame spoloénym nazvom nukledny), mozeme T'ahko
odhadnit hmotnosti jedného molu inych atémov, pokial vieme z kolkatich
nukleénov sa skladaj.

Priklad: Vodik, ako najmensi atém, sa skladé z jediného proténu a hmotnost
jedného molu atomérneho vodika je teda priblizne 1g. Iny priklad - najbez-
nejsi izotop kremiku 2®Si méa 14 proténov a 14 neutrénov, a preto jeden mol
kremika bude mat hmotnost priblizne 28g.

Moldrna hmotnost - hmotnost jedného molu latky oznacujeme znackou
M, a pouzivame pre niu jednotku

[M,,] = kg.mol ™, (2.1)

alebo jednotky od nej odvodené ako g.mol™*. Priamo z definicie latkového
mnozstva potom dostavame vztah medzi hmotnostou daného mnozstva latky,
molarnou hmotnostou a latkovym mnozstvom,

m = M,,.n. (2.2)

In4 miera mnozstva latky je objem hmoty V', hoci menej spolahliva v do-
sledku teplotnej roztaznosti ¢i stla¢itelnosti. Pre vypocet hmotnosti z daného
objemu latky (alebo naopak), zavidzame pojem hustoty hmotnosti latky p
ako hmotnost pripadajica na kilogram alebo gram latky. Hmotnost daného
mnozstva latky potom mozeme ziskat ak pozname jej hustotu a objem,

m=p.V. (2.3)

Je uzito¢né uvedomif si podobnost vztahov a (2.3). Oba vyjadruju
priamu tmernost medzi extenzivnymi veli¢inami m a n alebo m a V' charak-
terizujice mnozstvo latky.

Pri popise pohybu telies v kinematike sme hovorili o polohovom vektore
bodu. Ako zvolit poziciu tohto bodu na $tudovanom telese, ktoré sa hybe?
Stretneme sa s dvomi situdciami: pohyb hmotného bodu a pohyb ideélne
tuhého telesa.
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Ak je rozmer telesa podstatne mensi ako zmeny stiradnic telesa, ktoré nas
zaujimaju, tak vrameci tejto presnosti sa nam teleso zda ako bod s dobre defi-
novanym polohovym vektorom. Naviac, z hladiska dynamiky je doleZita jeho
hmotnost, ktord zanedbat nemdézeme, a preto v takomto pripade hovorime o
hmotnom bode.

V pripade, Ze hybuce sa teleso je dostato¢ne tuhé (k diskusii ¢o znamené
idedlne tuhé a ¢o dostato¢ne tuhé sa vratime v ¢asti o dynamicke idealne
tuhych telies a v ¢asti o pevnosti latok) mozno zvolit pre popis jeho pohybu
TubovoIny bod na nom, pokial sa hybe iba priamociaro alebo iba otac¢a okolo
pevnej osi, alebo dva ¢i tri body na telese pre pripad, Ze sa zaroven toci
v rovine alebo priestore. V kazom pripade, z hladiska dynamiky je opéf
dolezitou vlastnotstou jeho hmotnost, a ako neskor uvidime, aj jej priestorové
rozloZenie v objeme telesa.

2.2 Newtonove pohybové zakony
2.2.1 1. Newtonov zakon

1. Newtonov zakon, alebo tiez zékon zotrvacnosti, je formulovany nasledovne:
ak na telesa neposobia ziadne externé podnety, tak zotrvavaja v pokoji alebo
v rovnomernom priamociarom pohybe vzhladom na Tubovolnt inercidlnu
stistavu suradnic. Pod inerciadlnou ststavou siradnic pritom rozumieme takeé
stiradnice, v ktorych je matematickd formulacia fyzikalnych zédkonov najjed-
noduchsia. Rychlostou telesa rozumieme v tomto pripade rychlost ktorého-
koI'vek bodu nachadzajuceho sa na nom. Z praktického hladiska, pre pohyb
v ramci nasej slnecnej ststave je pre toto vhodna ststava pevne spojena so
vzdialenymi hviezdami, pri rieseni kratkodobého pohybu na zemskom povr-
chu postacuje uvazovat aj sistavu pevne spojenti so Zemou.

V zdanlivom rozpore s vyssie povedanym, I'udskd sktsenost skor napo-
veda, Ze telesé, na ktoré zdanlivo ni¢ neposobi, sa spomaluji aZ zastand.
Mame skusenost, Ze na to, aby sa niec¢o hybalo konstantnou rychlostou, na-
priklad auto, musime nan posobit konstantnou silou. No toto je uz prejav
posobenia trecich sil, ktoré sprostredkuje kontakt telesa s podlozkou a/alebo
vzduchom, a ktoré budu diskutované neskorsie. V réznych Specidlnych experi-
mentoch, napriklad redukovanim trenia vzduchovym vankdasom alebo magne-
tickym levitovanim, moéZzeme vonkajsie podnety posobiace na teleso do velkej
miery eliminovat, a demongtrovat opravnenost postulovania takéhoto zakona.

Matematicky mozno zékon zotrvacnosti zapisat pomocou nulovej zmeny
vektora rychlosti,

C 6ty = a(t) =0, (2.4)



pri¢om toto plati pre Tubovolny bod uvazovaného telesa.

2.2.2 2. Newtonov zakon

Ak sa vektor rychlosti vybraného bodu na telese meni, t.j. opak situacie z 1.
Newtonovho zdkona, potom hovorime Ze, na teleso p6sobi nenulova sila.

Pojem sily ma intuitivny zaklad v namahe, ktort vyvijame, ¢i bolesti,
ktort pocitfujeme, ked posobime na veci okolo seba. Presnejsie to mozno
charakterizovat zaradenim pruzného telesa, napriklad pruziny, priamo medzi
nas a teleso, na ktoré podsobime. Kvantitativne mozno meranie sily zaviest
nasledovne: vyberieme si jednu referenént pruzinu a sily budeme merat tak,
7e zadame nakol'ko sa dana referen¢né pruzina stlacila alebo natiahla. Tymto
by sme hovorili napriklad o sile 5cm “stlacenia” alebo 10cm “stlacenia” a po-
dobne. Na tomto principe je zalozeny klasicky silomer, aj ked fyzikalnou
jednotkou sily sa nestali “centimetre stlacenia”, lebo presnost takéhoto za-
vedenia nie je postacujuca. Uvedomme si, Ze tato predstava v sebe prindsa
aj to, ze sila posobi v nejakom konkrétnom mieste telesa, ktory nazyvame
pdsobiskom sily.

Fyzikilna jednotka sily je definovana pomocou pohybového ac¢inky sily na
teleso. Pre jednoduchost budeme uvazovat teleso, ktoré mozno povazovat za
hmotny bod, kde posobisko sily je totozné s polohovym vektorom hmotného
bodu.

V prvom rade, experimentalne sa ukazuje, 7e ¢im je vicsia sila (t.j. stla-
Cenie naSej referen¢nej pruziny), tym je vicsie aj zrychlenie. Druhé dolezité
experimentalne pozorovanie je, 7e na telesd roznej hmotnosti je pohybovy
u¢inok rovnako velkej sily rozny. Napriklad teleso s dvakrat va¢Sou hmotnos-
tou bude mat dvakrat mensie zrychlenie. Z tychto dvoch pozorovani vyplyva,
ze pre velkosti sily a zrychlenia musi platit

1
F = —ma, (2.5)
k
kde k je konStanta zavisiaca od voIby jednotiek merania sily, t.j. od referenc-
nej pruziny. No pretoze jednotky zrychlenia aj hmotnosti sme si uz dobre
zadefinovali, poskytuje tato rovnica moznost definicie jednotiek sily nasle-
dovne: Ak na teleso s hmotnostou m = 1kg posobi sila F' = 1Newton, potom
jeho zrychlenie bude a = 1m.s™2, t.j.

IN = 1kg.1m.s 2. (2.6)

S touto volbou je v rovnici (2.5) konstanta &k = 1, a o jednotke Newton
hovorime, Ze je odvodenou jednotkou od jednotiek hmotnosti, dlzky a casu.
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Obr. 35: Sila je vektorovou veli¢inou, o ¢om sa mozno presvedcit, ak v expe-
rimente nahradime posobenie jednej sily dvoma roézne orientovanymi silami,
pricom pohybovy Gc¢inok je v oboch pripadoch rovnaky.

Priklad: Kolko Newtonov je lcm “stlacenia” Specifickej pruziny pre ktort
vieme, ze vozik s hmotnostou m = 25kg sa pri poésobeni sily 10cm “stlacenia”
rozbieha so zrychlenim 0,5m.s™2.

Riesenie Najdeme konstantu k£ zo zédkona sily pre tito pruzinu,

F = kma (2.7)
10cm“stlacenia” = %25kg.0,5m.52 (2.8)
10cm“stlacenia” = %12,5.kg.m.s_2 (2.9)

k= 1,25N.(cm“stlacenia”) . (2.10)

2

Ak by sme posobili silou 1N, potom ma = lkg.m.s™* a potrebné sila v cm

“stlacenia” bude

1
F = E'lN = 0,8cm“stlacenia”. (2.11)

Silové posobenie ma podobne ako vektor zrychlenia smerovy charakter
a presne stanovené miesto jeho pdsobenia - polohovy vektor posobiska sily.
Ze ide skutocne o vektor, t.j. Ze sily podsobiace v roznych smeroch v tom
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istom pdsobisku sa spocitavaji po zlozkich, ako sme si uviedli v kapitole
o vektoroch, sa mozno presvedcit opét experimentalne pomocou silomerov
(Obr. . Smer sily je teda zavedeny ako smer zrychlenia ktoré telesu tato
sila udeli. Vzhl'adom na tieto pozorovania 2. Newtonov zékon sily nadobuda
tvar

md = F. (2.12)
Téato rovnica nam hovori:

1. velkost zrychlenia hmotného bodu prenasobenéd jeho hmotnostou sa
rovna velkosti sily, ktora v tomto bode posobi, m|d| = |F|.

2. smer udeleného zrychlenia sa rovna smeru posobiacej sily; ak si ozna-
¢ime ako jednotkovy vektor smeru zrychlenia vektor €, a jednotkovy
vektor smeru posobenia sily €, t.j. @ = a€, a F' = Fép potom bude
platit

€, = ép (2.13)

3. V technickom aj prirodovednom zépise velmi ¢asto na pravi stranu
rovnice piSeme “pri¢inu” a na lavej strane rovnice jej “dosledok”. Takto
to chapeme aj pri zépise zékona sily: pri¢ina je silové poésobenie a do-
sledok je zmena pohybového stavu, zrychlenie.

4. pri vypoctoch ako sa bude teleso pohybovat musime vzdy vychadzat
z tejto rovnice, preto sa casto nazyva aj pohybovd rovnica hmotného

bodu.

2.2.3 3. Newtonov zakon

Druhy Newtonov zadkon hovori len o posobeni sil na jedno teleso - hmotny
bod, a o vyslednej zmene jeho pohybového stavu. Treti zakon, znamy tiez ako
zékon akcie a reakcie, hovori o charaktere vzajomného posobenia dvoch telies
na seba. Tvrdi, Ze silové posobenie medzi dvomi telesami je vidy vzédjomné:
ak telesgA posobi silou F na teleso B, potom aj teleso B posobi na teleso A
silou —F.

Priklad: Sily zviazané 3. Newtonovym zakonom mozno demonstrovat na do-
pade telesa na plasticka podlozku, napr. kovovej gulicky do plasteliny. Na
jednej strane, gulicka posobi silou na plastelinu, ¢o sa prejavi napriklad jej
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deformaciou, no zaroveii, plastelina pésobi na gulicku silou opac¢ne orientova-
nou ¢o sa prejavi s jej zbrzdenim - zmenou pohybového stavu. Hoci tieto dve
sily st ¢asovo premenné (s typicky velko kratkym okamihom ked s nenulové
- pocas néarazu), predsa siu v kazdom okamihu ¢asu previazané 3. Newtono-
vym zakonom - rovnako velké a opac¢ne orientované.

Priklad: Mame dve rozne pruziny. Na pruzinu pésobime na jej pravom konci
kompresnou silou, jej Tavy koniec je pevne uchyteny na stene. Prva sa pri
posobeni sily 5N stla¢i o 2,5cm, druhd sa stlaci o tu istu vzdialenost pri
posobeni 7,5N. Ak spojime pruziny za sebou do jednej, dlhej pruziny, o kolko
sa tieto dve pruziny natiahnu pri posobeni silou 10N?

Riesenie: Uz pri diskusii o merani sily pruzinou sme sa stretli so vztahom
medzi stlacenim pruziny a silou, ktorou je nu posobené,

F = kAL (2.14)

kde k charakterizuje tuhost pruziny a Al jej prediZenie. Jeho pouzitim pre
pruziny najdeme konstanty k; a ko,

k= iN/cm:2N/cm,k:2 = 7—’5N/Cm:3N/cm. (2.15)
2,5 2.5

Po spojeni pruzin posobia v mieste ich spoju dve sily, ﬁl a ﬁg, zviazané podla

3. zakona (Obr. . Sila F' = 10N predstavuje vonkajsie posobenie na pravi

pruzinu. Dalej pouzijeme 1. Newtonov zakon: Pretoze prava pruzina v pokoji

(nehybe sa), musi byt celkovy sucet sil na fiu posobiaci rovny nula. Okrem

sily F posobi na tato pruzinu uz len sila ]32 a preto musi platit,

F4+Fy=0—F,=—F (2.16)

7 3. zakona vieme, Ze sila posobiaca na [ava pruzinu, F je zviazana s po-
sobenim l'avej pruziny na pravu, silou Fsy a tak nachadzame aj tretiu silu v
nasom probléme,

F=—-F=F. (2.17)

Nakoniec silu ﬁo, ktorou poOsobi stena na l'avi pruzinu pretoZe tento koniec
je na stene uchyteny, najdeme opét pouzitim 1. Newtonovho zakona na [avia
pruzinu - kedZe je v pokoji tak musi platit

—

Fy+F =0—F =—F =F,=—F. (2.18)
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Obr. 36: Zelené sipky oznacuju sily posobiace na l'ava pruZzinu, modré Sipky
sily posobiace na prava pruzinu. Sily ﬁl a ﬁg predstavuju priklad sil zviaza-
nych 3. Newtonovym zakonom. Pretoze tieto dve sily posobia na dve rozne
pruziny, ich posobiskd st mierne posunuté, ako je to zobrazené na zvicse-
nom vyobrazeni kontaktu. Vertikalny posun Sipok je len pre ich viditeInost,
v skutoc¢nosti je vertikidlny posun medzi posobiskami tychto sil nulovy.

Vidime teda, Ze kazda cast spojenej pruziny je napinané rovnakou silou 10N
a preto ich predlZzenia dostaneme pomocou jednotlivych konstant tuhosti,

o1

o, = oo ?()cm = Hcm, (2.19)
Foo1

oy = — = —Ocm = 3,33cm (2.20)
ko 3

a celkové predlzenie pruziny bude teda

Na koniec ziskame aj vSeobecnejsi vysledok pre predlzenie pouzivanim len
symbolickych tprav,

P F 1 1
o0 = h+dh=—+—=|—+—)F 2.22
R TR TR (kﬁk@) 2:22)
ky + ko F
= F = , 2.23
k1 ko Fery (2.23)

kde sme nasli, ze sériové pruziny sa spravaju ako jedna pruzina s efektivnou
tuhostou

kosf = bike_

k1 + ko

(2.24)
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2.3 Fyzikalne sily
2.3.1 Uvod

Na pravej strane pohybovej rovnice hmotného bodu (2.12)) vystupuje celkova
sila, ktord na tento hmotny bod pésobi. Ak chceme predpovedat aky bude
pohyb, musime tieto sily poznat. Vo fyzike pozname $tyri druhy sil: gravi-
tacné, elektromagnetické, silné a slabé. Sily silné a slabé st doménou fyziky
atomovych jadier a elementarnych ¢astic. St kratkodosahové, pri vzdialenos-
tiach viicsich ako 107*m od castice je ich vplyv zanedbatelny. Gravitacné
sily st naopak dalekodosahové a predstavuju silové posobenie medzi kto-
roukol'vek latkou s nenulovou hmotnostou. Klasickému popisu gravita¢nych
sil sa budeme venovat v kapitole [3| Nakoniec elektromagnetické sily predsta-
vujua sily vznikajice a pdsobiace na elektricky naboj ¢i uz staticky alebo v
pohybe. Tieto sa prejavuji okrem priamych prejavov s magnetmi ¢i makro-
skopicky nabitymi telesami aj ako trecie sily, sily reakcii medzi dotykajicimi
sa telesami. Pre ich popis pouzivame rozne efektivne modely, s ktorymi sa
niz8ie obozndmime. Detailny popis elektromagnetického silového posobenia
vychadza z Maxwellovych rovnic pre elektrické a magnetické polia a tvar
Lorentzovej sily posobiacej na pohybujicu sa ¢asticu s ndbojom v takomto
poli. Zakladom popisu elektromagnetického pola sa budeme venovat v ramci
iného predmetu (Elektrina a magnetizmus).

2.3.2 Gravita¢na sila v homogénnom poli

Pre beZné problémy pohybu telies, pokial prejdené draha je mala v porovnani
s polomerom Zeme, mozeme gravita¢nu silu podsobiacu na vybrané teleso
povazovat za nemenni. Kdekol'vek sa teleso nachédza, posobi smerom “nadol”
a jej velkost zavisi linearne od hmotnosti telesa m,

F =myg, (2.25)

kde g = 9,81m.s™2? nazyvame gravitacné zrychlenie. BlizSie k povodu tejto
hodnoty ako aj oblasti platnosti predpokladu homogénneho pola sa vratime
v kapitole o Newtonovom gravitacnom zakone.
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Obr. 37: Na ¢loveka vo vytahu, idiceho smerom hore so zrychlenim a poésobi
okrem gravitac¢nej sily aj kontakn4 sila od vytahu Fy .

Priklad: Vo vytahu stoji ¢lovek s hmotnostou 100kg. Vytah ma pri roz-
behu smerom nahor zrychlenie 0,8m.s~2. Akou velkou silou posobi vytah na
¢loveka?

Riesenie: Na porozumenie situacie sa pozrieme na ¢loveka ako na hmotny
bod a pouzijeme preit pohybovi rovnicu. Na c¢loveka posobi gravitacné sila,
pretoze ma hmotnost m. Okrem toho, pretoze stoji vo vytahu, jeho zrychlenie
je rovnaké ako zrychlenie vytahu (Podla 2. Newtonovho zékona opisujeme
pohyb vzhladom na inercidlnu ststavu, t.j. vonkajSok, a nie vzhladom na
vytah, ktory inercidlnou sistavou nie je, a vzhladom na ktory je ¢lovek v
zdanlivom pokoji.). Na ¢loveka musi posobit aj sila od vytahu, ktori si ozna-
¢ime ako Fyy (Obr. B7). Za kladny smer vektorov si zvolime smer vertikilne
hore a preto gravitacna sila mé zaporné znamienko - posobi opac¢ne. Pohy-
bova rovnica pre ¢loveka bude potom

ma = Fy —mg (2.26)
Jedin& neznama je velkost sily od vytahu, ktora najdeme tpravou,

Fy =ma+mg=m(a+ g)=100.(9,81 + 0,8)N = 1061N. (2.27)
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2.3.3 Sila od pruZiny a kontaktné sily

Pri zavadzani pojmu sily sme sa stretli s pruzinou, pomocou ktorej mozno
merat velkost sily odmeranim velkosti jej stlacenia/natiahnutia. Predpokla-
dali sme, 7e velkost sily ktorou je napinana narasta linearne s jej predlzenim,

F = kAL (2.28)

kde k je konStanta tuhosti pruziny. Orientacia sily, ktorou posobi natiahnuté
pruzina na telesd v kontakte s nou je taka, aby sa pruzina skracovala do
svojho uvolneného stavu.

Realne pruziny maji tito zavislost linearnu len pre velmi malé predizenia,
po tzv. medzu pruznosti, nasledne zvykne sila potrebna na dalsie predlZenie
prudsie narastaf, moze dochadzat aj k trvalému predizeniu (vyrovnavanie
pruziny), a pokial sme stale schopny navySovat silu, nakoniec prideme po
medzu pevnosti, kedy sa pruzina pretrhne.

Popis tejto sily vztahom predstavuje efektivny model a plati len
pre dostatoéne malé predlZenia. Jej fyzikilna podstata je v elektrickych silach
posobiacich medzi atébmami, z ktorych sa pruzina sklada. V stlacenom alebo
natiahnutom stave st atémy vychylené z rovnovazneho stavu a vysledna sila
pruziny je prejavom ich snahy dostat sa spét.

Kontaktné sily, s ktorymi sa stretavame pri rieSseni problémov, kde sa
dve telesa dotykaji, maju rovnakiu fyzikdlnu povahu ako sila od pruZiny.
Pri rieSeni predpokladdme, Ze telesid sa dotykaju. Toto obmedzuje moznosti
nezavislej zmeny ich siradnic, z ¢oho vychadza potrebna velkost reakénej sily,
ako sme videli v priklade vypoctu velkosti sily, ktorou posobi rozbiehajuci
vytah na ¢loveka. Jej “nastavenie” na préave takuto velkost moézeme chapat
aj tak, zZe v mieste kontaktu sa material mikroskopicky zdeformuje o malinki
vzdialenost Al, ¢o pri velkej tuhosti materiadlu Tahko vytvori potrebnu velkost
reakcnej sily v kontakte.

2.3.4 Trecie sily

Trenie sposobuje spomalovanie pohybu a preto, podla 2. Newtonovho za-
kona, musi byt spojené s pésobenim sil. Vypocet tychto sil robime pomocou
modelov, ktoré si pouzite[né len v urc¢itych situaciach. V nasledujucom si
preberieme $tyri modely, s ktorymi sa pri rieSeni technickych tloh bezne
stretavame.

Statické trenie Predstavme si, 7e na stol polozime kvader a ten chceme
nasledne po stole posunut. Na zaciatok, ak zatla¢ime na kvader len malo,
kvader sa nepohne. Musime vynalozit minimdlnu silu, aby sa kvader zacal
hybat. Experimentalne sa naslo, Ze velkost tejto sily je priamo tmerné sile
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Obr. 38: Zobrazenie sil posobiacich na kvader na naklonenej rovine v zodpove-
dajicich poésobiskach. Gravita¢na sila G je rozlozené na zlozky v smere rovno-
beznom s rovinou (G sin(¢) a zlozku v smere kolmom na rovinu (—G cos(¢)).
Jednotkové vektory ia j indikujua kladné smery narastania osi z a g.

akou posobi kvader na podlozku (alebo podlozka na kvéader, nakol'ko tieto dve
sily st rovnako velké podl'a 3. Newtonovho zékona). Koeficient iimernosti sa
nazyva koeficient statického trenia a budeme ho oznacovat symbolom pg.
Velkost minimalnej sily, ktorou treba posobit aby sa dve telesa pritla¢anych
k sebe silou R zacali po sebe Smykat, najdeme teda zo vztahu

Fst = ,LLStR. (229)

Orientécia tejto sily posobi proti smeru posobenia vonkajsej sily, kym sila R
posobi kolmo na tento smer.

Priklad: Hlinikovy kvader je polozeny na hlinikovej podlozke, ktorej uhol
vzhladom k horizontalnemu smeru postupne zvySujeme. Pri akom nakloneni
podlozky sa kvader zaéne kizat, ak koeficient statického trenia medzi nim a
podlozkou je pg = 17 Aka velka je tato sila, ak kvader ma hmotnost 1kg?

Riesenie: V prvom kroku si ~oznacime vSetky sily, ktoré v probléme vystu-
puji. Okrem gravitacnej sily G na kvader posobi aj podlozka silou reakcie
R ktora zabezpecuje, ze teleso nemdze vojst “do” podlozky, a trecia sila Fst,
ktord zabezpedi, ze teleso sa nesSmyka po podlozke. Ak je kvader v pokoji,
potom sucet vSetkych tychto sil musi byt nula

G+R+F,=0. (2.30)

Ttto rovnicu si napiSeme do zloziek vo vhodne zvolenom stiradnicovom sys-
téme. Ten si vyberieme tak, ze os & bude rovnobezna s podlozkou a oriento-
vand v smere potencialneho pohybu kvadra a os ¢ bude fiu kolma (Obr. [38))
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V tomto stradnicovom systéme maji uvedené sily nasledovny tvar:

R = Rj (2.31)
Fy = —pgRi (2.32)
G = my (sin(é)f—cos(gb)j), (2.33)

kde pre zapis gravitac¢nej sily sme pouzili rozklad jednotkového vektora smeru
jej posobenia podla rovnice (1.69), ale so zdpornym znamienkom pri y-ovej
sturadnici, kvoli vol'be stradnic a vol'be uhlu medzi podlozkou a horizontalnou

rovinou (Obr. [38)).
Po dosadeni tychto vztahov do (2.30)) a preskupeni ¢lenov podla jednot-
kovych vektorov dostaneme

(mgsin(¢) — paR)i + (—mg cos(¢) + R)j =0 (2.34)

Aby tato vektorova rovnica platila, musi sa kazda jej zlozka rovnat nule, t.j.
nijdeme dve rovnicd'l],

mgsin(¢) — ugR = 0 (2.35)
—mgcos(¢p) + R = 0 (2.36)

pre dve neznédme - silu reakcie R a hrani¢ny uhol ¢, pri ktorom sa kvader
eSte neSmykne. RieSenim najdeme

tan(¢p) = pg, — ¢ =m/4, (2.37)
_ oy mgcos(9)

R = mgcos(¢) = (0T T cos()? (2.38)

- g "I~ 5N. (2.39)

1+ tan(p)? L+p%

A teda pre maximalnu staticka treciu silu, ktoru tento kontakt dokéze vyvi-
nut najdeme

a9 — 5N

F, = ugyR =
e 1"‘#31&

(2.40)

11 Alternativny a trochu forméalnej§i postup by bol ich ziskanie skaldrnym prendsobenim
tejto vektorovej rovnice s i a j.
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Obr. 39: Podlozka (Cervend) je zdeformovand, a v snahe vratit sa do povod-
ného rozmeru tla¢i na skrutku silami Fp;. Tieto prendsaji svoje posobenie
na kontakt v zavite, s prispevkom Fp 7 na jeden zavit.

Uloha: Ukaizte, ze podmienka
pse > tan(a) (2.41)

predstavuje kritérium, aby sa zavit saim nevytacal (Obr. [39)).

Smykové trenie zodpoveda podobne ako statické trenie rovinnému kon-
taktu medzi dvoma telesami, no v tomto pripade st v pohybe a v ramci tohto
modelu je tato sila rovnaki nezavisle od ich vzajomnej rychlosti, pokial nie
je nulova, kedy nastupuje statické trenie. Velkost sily je tiez tmerné velkosti
sily, ktorou su telesa k sebe pritlac¢ané (R),

F = uR (2.42)

kde koeficient timernosti p je pre identické kombinacie materidlov typicky
mensi ako ich koeficient statického trenia. Orientacie sil reakcie a trecej sily
st rovnaké ako v pripade statického trenia.

Prehlad typickych hodnot oboch koeficientov trenia najdeme v tabulke
na Wikipédii

Priklad: Akym zrychlenim sa bude pohybovat sistava kvadrov pospéajana
lankami zobrazena na obr. 77, ak kvadre su z rézneho materialu, a teda ich
koeficienty trenia st rozne? Zaznacte vSetky sily, ktoré posobia na vSetky tri
kvadre do obrazku! Ak je ps > pq1, aké je kritérium pre hmotnost ms, aby
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Obr. 40: Dva kvadre z rozneho materidlu na naklonenej rovine st brzdené v
pohybe dole trenim a protizatazou ms.

bolo lanko medzi prvym a druhym kvadrom napnuté? Hmotnosti kvadrov,
koeficienty trenia aj uhol naklonenia povazujte za zname. Hmotnost laniek,
ako aj kladky medzi telesami 2 a 3 zanedbajte.

Riesenie: Zaklad tspesného rieSenia tejto tlohy je oznacenie vSetkych
posobiacich sil: tiazovych mig, mog a ms, sil reakcii od podlozky na teleso 1
a 2, trecich sil na telesd 1 a 2 a sil prenasanych lanom.

Pre pohybovt rovnicu pre 1. a 2. teleso zvolime stiradnicovi ststavu dant
S 1,7, pre popis 3. telesa stustavu 7, j'.

Pri popise predpokladédme, Ze vSetky maju rovnako velké zrychlenie a v
smere 7 pre 1 a 2 a v smere j pre 3.

Vysledné pohybové rovnice v smere pohybu telies st:

mia = maygsin(¢) — pymygcos(¢) — Frg + Fo;y (2.43)
maoa = magsin(¢) — pamag cos(p) — Foq (2.44)
mga = Fi3—mg (2.45)

Spocitanim v8etkych rovnic dokopy sa zbavime vSetkych sil posobiacich
vzajomne medzi telesami a zarovein dostaneme zrychlenie,

1

a = 37 (((m1 +ms)sin(g) —ms)g — (m1ma + pzms)g cos(¢)) .(2.46)

Aby bolo lanko medzi 1 a 2 napnuté, musi platit,

Fyq >0 (2.47)
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Dosadenim vysledného zrychlenia do pohybovej rovnice pre 2 po dlhSej tp-
rave najdeme

ms > My (,LLQ — :U’l) COS(¢) (248)

Stokesovo trenie v prostredi Pri pohybe telies v kvapalinach a ply-
noch malymi rychlostami tak, 7ze obtekanie okolo nich je laminarne, dochadza
k brzdeniu telies silou, ktord je tmerna rychlosti telesa vzhladom na tuto
kvapalinu,

F=—~& (2.49)

Koeficient imernosti v sa najcastejsie urc¢uje experimentalne - meranim. Pre
teleso v tvare gule ho mozno vyjadrif aj analyticky pomocou Stokesovho
vztahu

v = 6mnR, (2.50)

kde n je dynamicka viskozita prostredia a R polomer gulicky. Dynamickéa
viskozita je miera nakolko sa vrstvy tekutin pri pradeni réznou rychlostou
navzajom strhavaju. Prehl'ad hodnot viskozity roznych tekutin najdeme na-
priklad v | tabulkach na Wikipédii.

Ako bolo uvedené, tento linearny model trenia plati len pri laminadrnom
pradeni okolo pohybujiceho sa telesa. Kritérium, ¢i priadenie je laminarnym
je hodnota Reynoldsovho cisla,

_lwp
n

Re (2.51)

kde [ je charakteristicky rozmer telesa, napr. pre gulku jej priemer, v je
rychlost priadenia alebo rychlost telesa voci tekutine, p je hustota tekutiny
a 7 jej dynamicka viskozita. Reynoldsovo ¢islo, ako napoveda jeho nazov, je
bezrozmerné a v tom zmysle univerzilne pre dany typ prudenia. Pridenie
okolo telesa priblizne gulovitého tvaru vykazuje laminarny charakter ak je
splnené kritérium Re < 2300.

Priklad: Kvapky vody v oblakoch maja priemer priblizne 10pum. Akou rych-
lostou padaji k zemi? Viskozita vzduchu pri teplote —25°C je 1,5.10°kg.m~'.s
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Riesenie: Ak predpokladame, 7ze kvapky padajia konstantnou rychlostou,
potom sucet vSetkych sil, ktoré na kvapku posobia, musi byt podla 2. Ne-
wtonovho zakona nulovy. Na kvapku posobi gravitacna sila smerom dole, sila
Stokesovho trenia smerom proti pohybu a ich siuc¢et musi byt nulovy

mg — 6mnRv =0 (2.52)

Hmotnost kvapky si vyjadrime pomocou jej hustoty (voda) a objemu (gula),
m = p%ﬂR:‘, a po dosadeni a tprave najdeme

4_p3 2 —6)2
TR 2pgR 2.1000.9,81.(5.10
I L L 8L( S _ 3,7mm.s™!  (2.53)
6mnR 9n 9.1,5.10-°
Takouto malinkou rychlostou by padali oblaky v iplnom bezvetri. Napriklad
o 1m by poklesli za

[ 1000mm
t=—-—=———=270s =4,5min. 2.54
v 3, 7mm.s~! ( )
Toto vysvetluje, pre¢o oblaky zdanlivo vobec nepadaj.
Nakoniec si overime, ¢ prudenie vzduchu (pri teplote —25°C mé hus-
totu asi pur ~ 1,35kg.m~3) okolo kvapocky mozno povazovat za laminarne
vypoctom jeho Reynoldsovho ¢isla:

 2Rvpe,  2.5.1070.3,7.1073.1,35

R =
© 1 1,5.10-

=3,3.1073, (2.55)

Sest radov menej ako kritérium laminarnosti, 2300. Obtekanie kvapdciek
vzduchom je teda bezpecne laminarne.

Aerodynamické trenie V pripadoch, ked je pre studovany pohyb Re >
2300, prudenie okolo pohybujiceho sa teleso nemozno povazovat za lami-
narne. Miesto pojmu trecej sily sa skor pouziva nazov sila aerodynamického
odporu, a vyjadruje sa pomocou koeficientu aerodynamického odporu ¢, (z
anglického “drag coefficient”)

1
F= épScdzﬂ, (2.56)

kde p je hustota tekutiny (prostredia), S je efektivna plocha prierezu telesa
kolmé na smer pohybu a v je rychlost telesa v prostredi. Koeficient aerodyna-
mického odporu mozno povazovat za konstantu pre dany tvar telesa len pre
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rychlosti z urcitého intervalu, pre malé rychlosti jeho hodnota klesa s narasta-
jticou rychlostou ¢o sivisi s prechodom k Stokesovemu (lineArnemu) treniu[?]
Pre rychlosti, kde je tento koeficient konstantny, je trecia sila imernéa druhej
mocnine rychlosti, t.j. s narastajicou rychlostou prudko rastie.

Priklad: Na akej rychlosti sa ustali cyklista pri pusteni sa z kopca s 10%
klesanim, ak jeho hmotnost je 80kg a efektivny prierez je 0,65m?? Koeficient
aerodynamického odporu cyklistu je asi ¢; = 1,0. Hustota vzduchu je pri
15°C je asi p = 1,23kg.m 3.

Riesenie: 10% klesanie znamené, ze pomer vertikalneho prevySenia a ho-
rizontalnej vzdialenosti je 0,1. Z toho pre uhol medzi cestou a horizontalnou
rovinou mame

tan(¢) = %, — ¢ = arctan(1/10) ~ 0,1. (2.57)
V zadani sa nehovori ni¢ o treni v loziskach ¢i valivom treni kolies, ale tieto
prispevky budu v tomto pripade aj tak zanedbatelne malé, stustredime sa len
na silu aerodynamického odporu, gravitacnu silu a silu reakcie od cesty, ktoré
st dolezité. Podobne ako v priklade o statickom treni, aj tu treba rozlozit sily
na zlozky. Nulovost suc¢tu zloziek sil v smere rovnobeznom s cestou nakoniec

da
: 1 2
mgsin(¢p) — EpScdv =0 (2.58)

z ktorej si vyjadrime ustalent rychlost cyklistu,

s 2.80.9.81. sin(0,1
. \/ mgsin(¢) _ \/ 8098Lsin(0.1) _ ) =2~ 50 4km /hod. (2.59)

pScy 1,23.0,65.1
Pre porovnanie, Reynoldsovo ¢islo pre pohyb cyklistu vychadza,

_ 2\/§Upair _ 2078(50/36>1’23 ~ 2 106 (2 60)

R
¢ 1 1,5.10-

t.j. sme daleko nad 2300, a teda v turbulentnom reZime.

2https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Drag_sphere_nasa.svg
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Priklad: éasovy priebeh poklesu rychlosti telesa idiceho zotrvacnostou a

brzdeného len aerodynamickym odporom sme nasli este v priklade netrivial-
neho spomalenia v kapitole [1.2.6]

2.4 Hybnost a impulz sily

V tejto kapitole budu zavedené dve nové fyzikdlne veli¢iny - hybnost hmot-
ného bodu a systému hmotnych bodov a impulz sily. Obe veli¢iny st uzitocéné
napriklad pri rieseni kolizii (zrazok a rozptylu) telies, ked silové posobenie
medzi telesami trva len kone¢ny ¢as a nas zaujima koncovy a pociatocny
stav, nie detaily zrazky.

Hybnost hmotného bodu je sucin jeho hmotnosti a rychlosti,

7=mi. (2.61)

Hybnost je vektorova veli¢ina s fyzikdlnou jednotou kg.m.s™!, ktorej orienta-
cia je totozna s vektorom rychlosti.

Pomocou hybnosti mozno prepisat 2. Newtonov zakon do kompaktného
tvaru

d _

—p=F. 2.62
e (2.62)

Ak méame systém viacerych (N) hmotnych bodov, ich hybnostou nazy-
vame vektorovy stcet hybnosti jednotlivych bodov,

N
F=muti +maby + ...+ myly = Y ml. (2.63)
=1

Uvazujme zrazku dvoch telies, napriklad zrazku rychlejsie a pomalSie po-
hybujtceho sa vozika na kol'ajnici, pricom po zrazke ostand spojené. Doka-
zeme néjst ich vysledni rychlost bez toho, aby sme vedeli ¢okolvek o tom
ako sa spojili, ¢i sa tam stratila nejakd energia a podobne?

Zacneme s tym, ¢o uz vieme: pohyb oboch vozikov popisujeme pomocou
2. Newtonovho zakona,

mi@, = F(t)... Prvy vozik (2.64)
mady = —F(t)... Druhy vozik (2.65)

kde F (t) je v ¢ase premenliva sila, ktorou posobi druhy vozik na prvy (pri-

brzdi ho) a —F(t) podla 3. Newtonovho zakona spojena sila, ktorou posobi
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prvy vozik na druhy (urychli ho). Pre ¢as pred aj po zrazke je F(t) = 0, a
pocas zrazky tato sila prudko vzrastie a potom poklesne.

Ak spocitame obe rovnice dokopy a vyjadrime zrychlenia ako derivacie
rychlosti najdeme

d d
—; —Uy =0 2.66
mq dtv1 -+ Mo dtvg ( )
z ¢oho, kedZe derivacia je linearna operacia, mame
d " ﬁ
E (m1U1 + m2v2) =0 (267)

Vyraz v zatvorke je hybnost sistavy dvoch vozikov p'= p) + ps, a hoci rych-
lost, a teda hybnost, kazdého z nich osamote sa v ¢ase meni pocas zrazky,
ich stcet je od ¢asu nezavisly, lebo jeho derivéicia (zmena) je nulova. Napri-
klad, ak bola rychlost vozikov pred zrazkou v; = vw;a U] = vgof, tak pre ich
spolo¢nt rychlost po zrazke, Uy, mame

mlvloz—l— mzvgoz = ml’Uf + mg'l_ff (268)
. miVU1g + MaoUgg -
i o= ————22 (2.69)
my + Mo

t.j. ich kone¢nu rychlost vieme najst z pociato¢nych bez znalosti sily poso-
biacej medzi nimi pocas zrazky.

Tento vysledok vieme zovSeobecnit pre systém N hmotnych bodov do
zdkona zachovania hybnosti: Celkova hybnost N hmotnych bodov, medzi
ktorymi posobia Tubovolné ¢asovo-zavislé sily no neposobia na ne ziadne
vonkajsie sily, sa zachovava.

Zakon zachovania hybnosti nam poskytuje ¢iasto¢nu informaciu o dyna-
mike zrazky. KedZe predstavuje jednu vektorovit rovnicu, t.j. tri rovnice - pre
kazdu zlozku jedna, dokdZeme pomocou neho vyjadrit nanajvys tri nezname
veli¢iny, napriklad koncovi rychlost jedného hmotného bodu po zrazke.

Priklad: Do vozika s hmotnostou m; = 200g stojaceho na vzduchovej drahe
narazil druhy vozik s hmotnostou my = 50g rychlostou v, = 1m/s a po
zrazke postupoval opacnym smerom ako Siel pred zrazkou. Néajdite spodné
ohranicenie pre velkost rychlosti vozika s hmotnostou m, po zrazke.
Riesenie: Vzduchova dréha zabezpecuje zanedbatelne malé trenie vozikov
a vysledna sila posobiaca na voziky je len ich vzajomné posobenie pri zrazke.
Mozeme teda pouzit zéakon zachovania hybnosti pre smer pozdlz drahy:

mq.0 + movs = Mmy.uy + Ma.Us, (2.70)
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kde sme si oznacili rychlosti vozikov po zréazke ako u; a us. Pre rychlost
druhého vozika po zrazke ale plati uy < 0 a preto

m
Mol — MU = Mally < 0 — uy > —2112 =0,25m.s" L. (2.71)
my

Rychlost prvého vozika po zrazke bude minimalne 0,25m.s .

Impulz sily sa rovna zmene hybnosti jedného hmotného bodu pred a po
zrazke,

=

T'=pity) - plt), (2.72)

kde sme zaviedli oznacenia pociato¢ného t; (z angl. initial) a kone¢ného t; (z
angl. final) ¢asu. Najdeme vyjadrenie pre impulz sily priamo pomocou sily
posobiacej na hmotny bod. 2. Newtonov zakon zapisany pomocou hybnosti
ma tvar
d —

—p=F. 2.73
e (2.73)
Ttto rovnicu preintegrujeme podla ¢asu od t; po ¢ty a vyuzijeme to, Ze integral
z derivacie si navzajom inverzné operécie, rovnica (1.37),

/tif‘;—fdt = Afﬁ(t)dt, (2.74)
Aty) — it = / "ty (2.75)

Vidime teda, ze impulz sily je integrdl zo sily pocas casového intervalu jej
pdsobenia,

[= /tf F(t)dt. (2.76)

Na obr. [41] je symbolicky zobrazeny geometricky vyznam posledného vztahu.
Impulz sily predstavuje plochu pod grafom sily ako funkcie ¢asu. Pri zrazke je
tato funkcia nenulova len v Case trvania zrazky, kedy vyrastie na maximéalnu
hodnotu a po skonceni zrazky opit klesne na nulu.
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t;

Obr. 41: Priebeh nenulovej zlozky sily pri zrazke dvoch telies v ¢ase od t; po
ts s vyobrazenim geometrického vyznamu impulzu sily.

Priklad: Automobil s hmotnostou 1500kg vrazil rychlostou 72km/h do be-

tonovej steny. Ak predpokladame ze zrazka (deformacia karosérie) trvala E

At = 0,1s, akou priemernou silou posobila stena pocas zrazky na automobil?
Riesenie: Hybnost auta sa zmenila na nulu, t.j. o

Ap = mv = 1500.72/3,6kg.m.s ' = 3.10*kg.m.s " (2.77)

Toto sa rovnéa integralu z posobiacej sily za Cas zrazky At

mv:/ F(t)dt. (2.78)

Ak by sme nahradili premennt sily F(¢) jej priemernou a teda konStantnou
hodnotou F,,, musime dostat ten isty impulz, t.j.

mu = / F,dt = F,,At (2.79)
At
pretoze integral je plocha pod funkciou E, ¢o v tomto pripade predstavuje

obdlZnik so stranami F,, a At. Priemerna sila pésobiaca pri zrazke teda bude

mu 3.10%
F,=—= ~ 3.10°N. 2.
A7 01 3.10 (2.80)

3http://auto.howstuffworks.com/car-driving-safety/
accidents-hazardous-conditions/crash-test2.htm
M Tymto si pripomenme geometricky vyznam integralu diskutovany v Casti m
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Priklad: Do dreveného kvadera v pokoji, s hmotnostou M = 250g, vrazi
projektil, s hmotnostou m = 1g rychlostou v = 250m/s. Aka vzdialenost
prejde kvader po betonovej podlozke po zasahu projektilom, ak koeficient
sSmykového trenia medzi kvadrom a podlozkou je p = 0,627 Predpokladajte,
7e zrazka trvala zanedbatelne kratky cas.

RieSenie: Problém rozdelime na dve ¢asti: (1) zrazka projektilu s kvad-
rom, (2) pohyb kvadra po zrazke. (1) Pri zrazke sa zmena celkovej hybnosti
projektilu a kvadra rovna impulzu vonkajsich sil. Gravita¢na sila na kvader
je kompenzovana reakciou od podlozky a preto nebude prispievat. Trecia sila
medzi kvadrom a podlozkou doda impulz (M +m)gAt. V zadani je ale spo-
minané, ze trvanie zrazky mozeme zanedbat, t.j. At — 0 a preto ani trecia
sila nedodé impulz pre zmenu celkovej hybnosti. Inymi slovami, v zrazke sa
bude celkova hybnost kvadra a projektilu zachovavat. Zo zakona zachovania
hybnosti teda mozeme najst spolo¢na rychlost kvadra a projektilu po zrazke
U,

mau+ MO = (m+ M) (2.81)
m 1

— — —2 ~ ]_ . _1. 2 2

Vo S VA 50 ~ 1,0m.s (2.82)

(2) Pohyb po zrazke popiSeme pohybovou rovnicou, jej horizontalnou zlozkou,
kde jediné sila, ktora posobi, je sila Smykového trenia

(M +m)a = —pu(m+ M)g (2.83)
a = —ug (2.84)

Ide teda o rovnomerne spomaleny pohyb z pociatoc¢nej rychlosti v(0) = vy.
Pre takyto pohyb sa rychlost a siradnica menia nasledovne s ¢asom,

v(t) = wvo+at =wvy— ugt (2.85)

1 1
z(t) = wt+ 5@252 = vgt — §ugt2 (2.86)

Cas kedy kvader zastane t, ndjdeme z podmienky nulovosti rychlosti dosa-

denej do rovnice (2.85)),
Vo mu

0=wvg—pgts >ty = — = ———
pg  (m+ M)ug

Drahu, aki kvader prejde dosadenim ¢asu zastavenia do stiradnice ([2.86)),

= 0,16s. (2.87)

m2u?

1
= 2(ty) = ~pgt: = ——————— = 7.8cm. 2.88
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Priklad: Projektil sa zabori do dreva do hibky 5mm. Odhadnite dizku trvania
zrazky, impulz sily dodany za tento ¢as kvadru trenim a zhodnotte jeho
zanedbanie v predchadzajiucom priklade.

Riesenie: Ak projektil zbrzdi na nulu na vzdialenosti [ = 5mm potom

brzdenie, ak ho budeme modelovat ako rovnomerne spomalené, potrva cas 7,
kde

1 1
I = 5@7'2 = %72 = qut (2.89)
20 10.1073
—T= 550 07°s (2.90)

Trvanie zrazky je Sest radov mensie ako brzdenie kvadra a preto zanedbanie
¢asu zrazky v predchédzajicom priklade bolo opodstatnené.
Impulz trecej sily dodany kvadru za tento ¢as bude

Ly = Fienier = p(M +m)gr (2.91)
= 0,62.0,251.9,81.4.10°kg.m.s"' = 6,1.10 °kg.m.s™"  (2.92)
Tato hodnota je naozaj zanedbatelna voc¢i hybnosti poc¢iato¢nej strely, mu =

0,25kg.m.s~! a preto pouZitie zakona zachovania hybnosti v predchadzaju-
com priklade bolo vporiadku.

2.5 Praca a vykon

Praca ako fyzikalna veli¢ina je vo fyzike motivovana tymto pojmom v beznej
hovorovej reci, ale jej vyznam je uzsi a presne vymedzeny. Hovorime, Ze na
telese bola vykonana praca, ak nejaky ¢initel posobi konStantnou silou F' v
smere pohybu telesa a teleso pritom prejde drahu s. Pracu potom najdeme
ako suacin tejto sily a drahy,

W = F.s (2.93)

Pracu oznac¢ujeme symbolom W podla anglického “work” a jej jednotkou je
Joule,

W] =Nm=1J (2.94)
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Vztah hovori, 7e ¢im vicSou silou pésobime alebo ¢im na dlhej vzdia-
lenosti posobime silou, tym vacSiu pracu ¢initel vykona. Treba si uvedomit,
ze ak posobime silou hoc aj dlhy ¢as, ale posobisko tejto sily nezmeni polohu,
teleso sa neposunie, z hl'adiska tejto definicie Ziadnu pracu nekoname, aj ked
nas to moze stat dost vela energie.

Priklad: Vzpiera¢ pri zdvihnuti ¢inky (napr. v kategorii muzi do 105kg méa
¢inka okolo 200kg) nad hlavu pracu kona, lebo posobi silou (vicSou ako je
gravitacna sila posobiaca na ¢inku) na drahe jej zdvihnutia nad hlavu, t.j asi
2,5m ¢o predstavuje pracu

W = Fs = mgs = 200.9,81.2,5] = 4905] (2.95)

Nasledne, ked ¢inku drzi nad hlavou uz précu na ¢inke nekona hoci na fu
posobi nemalou silou (F' = 2kN), lebo v tejto faze ¢inka nemeni svoju po-
lohu. Prirodzene, neznamena to ale, Ze vzpiera¢ nestraca energiu. Udrziavanie
¢inky nad hlavou vyzaduje neustile napnutie svalov, ¢o spotrebiva mnozstvo
energie vzpieraca, no nepredstavuje to Ziadnu pracu konani vzpiera¢om na
¢inke.

Pri impulze sily sme sa stretli so situaciami, ked sa sila moze menit v ¢ase,
¢o je v praxi skor pravidlo ako vynimka. Je preto potrebné rozsirit §pecificka
definiciu vztahu pre pracu na takuto situaciu. Predstavme si, ze sila
F posobi na teleso v mieste 7(t), pricom poloha tohto miesta sa meni v ¢ase
t. Samotna sila tieZ nie je konStantn4, meni sa v ¢ase ¢o zaznacime ako ﬁ(t)

Celkova pracu W, ktora tato sila vykoné ziskame ako sucet prispevkov
k praci AW;, konanych pocas kratkych intervalov ¢asu At;, ktoré, ak ich
zvolime limitne malé, vedd na integral, ako to bolo prebraté aj v ¢asti[1.2.5]

WzZW@—)/dW (2.96)

Vyjadrenie pre maly prispevok k praci ndjdeme ako pracu dW, vykonani
silou ﬁ(t) za tak kratky Cas, Ze ju mozno povazovat za konstantni, a teda
pouzit jej zavedenie v rovnici (2.93). Za kratky ¢as dt zmeni posobisko sily
polohu o vektor posunutia (Obr.

di = 7t + At) — 7(t) = G(t)dt = e(t)o(t)dt = E(t)ds, (2.97)

kde sme si oznagili 7(t) ako polohovy vektor posobiska sily, €(t) ako okamzity
jednotkovy vektor v smere okamzitej rychlosti U(t) a ds = |dr] ako dlzku
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Obr. 42: Za kratky ¢as dt sa teleso (modry kvader) posunie o vektor dr pri
posobeni sily F. Smer sily a posunutia nemusia byt zhodné, zhodny je len
smer zrychlenia a sily. Posunutie di = 9(t)dt méa smer okamzitej rychlosti,
é(t). Len zlozka posobiacej sily v tomto smere, ﬁ(t) -€(t), prispieva ku konanej
praci.

posunutia telesa za ¢as dt. Pomocou tohto jednotkového vektora dokdzeme
ziskat velkost sily v smere pohybu, t.j. v smere rychlosti, pomocou skalarneho
sucinu,

F.(t) = F(t) - ét), (2.98)

pretoze podla prvej definicie, len zlozka sily v smere pohybu prispieva k praci.
Prispevok k praci bude potom stc¢inom sily v smere pohybu a dlzky posunutia
telesa,

AW = F,(t)ds. (2.99)

Zo vSetkym uvedenym mozeme teraz prepisat a uviest vSeobecni definiciu
prdce,

W = /dW
tf_’
t

kde t; a ty predstavuji pociato¢ny a konecny ¢as medzi ktorymi vykonani
pracu vycislujeme.
Vyraz pod integralom sa nazyva okamZzity vikon,

_ / F(t)ds, (2.100)
) -

t)dt, (2.101)

P(t) = F(t) - 9(t), (2.102)
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kde oznacenie P pochadza z anglického slova pre vykon - "power", a jeho
fyzikalna jednotka je 1 Watt,

[Pl=Nms'=Js'=W. (2.103)

Pretoze praca je integralom vykonu podla ¢asu, plati, vzhfadom na vztah
medzi derivovanim a integralom (1.37)), ze okamzity vykon je deriviciou prace
vykonanej po cas t,

d
P(t) = =W(t). (2.104)
dt

Priemerny vijkon P,, je takd konstantnd hodnota vykonu, ktora keby mal
konajuci Cinitel, tak za rovnaky ¢as by vykonal rovnakia pracu ako uvazenim
okamzitého vykonu, t.j.

t t
W= / Podt — / Pt (2.105)
to to

t
Pu(t—t) = / P(dt (2.106)
to
1 t W
P, = Pdt' = —. 2.107
| o= (2.107)

Priklad: 'V jednoduchom pripade konstantnej sily F posobiacej len v kon-
Stantnom smere pohybu Z, sa posobisko sily posunulo za ¢as At =t — ty po
drahe s. Najdeme pracu vykonana od ¢asu tg po Cas t a priemerny vykon za
tento interval ¢asu. Vektor rychlosti m& nemenny smer a preto pren plati

—

T(t) = iv(t). (2.108)
Preto pre pracu dostaneme
t
W(t) = / Fi-iv(t)dt = F (2(t) — z(ty)) = Fs (2.109)
to

Pouzitim vztahu (2.107)) pre priemerny vykon néjdeme

P, = Fg,, (2.110)

T At

kde sme pouzili oznacenie pre priemernua rychlost v,, = s/At.
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Priklad: Automobil Skoda Octavia 2.0 TDI RS dokéze zrychlit z 0 na
100km/h za 8,2s. Ak je jeho pohotovostna hmotnost E] 1490kg, aky musi
byt maximalny vykon motora? Aky je jeho priemerny vykon pocas zrychlo-
vania? Predpokladajte, 7e auto zrychluje rovnomerne priamociaro.

Riegenie: Oznadime si maximalnu rychlost v, = 100km/h, ¢as zrych-
Tovania At a hmotnost auta m. Ak sa zrychluje, potom motor spésobuje, Ze
na auto posobi konstantna urychlujica sila

Umal‘
F= = 2.111
ma =m-—c ( )

Maximalny vykon motora je v momente dosiahnutia maximalnej rychlosti, a
preto

02 (100/3,6)2
Prue = Fpa = mamaz — 1490, /220 _ 140 9k 2.112
v ma 90 20 0,2kW ( )

Rychlost automobilu postupne narasté, v(t) = at. Priemerny vykon dosta-
neme pouzitim priemernej rychlosti,

! /At bt = SaAt = Lo, At (2.113)
Vav = 73 a = za = ZUmax .
At J, 2 2
t.].
,U2
Py = Fug, = mamee — 70 1KW. (2.114)

2At

Podla technickej §pecifikicie, ma motor 2.0 TDI maximalny vykon 135kW,
t.j. nizsi, ako sme tu nasli, ale stale vyssi, ako je nami najdeny priemerny
vykon. Savisi to s tym, ze v skutocnosti sa auto nerozbieha rovnomerne. Pri
rozbehu sa meni prevod prevodovky a vykon motora je maximélny pri urci-
tych Specifickych otackach. Maximélny vykon sa teda dosiahne niekol'ko krat
pocas jedného rozbiehania na rozdiel od tu uvazovaného modelu konstantnej
sily, ked sa maximalny vykon dosiahne len raz a to pri maximélnej rychlosti.

15Pohotovostna hmotnost podla EN zahfia 75kg ako typickd hmotnost jedného vodica
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2.6 Energia
2.6.1 Uvod

O energii hovorime ako o ¢iselnej charakteristike telies, vSeobecnejsie latky,
alebo aj fyzikdlnych poli, ktoré st schopné silovo pdsobit a teda konat précu.
Vizdy teda musime vediet o energii ¢oho (telesa, latky, elektromagnetického
pola a podobne) hovorime. Ak teleso vykona ur¢ita pracu, hovorime Ze jeho
energia sa znizila o rovnaké mnozstvo vykonanej préce, t.j.

AE =W. (2.115)

Preto je fyzikilnou jednotkou energie rovnaka jednotka ako pre pracu, Joule.

V tejto Casti sa budeme zaoberat len energiou hmotnych bodov, ktori
tieZ nazyvame mechanickou energiou. Neskor sa s energiou idealne tuhého
telesa, ¢o bude stéle predstavovat mechanicki energiu. V ramci termodyna-
miky sa stretdvame aj s vnitornou energiou telies do ktorej spada aj energia,
ktora sa uvolnuje ¢i spotrebuva pri chemickych reakciach, v rameci elektriny
a magnetizmu zase s energiou elektrického a magnetického pola. Vnutornu
energiu pritom mozno chapat ako mechanicka energiu ¢astic a ich elektro-
magnetickych poli na mikroskopickej trovni. VSetky tieto formy energie sa
mozu medzi sebou menit prostrednictvom konania prace, ale pritom celkova
hodnota energie sa ukazuje byt v nasom svete konStantna - hovorime ze sa
zachovava.

V nektorych zjednodusenych modeloch uvidime, Ze sa zachovava aj me-
chanicka energia samostatne, ¢o sa da vyuzit na jednoduchsie rieSenie tloh.
Typicky ide o tlohy pohybu telies, kde zanedbavame trenie.

2.6.2 Kineticki energia hmotnych bodov

Kineticka energia hmotného bodu s hmotnostou m a rychlostou ¢ je defino-
vané vztahom
1
Ek = —m\UF

2.116
2 ? ( )

a kinetickou energiou N hmotnych bodov s hmotnostami m; a rychlostami
U; je sucet kinetickych energii jednotlivych bodov,
-
Ey,=LEp1+Epo+...+Eyn, Epi= §m¢|vi’2-
Takato definicia méa vlastnost spominand v ivode k energii - zmena kinetic-
kej energie hmotnych bodov je rovna praci, ktort na tychto bodoch konaju
posobiace sily.

(2.117)
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K vyrazu pre energiu sa dostaneme pomocou vypoctu prace konanej na
hmotnom bode. Nech ¢asovo-premenné F'(t) posobi na hmotny bod s hmot-
nostou m. Tato sila vykona pracu

W= /ﬁ(t) - T(t)dt (2.118)

Pohyb hmotného bodu popiseme 2. Newtonovym zakonom,

d

m— (1) = F(t). (2.119)

Vyjadrenie sily z tejto rovnice mozno dosadit do vztahu pre pracu a tupravou
najdeme,

W = /to m (%U(t’)) ~o(t)dt = ) m%% (0(t") - o(t)) dt’ (2.120)
= Sl — Smlie)? = Bu(t) ~ Eulto) (2.121)

Vidime teda, v stihlase s vztahom (2.115)), Ze konan4 praca sa rovna rozdielu
medzi kinetickou energiou bodu na konci a na zaciatku.

Priklad: V priklade k zavedeniu hybnosti v ¢asti[2.4]sme nasli spodné ohrani-
Cenie pre rychlost tazsieho vozika po zrazke za predpokladu, ze sa Tahsi vozik
odrazi pomaly spét. Uvazujme identicky zaciatok zrazky, no predpokladajme
ze celkova kineticka energia sa zachova. Toto mdzeme za predpokladu, Ze ne-
pride k trvalej deformacii vozikov ¢i ich zahriatiu v mieste narazu. Co vieme
povedat o vysledku takejto zrazky?

Riesenie: Okrem celkovej hybnosti sa teda nezmeni ani celkova kinetickd
energia. Toto prida d'algiu rovnicu k rovnici (2.70)),

1 1 1
§mgv§ = 5mluf + §m2u§ (2.122)

Mame teda dve rovnice a dve nezndme rychlosti - u; a us a preto ich vieme

ur¢it. Z rovnice (2.70)) si vyjadrime us,

g = vy — oy (2.123)
mo
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a dosadime do ((6.124]),

1, 1 1 1m?

§m27j2 = §m1u% + 577127]% — M1 VU1 + 5%%1 (2124)
1 mq
0 = - (14— — 2.125
9 ( + m2) Uy V2 ( )
e (2.126)
U = — .
! 1 + ml/mg
a dosadenim do ([2.123])
1-— ml/mg

Uy = (2.127)

(Y
1+m1/m2 2

Vidime, Ze v tomto pripade sa vozik 2 odrazi spit vzdy, ked je jeho hmotnost
mensia ako prvého. Po dosadeni hmotnosti a pociatocnej rychlosti nadjdeme

u; = 2/5m.s ! =04m.s" (2.128)
uy = —3/5m.s' = —0,6m.s"! (2.129)

¢o suhlasi s vysledkom analyzy problému v ¢asti kde sme nasli, Ze pre
uy < 0 bude u; > 0,25m.s !, bez predpokladu o zachovani kinetickej energie.

Uloha: O kolko sa zmenia rychlosti vozikov po zrazke, ak sa na deforméciu
a oteplenie vozikov spotrebuje 10% mechanickej energie?

2.6.3 Potencialna energia

Pri zavedeni prace sme uvazovali, ze sila sa mdze v priebehu svojho posobenia
menit v ¢ase, a teda vypocet celkovej prace bolo nevyhnutné spravit pomocou
integralu

W = /t Et') - o(tat'. (2.130)

Pre mnohé silové posobenia je sila zavisla nie priamo od ¢asu, ale od miesta,
kde sa hmotny bod nachéadza, t.j. od jeho polohového vektora,

F(t) = F(7(¢)). (2.131)
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Dolezity rozdiel oproti vSeobecnej zavislosti sily od ¢asu je v tom, 7e v tomto
pripade, ked je teleso na tom istom mieste v roznom c¢ase, bude nan posobit
vzdy té ista sila. V tomto pripade mozno prepisat integrovanie cez ¢as na
integrovanie po krivke

W:/ F(7) - di. (2.132)
70

Krivka, po ktorej integrujeme v (2.132)) zac¢ina z referen¢ného miesta ry =
7(to) a kon¢i v mieste 7(t). Element integrovania je ds = |di’| kde

dr’ = o(t")dt’, (2.133)
a integrand je priemet sily do dotykového vektora na krivke, t.j.
A = &)ds, F, = F(7) - &) (2.134)

l
W = /Feda (2.135)
0

Hranice integrovania v poslednom prechadzaji cez dlzku krivky, t.j. [ je cel-
kova dlzka krivky.

f)alej obmedzime uvazované sily len na také, pre ktoré vyslednd prdaca ne-
zdvist od konkrétnej krivky medzi miestami 7(to) a 7(t). Takéto sily nazyvame
potencidlové. Potencidlové sily maji doleziti vlastnost, ze praca vykonand po
Tubovolnej uzavrete] trajektorii je vzdy nulova (Obr. 43). Ako v niektorych
prikladoch uvidime, gravitac¢né sily, sily od pruzin, elektrostatické sily si pri-
klady potencidlovych sil. Na druhej strane, trecie sily alebo sila ktorou posobi
magnetické pole na vodic¢ s elektrickym pradom potencidlovymi nie si.

Pre potencidlové sily sa zavadza uzitoéna forma energie - potencidlna
energia hmotného bodu v mieste 7 vzhladom na miesto referencné 7y,

U = — / F() - dit (2.136)

Takto zavedena potencidlna energia je rovna zaporne vzatej praci vykona-
nej uvazovanou silou pri premiestneni hmotného bodu medzi referenc¢nou a
koncovou polohou. Pre potencialne sily mozno dokazat, ze praca konana po-
tencialnou silou po uzavretej krivke je vzdy nulova (Obr. [43).

V referené¢nom mieste je potencidlna energia nulova, lebo ide o integral s
nulovou dizkou.

87



A ®
k2

Obr. 43: Ak je sila potencidlova, potom vypocet prace pri prenose z miesta
A do miesta B po dvoch réznych krivkach k; a ks da ten isty vysledok Wy =
Wy = Wap. Obréatenim orientacie krivky ks, t.j. pri prenose telesa z B do A
po —ky bude praca po nej Wga = —Wyp. Spojenim k; a —ko ziskame jednu
uzavrett krivku z A do A, pricom celkova praca na tento prenos je nulova,
Waa = Wap+Wpa=Wyp—Wap =0.

Priklad: Néajdeme tvar potencialnej energie pre gulicku (hmotny bod) uchy-
tent na vodorovnej pruzine s tuhostou k. Pociatok siradnicovej sistavy si
zvolime v mieste, kde sa nachadza gulicka pri uvolnenej pruzine, os Z a teda
jednotkovy vektor ¢ v smere nafahovania pruziny. Ak gulicku vychylime,
polohovy vektor gulicky bude 7 = zi. Predlzenie pruziny je pri tejto voIbe
suradnic priamo stradnica x. Velkost sily posobiacej na gulicku bude F' = kx
a jej orientacia bude proti vychylke, t.j.

= ka(—i) = —kF (2.137)

Ako vychodzi bod pre potencidlnu energiu si zvolime pociatok, 7y = 0, a teda
pre potencidlnu energiu gulicky uchytenej na pruzine najdeme

P - o - ]
Uur) = —/ F-dr = —/ —ka'i - ida’ :/ kxdr = 5/{::)32(2.138)
0 0

0

Ked7ze tato potencidlna energia zavisi len od x siradnice polohového vektora
7, zvykneme Casto pisat

U(r) = —ka? (2.139)
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Priklad: Potencidlna energia telesa s hmotnostou m nachadzajiceho sa vo
vyske z v gravita¢nom poli Zeme je dand zndmym vyrazom

U(z) = mgz. (2.140)

Prideme k nemu opéf z definicie potencidlne] energie gravitacnej sily poso-
biacej na hmotnost m, F = mg(— k;)

-

U(r) = mg(—k) (2.141)

Budeme hl'adat potencidlnu energiu v mieste 77 = 2i+ 2k vzhladom na nejaké
miesto O na zemi. Zvolime si dve rozne krivky pre Jeho vypocet, znazornené
na Obr EV pripade krivky A je na tseku Al dr' = zdw v integrale sa objavi
k-i=0a prispevok k potencidlnej energii na tejto casti krivky bude nulovy.
Na tiseku A2 bude di = kz a prispevok k potencialnej energii bude

Ua(r) = / mg(—k) - kz = / mgdz = mgz (2.142)

V pripade krivky B to bude naopak, prispevok od B1 bude

= —/ mg(—k) - kz = mgz (2.143)
0

a prispevok od B2 bude nulovy. Vidime, Ze pre dve rozne krivky je vyraz pre
potenciadlnu energiu rovnaky, ¢o demonstruje potencidlovy charakter homo-
génneho gravitacného pola.

Uloha: Presvedéte sa, ze aj po krivke danej polohovym vektorom

7(s) = S%f—i— s%l;, R = Va?+ 22 (2.144)
a s prebieha z intervalu (0,R) bude potencidlna energia v mieste 77 = vi + zk
rovnd U = mgz.

89



y4
djzfdw B9 F=xi+ 2k
dr = kdz
N 7 = kdz
B A2 B
dF = idx
O Al L

Obr. 44: Potencidlna energia hmotného bodu v mieste 7 vzhladom na bod
O nezévisi od krivky, ktora tieto dva body spaja. Krivka A aj B da ten isty
vysledok, U = mgz.
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2.6.4 Mechanicki energia a praca

V ¢asti2.6.2]sme z 2. Newtonovho zakona nasli, Ze praca vykonana vonkajsou
silou sa rovna zmene kinetickej energie. V pripade, Ze na teleso posobi naraz
viacero sil, plati to rovnako pre celkovii pracu, konana vSetkymi silami. Ty-
picky nas ale nezaujima celkova praca, ale len praca konand niektorou zo sil.
Napriklad, pri tlaceni telesa po naklonenej rovine nas zaujima praca ktoru
konédme jeho tlacenim a celkova praca gravitacnej, trecej a sily, ktorou po-
sobime spolu. Uvazujme teleso-hmotny bod, na ktory posobia viaceré sily,
ktoré si rozdelime na potencialové (F,) a nepotencidlové,

EF.=F,+F,, (2.145)

Pri rieSeni tloh sa moéze ukazat uzitocné rozdelit si nepotencialové sily na sily,
ktorymi riadime pohyb - napriklad od motora, pdsobiaci ¢lovek a podobne,
a sily trecie,

Fop=F. +F,. (2.146)

Praca konand riadiacimi silami bude ukazovat akt energiu treba na pohyb
vynalozit, praca konana trecimi silami, ktord bude vzdy zaporna, energiu
ktort trenim stracame.

Vysledkom takéhoto rozdelenia bude mimoriadne uzitoéna bilancnd rov-
nica pre energiu, zodpovedajica takémuto rozdeleniu sil,

W, =AE,, — W, (2.147)
kde W, je préaca riadiacich sil, W, je praca trecich sil a
AE,, = AE; + AU (2.148)

je zmena suctu kinetickej a potencidlnej energie telesa pocas konania préce.
Stucet kinetickej a potencidlnej energie nazyvame mechanickd energia.

Ukazeme si, ako odvodime vztahy (2.147) a (2.148)). Pohybova rovnica
pre teleso - hmotny bod pri zavedenom rozdeleni sil mé tvar

d S o o
m%“ =F,+F+F (2.149)

Pracu riadiacich sil mézeme upravit vyjadrenim riadiacej sily z tejto rovnice,

to
W, = / P adt = (2.150)
t
1t2 d to . to .
_ / m (Lo ~Udt—/ p~17dt—/ F.gdt  (2.151)
t1 dt t1 t1
— Eu(ts) — Bu(t) + U(R) — U(F) — W, = AB,, — Wy, (2.152)
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kde sme vyuzili uz n4m znamu tpravu integralu pre kinetickd energiu (2.121)
a definiciu potencidlnej energie ([2.1306]).

Priklad: Akou rychlostou musime vyhodit tenisovi lopticku, aby vyletela do
vysky 20m? Aerodynamicky odpor lopticky zanedbajte.

Riesenie: Hoci tiuto tlohu mozno riesit ako zvisly vrh, t.j. pomocou po-
hybovej rovnice, tu pri rieSeni vyuzijeme energeticka bilanciu (2.147)). Pocas
letu hore na lopticku neposobi Zziadna “riadiaca” sila, a treciu silu zanedbame
preto jediné nenulové prispevky st zmena kinetickej energie - z poc¢iatocnej
po udeleni rychlosti rukou po zastavenie v pozadovanej vyske

Lo 1 5
AE), = Em() — 5% (2.153)
a zmena potencidlnej energie - z nulovej vysky, kde si zvolime referen¢nu
polohu a teda z nulovej potenciilnej energie na potencidlnu energiu v poza-
dovanej vyske

AU = mgh —0 (2.154)

Dosadenim do energetickej bilancie mame

0 = AE,+AU -0 (2.155)
1

0 = —imvg + mgh (2.156)

vo = +/2gh =+/2.9,81.20m.57" = 19,8m.s"". (2.157)

Priklad: Riadiacou silou vynitime, aby sa vozik rozbehol rovnomerne zrych-
lene so zrychlenim a = 1m.s~2 z pokoja na rychlost v; = 4m.s~!. Ak4 ¢ast
energie z celkovej prace potrebnej na rozbeh sa strati v aerodynamickom
treni? Hmotnost vozika je m = 35kg, koeficient aerodynamického odporu
vozika ¢y = 0,8, hustota vzduchu p = 1,23kg.m ™2 a efektivny prierez plochy
vozika je S = 0,25m?.

Riesenie: Predpokladame, Ze ide o pohyb v horizontédlnom smere, nakol'ko
ziadne stipanie sa nespomina. T.j. jeho potencidlna energia sa nemeni, a
preto praca konané riadiacou silou sa spotrebiiva len na néarast kinetickej
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energie vozika a na pracu trecich sil. Obe si vycislime. Zmena kinetickej
energie je jednoducha,

1
AE, = §muf = 280J. (2.158)

Préacu trecich sil musime spocitat integralom,

t1 . t1 11 1
W, — / F - i(t)dt = — / Foo(t)dt = — / S PScav(t)di(2.159)
0 0 0

i1 47t 344

= —%pScd/o a*tPdt = —%pScdag [tz]o = —% (2.160)
kde sme vyuzili fakt, Ze aerodynamicka sila mé smer proti rychlosti, ¢o da fak-
tor -1 zo skaldrneho stéinu, tvar sily aerodynamického odpory z rovnice
a fakt, Ze pri rovnomerne zrychlenom pohybe z pokoja bude rychlost naras-
tat priamoumerne s ¢asom, v = at. Samotny ¢as t1, ked rychlost dosiahne
pozadovant velkost vy, nie je zadany, a preto si ho vyjadrime, t; = v;/a, a
vyjadrenie dosadime do vysledku integrovania,

S 4
W, = 2290 3945, (2.161)
8a
Celkova préca riadiacej sily je teda
W, =AE, — W, =314,4] (2.162)

a straty tvoria |W;|/W,..100% = 10%. U¢innost urychlenia tymto sposobom
na v; je teda zhruba 90%.

2.6.5 Potencialna energia a gradient

Vztah definuje potencidlnu energiu telesa v mieste 7 pomocou integ-
ralu po krivke zo sily. Analogicky k vztahom a , ktoré ukazuju
na opak operacie integrovania a derivovania existuje typ vektorového deri-
vovania, ktory vyjadri silu pomocou potencidlnej energie. Tato derivacia sa
vola gradient, zapisuje sa pomocou obrateného trojuholnika, nazyvaného aj
gradient alebo nabla operdtor,

F=—-VU(7) (2.163)

a tu si ju uvedieme s jej geometrickym vyznamom. Minus suvisi s pritom-
nostou minus znamienka v definicii potencidlnej energie.
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Predstavme si, ze pozndme potencidlnu energiu telesa ako funkciu jeho
polohy, U(7). Toto prestavuje funkciu troch redlnych premennych - x,y,z.
Nech sa teleso nachadza v mieste 7 a budeme sa zaoberat tym, ako sa zmeni
jeho potencidlna energia, ak sa z tohto miesta vyberieme urcitym smerom
danym jednotkovym vektorom €, t.j. ked sa poloha zmeni na

=7+ dif = 7+ éds (2.164)

kde ds je mala draha, o ktord sa v smere € posunieme z miesta 7. V zlozkach
mozeme poslednil rovnicu napisat nasledovne

T+ ]+ 2k = (x+ epds)i + (y + eyds)] + (2 + eds)k (2.165)

kde e, e, a e, st zlozky jednotkového vektora €. Rozdiel v potencidlnej
energii medzi tymito poziciami bude

dU = U(F) — U(F) = U(F + éds) — U(7) (2.166)

Tuato zmenu vypocitame v troch krokoch; najprv dU = dU, + dU, + dU.,
kde jednotlivé prispevky su zmeny potencialnej energie ked sa posunieme z
7 postupne v smeroch ¢, 7 a k.

dU, = U(x + eds,y,z) — U(z,y,z) = exds%U(a:,y,z), (2.167)
kde 0/0z je znak derivovania podla premennej x, a symbol 0 a pouZiva na-
miesto d len na zdoraznenie, ze funkcia U(x,y,2z) mé aj dalie premenné podla
ktorych by sme mohli chciet derivovat, no v tomto momente s to len kon-
stanty. Takto prevadzané derivacia funkcie viacerych premennych sa v ma-
tematike vola parcidlna derivdcia. Pripomenme, ze rovnica ([2.167) priamo
stuvisi s definiciou derivacie, napr. v sivislosti s rychlostou, , a s tym
stvisiacim vzfahom Az = vAt. V rovnici mi dU, dlohu Az, e,ds
ulohu At a ich pomer s limitne malym e,ds zodpoveda rychlosti v.

Analogicky rovnici najdeme prispevky pre posunutie v smeroch ;
ak,

0 0
au, = eydsa—yU(x,y,z), dU, = ezdS%U(m,y,zL (2.168)

a pre celkovi zmenu potencidlnej energie pri posunuti v smere €

0 0 0
dU = ds <€x£U(£C7y,Z) + eya—yU(a?,y,z) + €z$U(x,y,2)) (2169)
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Tento vyraz mozno zapisat pomocou skalarneho stac¢inu ak si zavedieme vek-
torové derivovania, a operator nabla alebo gradient

V=i—+j—+hk— (2.170)
x "0y

s ktorym rovnica ([2.169)) nadobudne tvar
dU = ds (€¢-VU(7)) = dr'- VU(7) (2.171)

Na druhej strane, z definicie potencidlnej energie (2.136)) je zmena poten-
cialnej energie pri posune (2.164))

r4dr .
dU——/ F-di=—F.dr (2.172)

T

Porovnanim poslednych dvoch vyjadreni pre dU a uvazenim, ze posunutie dr’
je malé ale Tubovolnym smerom, ndjdeme hladany vztah pre vyjadrenie sily
z potencialnej energie,

F=—VU(F) (2.173)

Priklad: Potencidlna energia pre teleso uchytené na pruzine je
U(F) = =kx? (2.174)
Silu posobiacu na teleso najdeme zo vSeobecného vztahu ([2.173|)

— -0 -0 =0 1 2 Iy
F=— ( o —|—ja—y + /{:5) ékza: = —ikz, (2.175)

presne ako oc¢akavame.

Uloha: Presvedite sa, 7e vztah (2.173) da spravnu velkost a smer pre gra-
vitacnu silu posobiacu na teleso hmotnosti m v homogénnom gravita¢nom
poli.
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Povod nazvu gradient je v tom, Ze orientacia vektora, ktory ziskame ap-
likovanim nabla na potencialnu energiu U(7), je v smere jej najvicsieho nd-
rastu. Toto mozno jasne vidiet z prvej formy rovnice (2.171). Ak uvazujeme
rozne orientované posunutia s rovnakou velkostou ds ale roznymi smermi €.
Skalarny sac¢in €- VU ma vyznam priemetu vektora VU do smeru €. Tento
priemet bude vtedy najvacsi, ked € bude rovnako orientovany ako VU, a
teda narast potencialnej energie dU bude najvicsi, ak sa vyberieme v smere
VU. Gradient U je teda smer najvacsieho narastu U.

Uplne analogicky, smer —VU(7) je smer najvicsieho poklesu potencidl-
nej energie z polohy 7, t.j. sila posobiaca na teleso (2.173) smeruje v smere
najstrmsieho poklesu potencialnej energie. Toto je mnohym intuitivne jasné
tvrdenie s presnou matematickou formuléciou.

3 Pohyb v gravitacnom poli

3.1 Gravita¢ny zikon

Newton spolu s tromi pohybovymi zakonmi navrhol aj formulaciu gravitac-
ného zdkona, ktory hovori, ze hmotny bod s hmotnostou m; v mieste 7
posobi na hmotny bod s hmotnostou ms v mieste 75 silou

= mime T — T
F2,1 =

"7 = PR — (3:1)
kde x = 6,67.10""'m3 kg '.s72 je gravitacna konstanta. Menovatel v prvom
zlomku je kvadrat vzajomnej vzdialenosti bodov, druhy zlomok udava len
smer silového posobenia, ktoré je pozdlz spojnice poloh bodov a orientovany
tak, Ze sa body k sebe pritahuju. Preto zjednodugene sa ¢asto piSe (a Tahsie
pamitd) v tvare

(3.2)

pricom R je vzajomnéa vzdialenost tychto hmotnosti a smer € je orientovany
podla toho, na ktort z hmotnosti sila pésobi, aby sa hmotnosti pritahovali.

Newton pomocou kombinacie troch pohybovych a jedného gravitacného
zékona spravil mimoriadny posun v chapani fyzikdlneho popisu sveta - tym
istym aparatom popisal let a pad telies na Zemi, ako aj pohyb vesmirnych
telies.

3.2 Homogénne gravitacné pole na povrchu Zeme

Hoci samotny gravitacny zékon hovori o pésobeni hmotnych bodov, mozno
ho pouzit aj na gulové telesa s polomerom R, pri¢om za ich polohu vezmeme
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stred gule, a hmotnost ako hmotnost celého telesa. O tom, ze takéto pouzitie
je vporiadku sa mozno presved¢it tym, ze celkové silové posobenie zoskupenia
N hmotnych bodov tvoriace gulu s polomerom R, s celkovou hmotnostou
M, na ini hmotnost m, je v tychto dvoch pripadoch rovnaké. Ide o obdobny
problém s akym sa stretneme v elektrickom poli, kde sa mu budeme detailne
venovat.

Pri posobeni sily medzi Zemou s hmotnostou M, = 5,972.10*kg a tele-
som s hmotnostou m v blizkosti povrchu zeme, t.j. pri ich vzdialenosti

R=Ry,+2, (3.3)

kde R; = 6371km je polomer Zeme a z je vertikalna vyska telesa nad povr-
chom, posobi podla gravita¢ného zakona (3.2) na teleso sila o velkosti
Mzm
F=r———. 3.4
(RZ + 2)2 ( )
Ak aj vezmeme vySku, kde sa pohybujia dopravné lietadla, z ~ 10km, bude
rozdiel medzi silou poésobiacou na jednotku hmotnosti telesa maly,

1 M,
—F(z =10k = k—2  =9079m.s 2 3.5
PG =10km) = kre—t = 0.70ms (3:5)

1 M, _
EF(z = Okm) = "R = 9,82m.s > (3.6)
(3.7)

Je to preto, lebo zmeny vo vyske telesa z st malé oproti polomeru Zeme.
Preto vo vypoctoch typicky berieme, Ze sila na jednotku hmotnosti telies je
v Sirokom rozsahu vySok konstantna, a rovna tej na povrchu,

F
— =g, ¢ =982ms? (3.8)
m

Toto nie je eSte totozné s gravitactnym zrychlenim, pretoze Zem sa otaca.
Pohybova rovnica, t.j. 2. Newtonov zakon musi byt vyjadreny vzhladom na
inercidlnu sustavu, ¢o Zem nie je. Celkové rychlenie telesa @ teda vyjadrime
ako zrychlenie telesa vzhladom na Zem, @', a zrychlenie bodu v pokoji vzhla-
dom na Zem dy,

a=dy+ad (3.9)
Pohybovéa rovnica pre teleso v blizkosti povrchu Zeme bude

m(@ + d) = mg'(—k) (3.10)
ma = m(—g'k— ) (3.11)
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V pripade Zeme, najvacsi prispevok k zrychleniu pochadza od dostredivého
zrychlenia v doésledku rotacie Zeme okolo vlastnej osi, orientovaného rovnako
ako gravitacna sila v smere —Fk,

iy = —R,w’k (3.12)

takze nakoniec najdeme gravitacné zrychlenie ako rozdiel prispevku od gra-
vitacnej sily a dostredivého zrychlenia (vid ¢ast [1.3.14)

md = _m(g/ — RJ_(.UQ)E = —mg];:’g = g/ — RJ_UJQ = 9,80m.s_2 (313)

Standardne pouZivand hodnota je ¢ = 9,806m.s~2.,Vidime ale, Ze jej presna
hodnota mierne zavisi od zemepisnej Sirky a nadmorskej vysky. (3.8) da
znamu hodnotu gravitacného zrychlenia

g=gq — 0,02111.8’2 = 9,81m.s’2. (3.14)

Gravita¢ny zakon tak zahfna Specidlne pripady pohybu telies na Zemi ako
su volny pad, Sikmy vrh a pod.

3.3 Pohyb druzZice Zeme

Pri obiehani druzice okolo Zeme uz nemozno automaticky vziat gravita¢na
silu za konstantnu pre dané hmotnosti. Vo vSeobecnosti si drahy druzic elip-
tické, no existuje aj riesenie pre pohyb po kruhovej drahe, ktoré je je jedno-
duchsie a nazorné, pretoze vzdialenost druzice od stredu Zeme je nemenné

Druzica rovnomerne obiehajtica Zem vo vzdialenosti R (od stredu Zeme)
za ¢as T ma uhlova rychlost w = 27/T a teda dostredivé zrychlenie

ag = Rw® = R— (3.15)

Podl'a Newtonovho 2. zdkona, toto musi zodpovedat sile posobiacej na dru-
Zicu,

mag = K—5m. (3.16)

16 Cj je pohyb elipticky alebo po kruznici je dané pociatoénymi podmienkami pre polohu
a rychlost. Ak tieto su také, ze v pociatocnom cCase je rychlost kolmé na polohovy vektor
druZzice vzhladom na stred Zeme, bude pohyb po kruhovej drahe. Ak je tento uhol rozny od
pravého, vysledkom bude eliptickd draha pre rychlosti vacsie ako prva kozmicka rychlost
a mensSie ako druhé kozmicka rychlost.
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7 poslednych dvoch rovnic ndjdeme obezni dobu druzice

R3

T=2
T liMZ

(3.17)

Podobny vztah plati aj pre periédy obehu planét okolo Slnka, len hmot-
nost Zeme musime zamenit hmotnostou Slnka. Z neho potom vychéadza, Ze
pre periody planét a ich vzdialenost od Slnka je pomer

T2
B (3.18)
rovnaky. Toto predstavuje jeden z Kepplerovych zakonov pre popis pohybu
planét, a Newtonovi bol znamy. Newton ukézal spatnym postupom, Ze tento
Kepplerov zakon vedie na gravita¢nu silu nepriamo timernu Stvorcu vzdiale-
nosti, ¢o motivovalo jeho formuléaciu gravita¢ného zakona.

Druzica, ktora by obiehala okolo Zeme na najnizSej moznej orbite, t.j. vo
vzdialenosti Rz by mala najkratsiu dobu obehu,

3

R
Tonin = 2 Z_ =1 ,4hod. 3.19
T liMZ © ( )

Jej rychlost obehu nazyvame prvou kozmickou rijchlostou,

. 27TRZ
B Tmin

Vle = 7,9km.s"". (3.20)

Priklad: Medzinarodnéd vesmirna stanica ISS je asi 400km nad povrchom
Zeme, t.j. vzdialenost od stredu Zeme bude R = 6371km+400km = 6771km.
Doba jej obehu bude potom

(6771.10%)3 .
T = 27T\/6,67.1O_11.5,97.1024 = 55508 = 92,46 min = 1,54hod.  (3.21)

Priklad: Aka je priblizna vzdialenost Mesiaca od Zeme ak vieme, Ze jeho
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priemerné doba obehu je 27 dni? Obratime vztah medzi periédou a vzdiale-
nostou a najdeme

kM,T2\Y®  /6,67.10711.5,97.10%4,(27.24.60.60)2 \ /*
R= (M _ = (3.22)

= 3,8.10°m = 380000km (3.23)

Stredna vzdialenost Mesiaca od Zeme Eje v skutocnosti 384399km, s ¢im
nas jednoduchy vypocet celkom dobre stihlasi.

Priklad: Pre porovnanie spoc¢itame velkost rychlosti Zeme okolo Slnka.
Stredné vzdialenost Slnka od Zeme, tzv. jedna astronomicka jednotka (1AU)
predstavuje asi 150.10°%m. Obezna rychlost teda bude

B 27w 1AU

_ -1
vz = ok = 29,9km.s™". (3.24)

Uloha: Najdite vysku geostacionarnej drahy, t.j. vysku v akej sa musi dru-
zica pohybovat aby jej jedna peridda trvala 24 hod.

3.4 Potencidlna energia v gravita¢nom poli Zeme

Ked sa teleso nachadza na povrchu Zeme, a my ho chceme dostat zo Zeme
pre¢, do Sireho vesmiru, musime konat pracu, resp. motory musia konat
pracu. Pretoze gravitacna sila dand Newtonovym zdkonom je potencidlova,
mozeme pracu najst z rozdielu potencidlnej energie telesa na povrchu Zeme
a vo vel'mi vel'kej vzdialenosti od Zeme. V pripade gravitaéného pola sa voli
referenc¢né miesto, kde je potencialna energia nulova miesto nekonec¢ne vzdia-
lené, kde je sila takmer nulova. Potencidlna energia v mieste 7 potom bude

T Mjy. > Mjy.
UG(;):_/ K ZQmé-dF:/ 2D d (3.25)
0o r 7 r

"https://en.wikipedia.org/wiki/Moon
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Obr. 45: Zobrazenie krivky po ktorej integrujeme silu pre vypocet potencidl-
nej energie. Krivka zodpoveda obréatenej trajektorii prenosu telesa z neko-
necna na povrch Zeme.
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(zmena orientacie krivky zmeni znamienko integralu) kde 7 je polohovy vek-
tor telesa s hmotnostou m vzhladom na stred Zeme, a € jednotkovy vektor
orientovany z tejto polohy do stredu Zeme. Budeme integrovat po radial-
nej priamke od miesta na povrchu Zeme do nekonecna, ako je zobrazené na
Obr. Pre tato volby integracnej krivky mame €'- di = —dr a teda

> My. M * M
Ug<7_"):—/ K medT:|:f€ im] =—K fm. (3.26)

T
Praca potrebna na vynesenie telesa s hmotnostou m do nekonec¢nej vzdia-
lenosti od Zeme potom bude dana rozdielom energie telesa na konci vy-
nasania minus potencidlne energia na zaciatku prenaSania (t.j. v zmysle
vztahu (2.147),

W = U(o0) — U(R) = 0 - <_5M2m) _ Mgm

’ (3.27)

Toto mnozstvo prace sa konvenc¢ne charakterizuje pomocou druhej koz-
mickej rychlosti, to je rychlost, ktora treba telesu udelit na Zemi, aby sa
dokazalo od nej tiplne odpitat a doletiet, ak mu je ¢as dopriaty, az do neko-
ne¢na. Zrychlovanie telesa prebieha v ¢ase, ked sa kona na telese praca. Ked
dosiahne rychlost vs., nadobudne kineticka energiu

1
Ey, = §mv§c (3.28)

Néasledne si predstavime, Zze motory sa vypli, vonkajSia praca sa prestane
konat a celkovd mechanicka energia sa uz pri naslednom pohybe zachovéva.
Vy¢islime ju v dvoch momentoch: (1) ked je raketa urychlena na vy., motory
sa vypili, no raketa sa nachadza este relativne blizko povrchu Zeme, (2) ked
je raketa dostatocne vzdialend od Zeme, jej rychlost uz poklesla takmer na
nulu, lebo narastla jej potencidlna energia zo zapornej na nulovu

Ex14+ U = Eps+ U (3.29)
1 M
SR+ (—H RT) = 040 (3.30)
T
Ve = ’;ZZ = 11,2km.s~ (3.31)

Uloha: Akéa velka je unikova rychlost pre raketu zacinajicu na Zemi z gra-
vita¢ného posobenia Slnka? Hmotnost Slnka ziskajte zo znamej vzdialenosti
Zeme od Slnka (150 Mkm) a doby obehu Zeme okolo Slnka.

102



~.
<y

Obr. 46: Idealne tuhé teleso si myslienkovo budeme delif na malé hmotné
elementy. Zobrazena kocka predstavuje jeden takyto element s indexom i, s
hmotnostou m;, nachadzajici sa na pozicii 7;.

4 Dynamika tuhych telies

4.1 Idealne tuhé teleso

Tri Newtonove pohybové zakony boli v casti sformulované pre hmotné
body. V tejto kapitole ich aplikujeme na telesa rozlozité v priestore, pokial
sd tieto dostato¢ne tuhé.

Pod idedlne tuhgm telesom (itt) budeme rozumiet teleso rozlozité v pries-
tore ale také, Ze Tubovolné dva body na nom nemenia svoju vzdialenost.
Takéto teleso sa dokaze len presivat z miesta na miesto a otacat sa. Hovo-
rime, ze moze konat translacni a rotacny pohyb, no v dosledku posobenia, sil
sa nikdy nedeformuje.

4.2 Tazisko

Idealne teleso si myslene rozdelime na vela malych hmotnych ¢asti, ktoré uz
mozno povazovat za hmotné body. Pohyb tychto hmotnych bodov mézeme
popisat pomocou Newtonovych pohybovych zakonov. Ich polohové vektory
budeme oznacovat ako 7; a ich hmotnosti m;, kdei =1,... N a N je celkovy
pocet Casti na ktoré teleso delime, Obr. [46] Pre ich hmotnosti musi prirodzene
platit 2% m; = m.
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Priklad: Aj ked sa vSetka hmota sklada z atomov, nie je nevyhnutné za
delenim tuhého telesa na hmotné elementy vidiet rozklad na atomy. Vzdiale-
nost medzi susednymi atémami je asi 1071%m. Napr. pre koleso s polomerom

10cm, na jednu jeho stranu pripad4 asi
70,12 18
10—10 1010 ~3.10 (4'1)

atomov. Pri numerickom popise takéhoto kolesa ako systému hmotnych bo-
dov by tplne postacoval ich mensi pocet.

Pre popis polohy ideélne tuhého telesa budeme pouzivat polohovy vektor
jeho taziska, ktory budeme oznacovat hviezdickou, 7. Pre dva hmotné body
s rovnakou hmotnostou je ich faziskom geometricky priemer ich poldh,

(71 + 75) (4.2)

Ak by tieto body mali rozne hmotnosti, potom polohovy vektor taziska bude
blizsie k polohe tazsieho bodu, ¢o mozno dosiahnut pridanim hmotnosti ako
koeficientov
(T + o) (4.3
7 = ————(my T + maTh). .
pepmpe S L 212
V pripade, Ze st hmotnosti rovnaké, dostavame spit vztah (4.2)). Nakoniec
zovSeobecnime posledny vyraz na N bodov ¢im ziskame definiciu faziska
systému hmotnych bodov

1 & =
1=1 =1

Priklad: Presved¢ime sa, Ze podla vztahu je tazisko tyce v jej geomet-
rickom strede. Zvolme si pociatok siradnicovej stustavy do jedného konca
tyce, os x pozdlz tyce, jej dlzku si ozna¢me ako [. Ty¢ si nadelime na malé
hmotné elementy s dizkou dz, stdarnicou z; a hmotnostami dm = (m/I)dx.
Polohovy vektor elementu bude 7; = 27 a teda pre tazisko mame podla
definicie

1 - m
== i d 45
= : zit dz (4.5)
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Obr. 47: Vypocet polohového vektora taziska telesa rozdelenim jeho elemen-
tov na dve skupiny, pokryvajuce jeho dve ¢asti: obdlznik a 3/4-kruhu.

Ak budeme robit delenie dostato¢ne jemné, moézeme podobne ako v kinema-
tike nahradit tito sumu integralom,
21
X l -
H -5 (46)

t.j. tazisko sa naozaj nachédza v polovici tyce.

Ak vieme teleso myslene rozdelit na M telies s hmotnostami m;,j =
1,...,M, pre ktoré polohové vektory ich fazisk poznéme, 77, potom taZisko
zlozeneho telesa bude

1 M
= EZ Fimg, (4.7)
7=1

t.j. Ciastkové telesa mozeme nahradit hmotnymi bodmi v taziskach.

Dokaz tohto tvrdenia je nasledovny: Majme teleso s hmotnostou m ktoré
rozdelime na N malych casti - elementy. Elementy s polohovymi vektormi
71,...,Fx nech vytvoria jednu cast telesa, s hmotnostou m, a taziskom 77}, a
ostatné elementy 7x.i1,...,/y nech vytvoria jeho druhu cast, s taziskom 77

105



(Obr. ??7. Potom polohovy vektor taziska celkového telesa bude

XN
o= EZmiFi (4.8)
i=1
1 K N
i (Zm,ﬁJr Z miﬁ) (4.9)
1 2 \i=1 i=K+1
1 =k =k
— m (mlrl —+ m27“2) (410)

kde sme pouzili vztahy pre taziska ¢iastkovych telies

1 — 1 o
M= Fm, = Y Fm (4.11)

(L — M2k
Opakovanim tohto postupu na c¢iastkové telesd sa presvedéime, ze to plati

pre rozdelenie na akykoIvek pocet telies.

Priklad: Najdite polohu taziska hranola s dlzkou | = 3m a profilom v tvare
pismena L s hribkou h = lem a dizkami d = 10cm.

Riesenie: Zorientujeme si stradnicovi sistavu tak, ze dlzka hranola je
pozdlz osi z, a roh profilu L je v po¢iatku a strany st v kladnych smeroch
osi  a y. Zlozky polohového vektora faziska @™ = %7 + y*j + 2*k budeme
ratat samostatne. Vypocet z* je totozny s predchadzajicim prikladom, a
teda rovno méame

2*=1/2=1,5m. (4.12)

Pre vypocet z* a y* vyuZzijeme rozdelenie profilu L na dva hranoly s profilmi
lem x 10cm a 9cm X lem, ktorych taziska buda v stredoch (Obr. (48)),

ry = h/2, y=d/2 (4.13)
zy = h+(d—h)/2=(d+h)/2, y;=h/2cm. (4.14)

Hmotnosti hranolov budi (p je hustota materialu)
my = pldh, mgq = pl(d— h)h (4.15)

a preto sturadnice celkového taziska podla vztahu
- pldhh/2 + pl(d — h)h(h+d)/2  d*h/2+dh?/2 — h?/2

- plh(2d — h) h(2d — h) 10
. pldhd/2+ pl(d — h)hh/2 _ d&®h/2 + dh?/2 — 1P/2 417
y plh(2d — 1) - h(2d — h) 10
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Obr. 48: Pre vypocet taziska si profil rozdelime na dva hranoly, pre ktoré
¢iastkové polohové vektory ich tazisk najdeme l'ahko.

Obe st teda rovnaké, ako by sme cakali zo symetrie, a rovné

r* =y" =287cm. (4.18)

Uloha: Pri trojuholnikoch sa tazisko nachadza v priese¢niku taznic, t.j. pria-
mok veducich z vrcholu do stredu protilahlej strany. Presvedcte sa Ze toto je
ekvivalentné tu uvedenej definicii taziska.

4.3 Moment zotrvacénosti

Na rota¢ny pohyb telesa nema vplyv len jeho celkovd hmotnost, ale i to,
ako je tato hmotnost rozlozend vzhladom na os otacania. Miera rozloZenia
hmotnosti vzhladom na os otécania sa nazyva moment zotrvacnosti. Jeho
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Obr. 49: Polohovy vektor 7; uréuje polohu elementu vzhladom na os otac¢ania
prechadzajicu taziskom, polohovy vektor 7; ; jeho zlozku kolmu na os O.
Len velkost tejto kolmej zlozky vstupuje do definicie momentu zotrva¢nosti
telesa.

velk& hodnota znamend, Ze vela hmoty je daleko od osi otac¢ania a roztacat
ako aj brzdit otacanie bude naro¢né. Moment zotrvac¢nosti je opit zavedeny
pomocou rozdelenia telesa na malé elementy. Kolmu vzdialenost kazdého ele-
mentu od uvazovanej osi otac¢ania si ozna¢ime ako r ; (Obrazok . S tymto
oznatenim moment zotrvacnosti definujeme vztahom

N
I=> mnrt, (4.19)
=1

Moment zotrva¢nosti ma fyzikdlny rozmer [I| = kg.m?, a zévisi od polohy a
orientacie osi otaCania vzhladom na ktory sa pocita.

Priklad: Gulicka s hmotnostou m = 10g a polomerom R = lcm ma moment
zotrvacnosti vzhladom na os, ktord prechadza jej stredom mensi ako

I < mR? = 10g.cm? (4.20)

pretoze maximéalna kolmé vzdialenost ktorého kolvek elementu od osi ota-
Cania je menSia nanajvys rovna R. Ak ale budeme tuto istt gulicku rychlo
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otac¢at na lanku dlhom d = 0,5m (ktorého hmotnost nateraz zanedbame),
bude jej moment zotrvacnosti

2 2
MY i < Z ML <M o (4.21)
i

10g.(50cm)? = 25kg.cm®* < I’ < 10g.(50cm + 2cm)? = 27kg.cm4.22)

t.j. 2500 az 2700 krat vacsi.

Priklad: Najdite vztah pre moment zotrvacnosti tyce s dizkou [ a hmotnostou
m vzhladom na os otacania prechadzajtcu jej taziskom a kolmt na samotnu
tyc.

Riesenie: V tazisku tyce si zvolime pociatok suradnic, os x bude rovno-
bezna s tycou a tym padom os otacania je napriklad os z. Ty¢ si rozdelime
na elementy s dizkou dx, hmotnostou dm = (m/l)dz a vzdialenostou z; od
osi otacCania, v tomto pripade je to totozné so vzdialenostou od podciatku.
Moment zotrva¢noti podla definicie bude

I= Zm??dm, (4.23)
ktory opét, v limite malych elementov spocitame integrovanim,
1/2 371/2 1
[= / 2y = 2 {x—l = —mi?. (4.24)
g L [ 13 2 12

Steinerova veta je vztah umoznujici vypocet moment zotrvacnosti vzhla-
dom na os O’ pomocou momentu zotrva¢nosti vzhladom na os O, ktora je k
nej rovnobezna a prechadza taziskom. Ak si oznac¢ime ako kolmu vzdialenost
tychto dvoch osi d a hmotnost telesa m, potom Steinerova veta tvrdi,

Io = I + md>. (4.25)

Jednym z dosledkov Steinerovej vety je, Ze moment zotrva¢nosti vzhladom
na os prechadzajicu taziskom je minimalny spomedzi vSetkych ostatnych, s
touto osou rovnobeznych osi otacania.
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Priklad: Aky je moment zotrvacnosti ty¢e vzhladom na os prechadzajicu
jej koncom, kolmu na samotniu tyc¢?
Riesenie: Pre os prechadzajucu taziskom sme vysSie nasli vysledok
= L (4.26)
=—m .
12

Tu zadand os otacania je vzdialena od taziska o [/2 a preto moment zotrvag-
nosti vzhladom na nu, podla Steinerovej vety, bude

1 N> 1

Dokaz Steinerovej vety vychadza opit z rozdelenia telesa na elementy,
Obr. B0l

Polohovy vektor elementu ¢ vzhladom na tazisko, 7;, si rozdelime na
zlozku kolmi na os otdcania, 7; 1, a zlozku rovnobezni s touto osou, 75 .
Zavedieme si vektor CZ: charakterizujuci vysunutie osi O’ vzhladom na O, s
dlzkou d, ktory je kolmy na tieto osi. Podobne ako 7; si rozdelime polohovy
vektor tohto elementu ¢ vzhTadom na bod, ktory vznikne vysunutim taziska
o vektor cf,

ri=Ti T (4.28)

Evidentne, vektor posunutia osi d prepaja ¢iarkované a nec¢iarkované vektory,

7";,1 =71 + (j, (4.29)

z ¢oho najdeme,
L2 = |+ dP? (4.30)
= 72, 427, -d+d? (4.31)

Tento vyraz dosadime do vztahu pre moment zotrvacnosti vzhladom na O,
I o= mi(r ) =) "m (Ti,z‘ + 27 d + d2> (4.32)

= T+md +2d-Y my, (4.33)
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Obr. 50: Polohovy vektor 75 uréuje polohu elementu vzhladom na os otac¢ania
prechadzajicu taziskom, polohovy vektor ! jeho polohu vzhladom na os O,
vysunuti voc¢i osi O o vektor d. Pre vyjadrenie momentu zotrvacnosti su
dolezité len kolmé vzdialenosti elementov od osi otacania, preto si polohové
vektory rozdelime na zlozky kolmé a rovnobezné vzhIadom na os.
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kde v poslednom ¢lene sme vyuzili, ze

—

d-7=d (Fo+7m)=d 7, (4.34)

pretoze cfje kolmy na vSetky vektory rovnobezné s osami otacania, a teda aj
na vSetky vektory 77 .

Posledny ¢len v (4.33)) je nulovy, pretoze polohovy vektor taziska vzhladom
na tazisko je nulovy vektor,

1
— ) miFi = 0. (4.35)
me

Ostatok v rovnici (4.33)) dava vyssie uvedent Steinerovu vetu.

4.4 Prva pohybova rovnica itt

Pohyb hmotného bodu bol popisany 2. Newtonovym zakonom. Prva pohy-
bova rovnica idedlne tuhého telesa ma taka ista formu,

ma* = F. (4.36)

kde ale @* je zrychlenie taZiska telesa a F je sucet vsetkych sil, ktoré na
teleso posobia, aj ked posobia v roznych miestach tohto telesa. Tato rovnica
nepredstavuje novy zakon, ale je dosledkom uz ndm znamych Newtonovych
zékonov - da sa z nich odvodit.

Podobne, ako v dynamike hmotnych bodov, zavadzame hybnost telesa
pomocou rychlosti

p=miv" (4.37)

s ktorou prvi pohybovi rovnicu mozno prepisat do tvaru

d —
S F=F. 4.38
e (4.38)

Pri odvodeni tohto vysledku budeme opét vychadzat z rozdelenia telesa

na malé elementy. Kazdy z nich, povaZovany za hmotny bod, musi spliiat 2.
Newtonov zakon,

mid; =F;+Y Fy, i=1,....N (4.39)
J

kde ﬁz je externé sila posobiaca v tomto bode telesa, napr. gravitacna alebo
sila v mieste 7; uchytenej pruziny a F;; su sily, ktorymi posobia elementy
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j =1,...,N,j # i na uvazovany i-ty element. Spoc¢itanim v8etkych N rovnic

(4.39) dokopy najdeme,
& } . .
i i %,J

Stucet vSetkych sil, ktorymi na seba vzajomne posobia elementy tuhého telesa
da nulu vd'aka 3. Newtonovmu zakonu,

Fy-—F

Jr

(4.41)

Sumu na lavej strane mozno vyjadrit pomocou taziska telesa,

> mii = mi (4.42)

i

a tak vysledne dostaneme
d? -

vysledok totozny s rovnicou (4.36)).

Priklad: Ak je v telese hmotnost nehomogénne rozdelend, t.j. rozne ele-
menty telesa v mieste 7; s objemom dV maju réznu hmotnost dm;, tak sicet
vSetkych gravitaénych sil (v homogénnom poli) pdsobiacich na teleso je

F =Y dmgj=mg (4.44)

4.5 Redukcia sil a moment sily

Na teleso moze posobit viac sil s roznymi orientaciami a v mnohych miestach.
Ak ich pocet bude N, tak si tito informaciu mozeme predstavit ako mnozinu
polohovych vektorov posobisk a vektorov sil,

{Flaﬁl;F27ﬁ2;"’;FNaﬁN}‘ (445)

t.j. 2N.3 = 6N Cdisiel. Pri zaoberani sa telesom, ktoré je deformovatelné, by
vSetka tato informécia bola potrebnd pre sledovanie jeho pohybu. V pripade
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Obr. 51: Pohybovy u¢inok dvoch sil pésobiacich v réznych bodoch bude roz-
tacanie telesa.

idedlne tuhého telesa dokazeme tieto sily zredukovat len na dve veli¢iny: cel-
kovy sucet sil posobiacich v tazisku, ktory jediny vplyva na pohyb taziska,
ako sme videli v predchadzajticej ¢asti, a celkovy moment sil, ktory urci oté-
Canie telesa, ako uvidime v nasledovnej kapitole.

Zo skusenosti vieme, 7e ak na teleso posobia dve opacne orientované sily
v roznych miestach, tak ich vysledok bude roztacanie telesa (Obr. . Je to
priklad pohybového ucinku sil, ktorych celkovy sucet je nulovy, a teda pri
posobeni ktorych sa pohybovy stav taziska podla 1. pohybovej rovnice itt
menit nebude.

Pre charakterizaciu otacavého tcinku sil posobiacich na teleso zavddzame
veli¢inu moment sily

—

D=7FxF, (4.46)

kde 7 je polohovy vektor posobiska sily F'. Velkost momentu sily je dan&
plochou, ktort polohovy vektor a sila vytvaraja,

D = rFsin(¢), (4.47)

Fyzikalna jednotka momentu sily je [D] = N.m, a hoci rozmerovo ide o rov-
naka jednotku ako mé energia, vyznam momentu sily je tplne iny - dlzka
tu vystupuje ako poloha kde posobi sila a nie drdha na ktorej posobi. Smer
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momentu sily je kolmy na rovinu vektorov 7 a F , ako to vyplyva z definicie
vektorového stucinu.
Pre uvedeny priklad dvoch sil na obrazku bude vysledny moment sil

5:F1Xﬁ+F2X(—ﬁ):(F1—FQ)Xﬁ (448)

Ak by boli vektory 7} — 75 a F rovnobezné, bude ich vektorovy stu¢inu nulovy,
rovnako ako ich otac¢avy ucinok.

Pri momente sily je dolezité si uvedomit, ze jeho velkost aj smer zavisia od
vol'by stradnicovej sustavy vzhladom na teleso. To nas nemusi rozrusovat,
nakolko aj popis otaCania od tejto volby bude zavisiet, a az v kone¢nom
vysledku samotny pohyb od tejto vol'by zavisiet nebude. Na druhej strane, v
pripade Ze je celkovy sucet sil nulovy, nebude ich vysledny moment zavisiet od
polohy poé¢iatku stradnic, ako je to zrejmé napr. z rovnice kde moment
sily zévisi len od relativneho posunutia jedného posobiska voc¢i druhému,
T — Ta.

Celkovy moment sil je sicet momentov vSetkych sil pésobiacich na teleso,

D=>"7 xF,. (4.49)

Celkovy moment sil ako vektor ma tri zlozky, podobne ako vektor celkového
stctu sil a preto miesto povodnych 6N &siel uvedenych v potrebu-
jeme pre jednoznacny popis pohybu itt len 6 ¢isel - vektory D a F. Toto
predstavuje vyrazna redukciu potrebnych udajov.

Priklad: Ak je v telese hmotnost aj nehomogénne rozdelend, t.j. rozne ele-
menty telesa na miestach 7; s tym istym objemom dV maji réoznu hmotnost
dm;, tak sucet vSetkych momentov gravita¢nych sil (v homogénnom poli) po-
sobiacich na teleso je ekvivalentny celkovej gravitacnej sile pésobiacej v jeho
tazisku

Dy = 7 xdm;g = (Z dmm) X G =7 x mg. (4.50)

Tento vysledok sa Casto pouziva pri rieSeni problémov, ked sa gravita¢né po-
sobenie na itt nahradza jeho pdsobenim len v tazisku.

115



Fyq

Obr. 52: Najjednoduchsi prevod sa sklada z dvoch kolies v kontakte. Sily vy-
tvarajice moment sily st spriahnuté prostrednictvom 3. Newtonovho zakona.
Predpokladame, ze Tavé koleso je pohanané, takze pravé koleso nan posobi
momentom sily proti jeho otaCaniu - predstavuje zétaz.

Priklad: Mechanicky prevod pomocou kolies s roznym polomerom slizi na
zmenu uhlovej rychlosti, no rovnako dolezitd je aj s tym suvisiaca zmena
momentu sily. Na obrazku [52| s dve kolesa prevodu s polomermi r; a ry, a
teda s prevodovym pomerom 1 = ry/r; (pohanané koleso ku hnanému).

Vztah medzi uhlovymi rychlostami dostaneme z podmienky, Ze v kontakte
kolesa nepresmykuji, t.j. dizky obla¢ikov pootodenia sa rovnaj,

d81 = d82 (451)
T1d¢1 = T2d¢2 (4-52)
doy dgo

A 2 4.
™ dt T2 dt ( 53)

w1 (4.54)

w1 ) n '

Vztah pre moment sily posobiaci na kolesa prevodu najdeme z 3. Newto-
novho zdkona. Predpokladajme, Ze prvé koleso je pohanané uré¢itym momen-
tom sily 5, ktory vyvolava uhlovii rychlost wq, t.j. je orientovany smerom
do roviny danej obrazkom. Pohénané T'avé koleso posobi silou F’QJ na pravé
koleso. Moment tejto sily, posobiacej na pravé koleso je

Doy =7 x Fiy, (4.55)

t.j. je orientovany smerom k ndm z roviny obrazku, a teda vyvolava naznacent
rotaciu wo. Ako reakcia, pravé koleso posobi spitne na prvé momentom sily

51,2 =71 X ﬁ1,2 = —T X ﬁ?,l, (4.56)
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orientovany k ndm, a teda prot: pohanaciemu momentu sily 5, a teda Tavé
koleso spomaluje, predstavuje pren zataz.
Pomer velkosti tychto previazanych momentov je
Dy, T 2F1,2

L =n. 4.57
Dys 7’1F1,2 7 ( )

Priklad: Jednoramenny rebrik s hmotnostou m = 10kg a s dlzkou [ = 2m sa,
opiera o stenu tak, ze s podlahou zviera uhol a = 55°. Koeficient trenia medzi
rebrikom a podlahou je p = 0,7, trenie medzi stenou a rebrikom zanedbajte.
Akt maximélnu hmotnost M,, moze mat ¢lovek na to, aby sa dostal az na
vrchol rebrika?

Riesenie: Budeme riesit tlohu, ked sa c¢lovek nachadza vo vyske h, a
néasledne budeme v néjdenom vysledku skimat Specialne pripady, na ktoré
sa priklad pyta. Podmienkou toho, aby sa rebrik (ako tuhé teleso) nehybal je,
7e celkovy stcet sil a celkovy sii¢cet momentov sil st nulové. Toto samozrejme
plati pre v8etky ich zlozky. V tlohe musime identifikovat sily reakcii na rebrik
od steny aj podlahy, a trecie sily v tychto kontaktoch. Sucet x a y zloziek sil
da,

~T,+R, = 0 (4.58)
—Mg—mg+ R, = 0 (4.59)

V smere osi z v tomto pripade ziadne sily neposobia. Trecie sily predstavuja
statické trenie, a preto

|Tp‘ < N‘Rp| (4~60)

Pre vypocet momentov sil si zvolime bod, vzhladom na ktory budeme mo-
menty sil vyhodnocovat ako miesto, kde je najvacsi pocet posobiacich sil, t.j.
horny alebo dolny koniec rebrika. Tak povedzme dolny. Potom momenty sil
fp a ﬁp buda vzhladom na toto miesto nulové, lebo maji nulové vektory
posobisk, a ostatné sily daji momenty sil len v smere osi z,

émg sin(a + 7/2) + %Mg sin(a+ 7/2) — [Rgsin(m — a) =0 (4.61)

Rovnice (4.58), (4.59) a (4.61) su tri rovnice, z ktorych pre Tubovolné hod-
noty naklonenia a a vySky vystipenia h najdeme tri nezndme - T, R, a R;.
Najdené moznosti ale musia spliiat nerovnost (4.60)).
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Obr. 53: Oznacenie sil posobiacich na rebrik pri jeho opreti o stenu. Vo vyske
h sa na rebriku nachadza ¢lovek s hmotnostou M. Treciu silu medzi rebrikom
a stenou, T, v tomto priklade zanedbavame.
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Budeme nésledne hladat kriticky stav zodpovedajici maximalnej vyske
h., kam moze ¢lovek vyjst, t.j. pridali sme jednu nezndmu naviac, h,,. Pre
h > h,, nebude nerovnica splnend, v kritickom momente buda akurat
splnené, a preto

Ry =T,=puR, = u(m+ M)g (4.62)

£mg cos(ar) + Mg cos(a) — lpu(m + M)gsin(a) =0 (4.63)

2 sin(a)

kombinéciou ktorych najdeme

lsir]:(oz) = u(l+ %) tan(a) — % (4.64)
= ptan(a) + % (utan(a) — %) (4.65)

Teraz skimajme, aki maximalnu hmotnost moze mat ¢lovek, ktorych dokaze
vyjst aZ na vrch rebrika. V tomto pripade bude h,,, = [sin(«) a pre maximalnu
hmotnost bude platit,

1 = ptan(a) + Mﬂm (u tan(a) — %) (4.66)
M,  ptan(a)— i
‘m  1— ptan(a) (4.67)

Pre uhol o < tan~'(1/(2u)) nebude rebrik stabilny pre Ziadnu hmotnost
¢loveka, a na druhej strane, pre @ > tan~'(1/(u)) bude rebrik uz stabilny
pre Tubovolni hmotnost ¢loveka (ak to mechanicky unesie. Pre uhly medzi
tymito hodnotami bude existovat horn& hranica hmotnosti ¢loveka, ktory
dokaze vyliezt hore, dana vztahom (4.67)).

Pre ziskanie predstavy skisme dosadit odhad relevantnych premennych.
Pre hmotnost rebrika cca m = 10kg, koeficient trenia u ~ 0,7 (guma na
betone) najdeme minimalny uhol, pre ktory je rebrik stabilny aj bez ¢loveka
(t.j. pre h = 0)

Qmin = tan1(1/(2u)) = 35,5° (4.68)
a uhol, nad ktorym uz na hmotnosti nezalezi (t.j. M,, — oo)
Qor = tan"*(1/(p)) = 55,01°. (4.69)

Medzi tym predstavuje funkcia (4.67) prudko rasticu nelinedrnu funkciu,
ktorti je pre predstavu vhodné vykreslit (Obr. [54)).
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Obr. 54: Graf zavislosti hmotnosti ¢loveka, ktory moze vystupit na vrch reb-
rika od uhlu jeho naklonenia vo¢i podlahe (4.67])
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4.6 Druh4i pohybova rovnica itt
4.6.1 Vseobecna formulacia

Prva pohybova rovnica popisuje pohyb taziska. Okrem toho, tuhé teleso sa
pri pohybe aj otdc¢a, meni sa jeho orientacia. Toto popisuje druha pohybova
rovnica itt. Otacanie okolo pevnej osi predstavuje najjednoduchsi pripad ro-
tacie, kombinécia translacného pohybu a rotécie okolo osi, ktorad nemeni svoj
smer, ¢iasto¢ne komplikovanejsi priklad. Obe tieto situécie si detailne po-
piseme. Pripad vSeobecnych rotacii v priestore je technicky naro¢nejsi prob-
lém, ktory sa rozoberé v kurzoch teoretickej mechaniky, a nebude predmetom
tohto kurzu.

Napriek rozdielu v technickej naro¢nosti pri tplnom rieseni, vSetky tri
spomenuté pripady rotacii mozno forméalne zapisat jedinou rovnicou - druhou
pohybovou rovnicou itt v tvare

| S¥

L=D, (4.70)

QU

t

kde D je celkovy stucet momentov sil pdsobiacich na teleso, zavedeny v pred-
chadzajtcej casti a L je moment hybnosti telesa,

L=> 7xp (4.71)

zavedeny nateraz pomocou rozkladu na malé hmotné elementy s polohovymi
vektormi 7; a hybnostami p; = m,;v;. Neskor uvidime, ako mozno vyjadrit
moment hybnosti pomocou uhlovej rychlosti telesa v prvych dvoch vyssie
spominanych prikladoch rotovania telesa.

Priklad:

V kapitole venovanej momentu zotrvacnosti sme pouzili priklad gulicky s
hmotnostou m = 10g s polomerom R = lcm na lanku s dlzkou d = 50cm.
Jej moment zotrva¢nosti vzhladom na stred otac¢ania sme odhadli ako

I ~m(d+ R+ R)? = (26 & 1)kg.cm®. (4.72)

Lanko chytime na opa¢nom konci ako je gulicka a guli¢ku rychlo roztoc¢ime v
horizontdlnej rovine (Obr. 77) tak, Ze spravi tri obratky za sekundu. Uhlova
rychlost hmotnych bodov gulicky bude

21 2
== = = —1884s7'. 4.73
“=T T 84s (4.73)
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Obr. 55: Gulicka, uchytend na tenkom vlakne, ma moment hybnosti, ktory
dokadzeme vyjadrit pomocou jej momentu hybnosti a uhlovej rychlosti jej
otacania.

Polohové vektory bodov vzhladom na stred ota¢ania su priblizne kolmé na ich
obvodové rychlosti. Orientacia vysledného momentu hybnosti podla (4.71))
bude kolmo na rovinu otac¢ania a jeho velkost, ak pouzijeme vzfah v; = wr;,

L = Z TiMv; = Zmirizw =Jw (4.74)

mr,w < Z rimiw < mre,,.w (4.75)

2

L = m(d+ R+ R)’w = lw= (490 & 20)kg.cm®.s~* (4.76)

Rovnicu (4.70)), podobne ako 1. pohybovi rovnicu itt, odvodime z 2. Ne-
wtonovho zakona pre hmotné body rozdelenim itt na malé hmotné elementy
s hmotnostami dm;, ktoré sa nachiddzaji na miestach 7;. V mieste kazdého
elementu posobia vonkajsie sily F. a vnttorné sily F}j, popisujice posobenie
J-tych elementov na ¢-ty. 2. Newtonov zadkon pre vSetky tieto elementy da N
rovnic,

d = = .
dmiavi = Fz + ;Fija 1= 1a s >N (477)
j#i

Intuitivne vieme, Ze otacCanie sposobuje nenulovy moment vonkajsich sil, a
ten aby sme ziskali, musime vektorovo prenasobit kazdu z tychto rovnic zlava
s 75, pretoze vysledny moment sily je dany vztahom

D=>Y 7 xF, (4.78)
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Spocitanim prenasobenych rovnic (4.77) dostaneme
— d — =4 — =
deﬂ“z X d_th:D—i_z;;TZ Xﬂj (479)
% LI 7

Posledna suma sa rovnd nule kvoli charakteru sil akcie-reakcie. V sitcte sa
totiz vyskytuji ¢leny typu 7 X Fip aj 75 X Fyy = —75 X Fio. Ich spocitanim
mame

771 X ﬁ12 + (—1)7_"2 X ﬁlg... = (Fl — 772) X ﬁlg... (480)
Sila i, mé ale presne smer spojnice miest bodov 7 a 7, t.j. Fy | (77 —7%)

a preto bude ich vektorovy sac¢in nulovy.
LCavt stranu moZno prepisat nasledovne,

Lod d L
;dmm X avi == (Z dm;T; X UZ> , (4.81)

pretoze spiatne podla pravidiel derivovania sucinu,

d d
L Lo d o
= UXU+TX(%U>—O+TX<dtU)' (4.83)

Vyraz v zatvorke (4.81) sa nazyva celkovy moment hybnosti,
L= dmi x i =Y % p; (4.84)
a tym nachadzame vSeobecny tvar rovnice (4.70)),

d = —
—L=0D. 4.85
o (4.85)

4.6.2 Otacanie okolo pevnej osi

V pripade otac¢ania okolo pevnej osi (obr. [56) je vyhodné zvolit pociatok
suradnicovej ststavy na osi ota¢ania. Uhlova rychlost bude mat smer totozny
s orientaciou osi otaCania, W = we, a mozno ju vybrat pred sumu cez elementy,

L = Y @xdmti=w) dmfi x (€ x 7)) (4.86)

)

= w) _dm(er} - F(e- 7)), (4.87)
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Obr. 56: Dve situécie posobenia sil a z nich vyplyvajicich momentov sil na
teleso otacajuce sa okolo pevnej osi. V oboch pripadoch bude aj os podsobit
na teleso urcitou silou ﬁ’, ktora zabezpeci, 7Ze napriek posobeniu vonkajsich
sil sa poloha osi nezmeni.

kde sme pouzili vztah v poslednom kroku. Vidime, ze moment hybnosti
je umerny velkosti uhlovej rychlosti a ¢lenu, ktory obsahuje faktor charakte-
rizujici geometrické rozlozenie hmotnosti okolo osi otédc¢ania. Jeho fyzikalny
vyznam najdeme, ak si polohové vektory elementov rozlozime na zlozku rov-
nobeZnu so smerom € a na zlozku na nu kolmt,

Fi= Tt T, Tl €=0, T =7l (4.88)

Dosadenim posledného do (4.87)) nédjdeme dve kolmé zlozky momentu zotr-
vacnosti,

L=uw Z dmiriig— w Z dm;r);71; = Le€ + Ed (4.89)

Prvy ¢len prestavuje zlozku momentu hybnosti v smere osi ota¢ania €, obsa-
huje v sebe momentom zotrvacnosti (4.19)),

Lo=L-¢=luw. (4.90)

Dosadenim tohto vysledku do 2. pohybovej rovnice (4.70) a naslednym
skalarnym prendsobenim so smerom otacania €, dostaneme zakladnt rovnicu
pre zmenu uhlovej rychlosti pri otacani okolo pevnej osi,

d

= (1) = D. (4.91)
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kde D, = D - € je zlozka celkového momentu sil v smere osi otacania.

Priklad: Velky zotrvacnik méa polomer R = 0,25m a moment zotrvac¢nosti
I = 10kg.m?2. Ak ho rozkrtcame lanom namotanym na jeho vnitornom po-
lomere r = 0,1m silou F' = 100N, za aky ¢as sa bude otacat 10-krit za
sekundu?

Riegenie: Moment sily roztacajuci zotrvacnik je rF (a nie RF), lebo sila
posobi vo vzdialenosti r od osi otdc¢ania. Preto aj pohybova rovnica pre tento
problém d&

%(Iw) = rF (4.92)
I%w = rF (4.93)
%w - ? (4.94)
Integrovanim mame
wlt) = ?t + o (4.95)

Na zaciatku bol zotrva¢nik v pokoji, preto wy = 0. Ak vykona 10 otacok za
sekundu, jeho okamzita uhlova rychlost bude

10.2
w(T) = T = 20ms! (4.96)

1s

Cas roztacania teda bude
rF w(T)I

T = —T —->T= 4.97
W) = ST T=2 (1.97)

207.10
0’1‘1008 O7s =~ 62,8s (4.98)

Uloha: S akym zrychlenim sa bude pohybovat zavazie s hmotnostou m pri
odvijani kladky s prevodom podla obrazku, ak J a I si momenty zotrvac-
nosti jednotlivych kolies a r;,7, a R ich geometrické rozmery vyznacené na

obrazku (57)?
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Obr. 57: Dodato¢ny valec s polomerom R predstavuje zataz a preto bude
odvijanie lana spomalovat.

Vysledok:

1L I (Ef] h (4.99)

Druhy prispevok k momentu hybnosti v (4.89),

Ed = —W Z miT”,i?ﬂ,i (4100)

moze byt nenulovy len pre rota¢ne nesymetrické telesid. Tato ¢ast momentu
hybnosti nevyhnutne meni svoj smer v ¢ase, a tato zmena musi byt v zmysle
rovnice kompenzovana prispevkom k momentu sil kolmému na rotaéni
os. Toto predstavuje silové namahanie v loziskidch, kde je os uchytené.

Na obrazku je zobrazené pootocCenie nesymetrického telesa za cas
At. Kym pri rovnomernom otac¢ani je zlozka momentu hybnosti L. nemenna,
zlozka v smere kolmom na os, Ed, sa stéle otaca. Ak pouzijeme 2. pohybova
rovnicu pre kratky okamzik ¢asu At najdeme

dL

ALy = —
CT

At = DAt (4.101)

Pretoze smer kompenzujiiceho momentu sil musi mat smer ALy (vi. obr. ,
musi byt vytvoreny silou F' v lozisku.
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Obr. 58: Pohlad zhora (A.) a pohlad zboku (B.) na prispevok k momentu
hybnosti L od elementu v mieste 7 na nesymetrickom telese. Neustalu zmenu
smeru zlozky momentu hybnosti AL, musi kompenzovat sila F posobiaca v
mieste 7z v lozisku tak aby ALy = 7% X FAt.
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Fyzikalny nahl'ad na povod tejto sily mozeme ziskat aj nasledovne: hmotny
element s hmotnostou dm na mieste 7; kon& pohyb po kruznici, a preto mé
dostredivé zrychlenie d;. Musi nai teda posobit podla 2. Newtonovho zékona
dostrediva sila

dF; 4o = dmidg, (4.102)

ktora sa prenasa celym idedine tuhym telesom, a mé povod prave v uvedenom
tlaceni v lozisku, aby sa smer osi otac¢ania nemenil. Tento moment sily moze
byt je kompenzovany zodpovedajticim hmotnym elementom j, s 7 = —7j |,
na ktory posobi sice rovnako velka sila, ale odlisna poloha elementu j vedie
na opa¢ny moment sily.

Loziskd mozu byt namahané aj v pripade, 7e je deviadny moment hybnosti
nulovy. Stale sa moze totiz stat, Ze poloha taziska telesa sa bude nachadzat
mimo os otac¢ania, ¢o tiez povedie k namahaniu v tazisku, pretoze pri otacani,
kedZe sa meni poloha taziska, musi na teleso pdsobit externa sila. Prave ta
posobi prostrednictvom loziska.

V praxi sa chceme nadbyto¢nému namahaniu v loziskach vyhnut, a preto
treba dbat velky doéraz na symetriu tociacich sa zariadeni, ¢ uZ ma jeden
(nenulovy deviaény moment) alebo druhy (tazisko mimo os otac¢ania) povod.

Priklad: Ak koleso, s hmotnostou m = 18kg (hmotnost disku a pneumatiky
osobného automobilu) bude mat vysunuté tazisko voé¢i osi otacania o d =
lem, bude nan pri rychlosti v = 50km/h posobitf dostrediva sila (z prvej
pohybovej rovnice itt, nakolko tazisko sa hybe priblizne po kruhovej drahe)

v? (50/3,6)>

F=m— =18

N ~ 350kN. 4.103
d 0,01 ( )

4.6.3 Otacanie okolo pohyblivej osi s nemennym smerom

Typickym pripadom takéhoto pohybu je valiace sa koleso, ktoré kontinualne
meni polohu osi otdcania. Na konci tejto kapitoly si ukdzeme, ze moment
hybnosti mozeme v tomto pripade prepisat do tvaru

L=/ xp+I'a+ L}, (4.104)

kde prvy prispevok ma vyznam momentu hybnosti telesa ak by bolo nahra-

dené hmotnym bodom v 7™ a ostatné dva zodpovedaji momentu hybnosti
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vzhlTadom na os oté¢ania prechadzajucu taziskom. Tieto st rozdelené po-
dobne ako v pripade otacania okolo pevnej osi - prva cast je v smere osi
otacania € a druhé je nan kolmaé.

Rovnako sa rozdeli celkovy moment sil,

D= Zr,xF Zf* +d))x F =i x F+ D", (4.105)

kde F = > F, je stcet vietkych sfl posobiacich na teleso, D* = > d; x F; je
celkovy moment sil posobiaci vzhladom na tazisko a hmotné elementy maja
relativnu polohu voéi tazisku danu vektormi d;,

7=+ d;. (4.106)

Pouzitim tychto oznaceni ma 2. pohybova rovnica tvar

— —

d 3
—~ (F* X P+ I*Q+Ld> — % F+ D* (4.107)

Prvy ¢len na Tavej a pravej strane sa navzajom vyruSia vdaka platnosti 1.
pohybovej rovnice

—p=F. (4.108)

a uvazenim identity (4.83).

Casova derivacia momentu hybnosti L, musi byt opét kompenzovana mo-
mentom sil v tazisku, podobne ako to bolo v pripade pevnej osi, ak mé byt
smer otaCania nemenny, takze nakoniec najdeme tvar 2. pohybovej rovnice
popisujicej ¢asovi zmenu uhlovej rychlosti v tvare (napr. skalarnym prené-
sobenim s vektorom smeru €,

d
— (I'w) = D.. (4.109)

Priklad: Aky minimalny musi byt koeficient statického trenia medzi podloz-

kou, naklonenej pod uhlom « a valcom s polomerom r, ktory sa na nej vali,
aby valec po nej nepresmykoval? Pomer
I* 1

5 == (4.110)
mr n

povazujte za znamy.
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Obr. 59: Sily posobiace na valiaci sa valec. Tiazovu silu potrebujeme rozlozit
na dve zlozky v zmysle volby suradnicového systému.

Riesenie:
Podla oznacenia na obr. zapiSeme vSetky netrividlne zlozky 1. a 2.
pohybovej rovnice:

ma = mgsin(a) —T (4.111)
0 = —mgcos(a)+ R (4.112)
I'e = rT, (4.113)
kde s € sme si oznacili uhlové zrychlenie,
dw
= —. 4.114
€=— (4.114)

Pri valivom pohybe plati, ze uhol, d¢, o ktory sa valec pootoci za ¢as dt udava
jeho drahu, o ktort sa posunie tazisko dx, rovni zodpovedajicemu obliku
povrchu valca,
do dx
rd¢ T = re=a ( )
Dosadenim do 2. pohybovej rovnice najdeme

=7 (4.116)
r

Tato, spolu s prvou rovnicou pre zrychlenie taziska predstavuju dve rovnice
s dvoma neznamymi - a a T'. Najdeme z nich potrebnu treciu silu,

Tgsin(a) _ T (4.117)

* : _ .2
I"(gsin(a) = T/m) =T — T m
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Minimélna hodnota koeficientu statického trenia je dan& potrebnou trecou
silou aby sa valec nepreklzal,

T = pminR = timinmg cos(a) (4.118)

kde sme vyjadrili silu reakcie z 1. pohybovej rovnice. Kombinaciou poslednych
dvoch rovnic nakoniec dostaneme

I*gsin(«)
2+ I /m fminng cos(a) (4.119)
b I* /(mr?) tan(a) B tan(a) (4.120)

L+ 1I%/(mr2) 147

Nakoniec si odvodime tvar momentu hybnosti (4.104), vychadzajic zo
vSeobecnej definicie (4.84)),

E::E)mmm@:zyWW4£wQW+@ (4.121)
= 7'mi" + (Z dmdy) x T + 7 x dei Zli—k deici; x (wX.422)

kde sme pouzili, Ze z rozdelenia polohy elementov na dve ¢asti, (4.106) ,
derivovanim podla ¢asu vyplyva aj podobné rozdelenie rychlosti,

T =0 + d (4.123)

a bodka oznacuje derivovanie podla ¢asu. Z (4.106]) zaroven vyplyva, zZe druhy
¢len vo vyjadreni momentu hybnosti je nulovy, pretoze po jej prenasobeni s
m; a spocitani cez ¢ mame

dm;7; = mrt+ dmid; (4.124)
2 2
> dmid; = Y dmii —mit =0 (4.125)

vzhladom na definiciu taziska. Derivovanim tejto rovnosti podla ¢asu pri-
deme na to zZe aj treti ¢len v je nulovy. Nakoniec posledny ¢len v
4.122)) sa uz upravi iplne rovnako ako moment hybnosti pre pevni os (4.87)-
[4.89) len s tym rozdielom, Ze vSetky veli¢iny st vzhladom na polohu taziska,
t.j. celkovo mame

L=/ xp+ "G+ L}, (4.126)

ako sme v uvode tejto kapitoly uviedli.
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Obr. 60: Celkovy (A) a detailny (B) pohl'ad na remenicu v kontakte s kladkou.
Farebne zvyrazneny element remenice je analyzovany z pohladu vSetkych
posobiacich sil od susednych elementov (F(¢) a F(¢+d)) a od kolesa kladky
(dR a dT).

4.7 Prenos sily remenicou

V mechanickych stistavich sa ¢asto prenasa silové posobenie pomocou reme-
nic, lan ¢i retazi. Pre lepSie porozumenie tohto silového posobenia uvazujme
remenicu pohanajicu kladku podTa Obr.[60] pricom remenica obopina kladku
na vzdialenosti urcenej uhlom ¢g.

Pre previazanie pohybovych rovnic kladky a telies uchytenych na reme-
nici niekde daleJ potrebujeme poznat sily, ktorymi sa napinané oba konce
remenice, F (0 (0) a (¢K) Vyslednu sily posobiacu na kladku, F a vysledny
moment sily posobiaci na kladku D.

Pre ich vyjadrenie budeme uvazovat sily posobiace na maly kusok reme-
nice. Jeho hmotnost si oznac¢ime ako dm = (m/l)rd¢, kde m/l je hmotnost
remenice na jednotku jej dizky, r je polomer kladky, a d¢ je uhol urcujuci
dlzku tohto kisku (Obr. [60] B.).

Pohybova rovnica pre tento kusok v radidlnom a tangencidlnom smere
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budu

dmag = dR(§) + (F(¢) — F(¢+d)) - €, (4.127)
dma, = —dT(¢)+ (F(¢) — F(¢+dg)) - & (4.128)

Priemet suc¢tu sil predchadzajiceho a nasledujiceho elementu remenice do
radidlneho smeru bude

(F(¢) — F(¢+dg)) - &, = —F(¢)do (4.129)
a do tangencialneho smeru bude
_ dF(9)
dg

Pri remenici budeme pre jednoduchost casto uvazovat, Ze jej hmotnost je
zanedbatelna. Znamend to, ze Tavé strany v rovniciach (4.127) a (4.128)) st
nulové a ich kombinéciou s poslednymi dvoma rovnicami najdeme

(F(¢) — F(¢+dg)) - & = ——do (4.130)

dR(¢) — F(¢)dp = 0 (4.131)

dF(¢) . _
—dT (o) + qub = 0 (4.132)

Integrovanim rovnice (4.132)) cez ¢ najdeme
Tk = F(¢x) — F(0), (4.133)

t.j. ze velkosti sil ktorymi je napinana remenica sa liSia o celkovi tangencidlnu
silu, ktorou posobi remenica na kladku. Tieto urcuja aj celkovy moment sily
posobiaci na kladu od remenice,

Dy = /OW rdT = r(F(6x) — F(0)). (4.134)

Vysledna sila posobiaca na kladku je dana stc¢tom reakénych sil na dT a
dR,

. PK
Fe — / &dT — €.dR (4.135)
0
Uvéazenim, ze

€ -1 = cos(¢) (4.136)
& -1 = —sin(e) (4.137)
€ -] = sin(¢) (4.138)
&-j = cos(¢) (4.139)

133



Najdeme

P i = ¢K—sin M — COs

Fei = [ —sino) 55 2o —cos(@)F(@)s (1.140)
— F(0)sin(0) — F(ox) sin(éx) (4.141)

LR,

Fej = /0 cos() 2 Lo —siné) ()0 (4.142)
= F(¢k)cos(¢pr) — F(0)cos(0) (4.143)

Rovnice (4.133] [4.134] |4.141|a[4.143)) predstavuji vztahy potrebné na prenos
sily a momentu sily medzi remenicou a kladkou za predpokladu, ze hmotnost
remenice mozno zanedbat.

7 uvedenej analyzy mozno najst aj podmienku preSmykovania remenice
po kladke. Najvacsia mozné trecia sila, ktord dokéze eSte branit preSmyku je
dana statickym koeficientom trenia,

dT = pdR (4.144)

Dosadenim do rovnic (4.131)) a (4.132)) a vylacenim dR najdeme diferencialnu
roviicu

dF(¢)

T pF(¢) =0 — F(¢) = F(0)e"? (4.145)

Maximalny prenaSany moment sily, pri ktorom este nedochadza k presmyku
remenice bude

Ditsnas = r(F () — F(0)) = rF(0) (¢ — 1) (4.146)

4.8 Zachovavanie hybnosti a momentu hybnosti sistavy
itt

Podobnost 1. a 2. pohybovej rovnice s 2. Newtonovym zakonom nam umozni

velmi l'ahko rozsirit zakon zachovavania hybnosti v stistave hmotnych bodov

uvedeny v kapitole [2.4]

Uvazujme dve telesi, ktoré na seba vzajomne silovo posobia, a inak na
ne iné sily neposobia. Potom méZzeme napisat ich pohybové rovnice

d d -

“5 = Fy, —L,=D 4.147
dtpl 215 di 1 12 ( )
d — d - —

— Py = I —Ly=D 4.148
dtp2 12, di 2 21 ( )
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Podobne, ako plati ﬁlg — ﬁzl, tak plati aj pre vzajomné posobenie momentmi
sil,

Dy = =Dy (4.149)

a preto spocitanim 1. pohybovych rovnic dostaneme zakon zachovania celko-
vej hybnosti

d . . .
E(m +Pa+...)=0 (1.150)

a spoc¢itanim 2. pohybovych rovnic zdkon zachovania celkového momentu
hybnosti

d /- -
= <L1+L2+...> —0 (4.151)

pre ststavu idedlne tuhych telies, na ktoré neposobia ziadne externé sily ani
externé momenty sil.

Priklad: Klasicky pripad, kedy sa prejavuje priblizné zachovavanie momentu
hybnosti st piruety krasokorculiarov. Kym méa krasokorculiar Siroko rozpa-
Zené ramend, otaca sa relativne pomaly, po ich pripazeni sa jeho rotacia
vyrazne zrychli. Vysvetlit to mozno tym, Ze na zac¢iatku mal viac svojej hmot-
nosti daleko od osi otacania, t.j. vi¢si moment zotrvacnosti I; a po pripazeni
sa jeho moment zotrvacnosti zmensil I, < I;. Nakol'ko moment hybnosti sa
v pripade kontaktu korcule na lade, kde je len velmi malé trenie, dost dobre
zachovava, bude

I
Liwy = Lws — wy = I—lwl > Wq. (4152)
2

4.9 Praca a mechanicka energia ideilne tuhého telesa

Definicia prace zostava rovnaka, ako bola praca konana na hmotnom bode,
t.].

W = / § F(t) - (t)dt (4.153)
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pri¢om praca je konana medzi ¢asmi t; a ty a ¥(t) je okamzita rychlost bodu
itt, v ktorom posobi sila ﬁ(t)

Pre pripad otdcania okolo pevnej osi je mozné vyjadrit prdcu pomocou
momentu sil, ktory roztacanie sposobuje a aktualnej uhlovej rychlosti,

—

W= /hF@yﬁﬂﬂxfﬁnﬁ (4.154)
_ Zﬁw@y(ﬂwxzqwmt (4.155)

— / ” D(t) - &(t)dt. (4.156)

Vzhladom na definiciu vykonu (2.102)), pre otac¢avy pohyb zaroven naché-
dzame z posledného vztah pre vykon momentu sily,

P=D-& (4.157)

Priklad: Idealny mechanicky prevod ﬁ cez kolesa s roznym polomerom pre-
nasa vykon bez straty, ¢o mozno vidiet z vysledkov (4.54) a (4.57)). Vykon
strateny v Tavom kolese v dosledku brzdenia

51,2 Wy = — D1 owy (4.158)
predstavuje vykon dodany pravému kolesu,

— . w
D271 Wy = D2,1w2 = 77D1’2;1 = DLle. (4159)

Na tuhé teleso sa mozno pozerat ako na systém hmotnych bodov, a preto
aj vysledky z dynamiky hmotnych bodov musia byt prenositelné na systém
itt. V dynamike hmotnych bodov sme nasli, 7e praca konana sa premiena na
mechanicki energiu a pripadne pracu konani proti trecim silam. UkaZzeme si
ako vyjadrit celkovii mechanicka energiu itt pomocou uz zavedenych veli¢in:
taziska, hmotnosti celého itt a momentu zotrva¢nosti.

183Vid napr. prevod v autidch na http://www.carbibles.com/transmission_bible.
html.
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Pouzijeme uz ndm znadme rozdelenie itt na hmotné elementy na miestach
7; = 7 + d; a s hmotnostami m;. Kineticka energia celého systému bude

1 ? 1 - 1 y
Be = Y 5dm =D pdmil i + dff =Y SdmilT + @160)
1 = =
= > gdmi (7 + d) - (7 + d) (4.161)

1 1 -
= Zm()+3 ;dmi\w x dj|? (4.162)

d _».
dt

kde sme v priebehu tprav vyuzili uz zndme identity

> dmi=m, > dmd; =0, di= & x d,. (4.163)

Nakoniec v poslednej rovnici rozdelime polohovy vektor elementu vzhladom
na tazisko na zlozku rovnobeZnu s rota¢nou osou a zlozku na fiu kolmn,

— — — —

di=diy+d,, ¢-diy=0, xdiy=0 (4.164)

kde € je v smere osi otd¢ania ndjdeme

1 1
Ey = Em(v*)2 + §I*w2, I" = ;dmid?,L (4.165)

Prvy prispevok k kinetickej energii sa nazyva aj kinetickd energia translac-
ného pohybu a druhy prispevok kinetickd energia rota¢ného pohybu. Kine-
tickd energia rotujuceho telesa kvantitativne popisuje beznu skisenost, Ze
roztoCit teleso s velkym momentom zotrvaCnosti nas stoji podstatne viac
prace ako roztocCenie telesa s malym momentom zotrvacnosti na rovnaka
uhlovi rychlost.

V pripade potencidlnej energie je situacia jednoducha len v pripade ho-
mogénnych silovych poli. V tomto pripade je celkova potencidlna energia
vyjadritelna len pomocou polohy taziska,

U= Z dm;gz; = mgz". (4.166)

i
V pripade nehomogénnych poli, napr. pri vodici s elektrickym pridom
nachadzajicom sa v magnetickom poli statora pri jednosmernom motore, st

potrebné zjednodusenia (priemerné silové pole) alebo komplikovanejsie, ¢asto
numerické vypocty.
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7 vyssie uvedeného tvrdenia, Ze pre systém itt plati rovnako energeticka
bilancia ako pre systém hmotnych bodov

W = AEy — W, (4.167)

kde W; je praca trecich sil, a Ze kinetickd energia kazdého itt ma dva cleny -
translac¢ni a rotac¢na.

Priklad: Po naklonenej rovine, s vyskovym rozdielom h, sa vali val¢ek. Aku
bude mat rychlost taziska po zideni z naklonenej roviny, ak jeho hmotnost je
m a polomer R, a na vrchu mal nulova rychlost? Moment zotrvac¢nosti valca
vzhladom na jeho rotatni os je I* = ImR2.

Riesenie: Na vrchu mal nulovi kinetick( energiu a jeho potencialna ener-
gia bol Uy = mg(h + R). Po zkotulani dole mal nulovi potencialnu energiu,
a jeho kineticka energia bola

1 1 1 1
Eyp = —m(v*)* + = I'w? = —m(v*)* + ~mR*wW? (4.168)
’ 2 2 2 4
Pretoze valc¢ek sa vali, medzi rychlostou jeho taziska a uhlovou rychlostou
bude platit v* = wR, a teda kinetickd energia sa d& upravit na
3 *\2

Ey = Zm(v )°. (4.169)
KedZe v zadani iné sily okrem gravita¢nej neboli spominané, praca vonkajsich
aj trecich sil bude nulova a dostavame

0 = AE=FEyy— Eyy =By — U, (4.170)
3
0 = Zm(zf")2 — mgh (4.171)
4gh
v o= —% (4.172)

Ak by sme nedosadili konkrétny tvar momentu zotrvacnosti, nasli by sme

. 2gh
U—Mﬂjmﬁﬁ (4.173)

Cim je va&Si moment zotrvacénosti v pomere k mR2, tym bude rychlost va-
lenia sa val¢eka na konci mensia. Interpretacia tohto je také, 7e vécSia cast
potencidlnej energie sa meni na rota¢nu kinetick energiu, a len jej mensSia
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Obr. 61: Zakladny model harmonického oscilatora sa sklada z gulicky s
hmotnostou m, uchytenej na pruzine s tuhostou k. Pri vychyleni z rovno-
vaznej polohy o vychylku z(t) bude na gulicku posobit od pruziny sila ﬁ,
orientovana proti tejto vychylke.

¢ast ostane na transla¢nd, t.j. aj posuvna rychlost. Pomer I*/(mR?) presne
zodpoveda pomeru rotacnej a translacnej kinetickej energii pri valivom po-
hybe.

5 Kmitanie

5.1 Pohybova rovnica netlmenych kmitov

V mechanike kmitanim nazyvame typ pohybu, ktory je désledkom dvoch veci
- existencii sily, ktord posobi vzdy smerom k rovnovaznej polohe, a zotrvac-
nej vlastnosti latky. Vysledkom je periodické striedanie nenulovej vychylky
stradnice a nenulovej rychlosti telesa. Pozname aj iné ako mechanické kmi-
tania, napriklad kmitanie elektrického pridu a napétia v elektrickych ob-
vodoch, a s tym suvisiacich elektrickych a magnetickych poli. Matematicky
popis tychto kmitov je velmi podobny tym mechanickym, a preto dobré po-
rozumenie jedného modelu kmitania ndm umozni rychlo chépat o ¢o ide pri
roznych kmitajicich fyzikidlnych systémoch.

Budeme studovat model, ktory sa nazyva harmonicky oscilator. Jeho fy-
zikdlna realizacia predstavuje hmotné teleso uchytené na pruzine, ktora je
charakterizovana tuhostou k (Obr. [61)). Sturadnicu telesa si oznaéime ako z,
a jej pociatok si zvolime v polohe, ked na teleso neposobi sila od pruziny, t.j.
ked je pruzina v uvolnenom stave.
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Pouzitim 2. Newtonovho zadkona najdeme rovnicu pre kmitanie v tvare
mi = —kx (5.1)

Sila, posobiaca na teleso nie je konstantnd, a preto pohyb celkom isto nebude
rovnomerne zrychleny. Rovnica je diferencidlna rovnica, kde neznamou
je celéa funkcia z(t). Tato diferencidlna rovnica hovori - siradnica bude takou
funkciou ¢asu, Ze ked ju dva krat zderivujeme, dostaneme ta ista funkciu
Casu, len prenasobent zapornou konstantou —k/m.

Dosadenim sa Tahko presvedéime, Ze rieSenim tejto rovnice je funkcia

x(t) = Acos(wt + ¢y) (5.2)
kde A a ¢, st Tubovolné ¢isla a

k

Zmysel parametra A je amplitiida kmitov - predstavuje najvac¢siu dosaho-
vani hodnotu stiradnice pocas kmitania, nakolko —1 < cos(¢) < 1. Pretoze
stiradnica ma rozmer dizky, rovnaky rozmer musi mat aj amplitada.

Vyraz v argumente funkcie cos, ¢(t) = wt + ¢o sa nazyva fdza, pre-
toze podla jeho hodnoty sa kmitanie nachédza v roznej faze vychylky: pre
o(t1) = wty + o = 0, t.j. pre ¢as t; = —¢p/w je vychylka maximélna a rovna
amplitude, pre ¢(ty) = wty + g = 7/2, t.j. pre ¢as to = (71/2 — ¢g)/w je
vychylka nulova, teleso prechddza cez rovnovaznu polohu a.t.d. Samotné ¢q
mé vyznam pociatocnej fdzy, t.j. hodnoty fazy pre ¢as t = 0.

Kosinus je funkcia s periddou 27 a preto sa suradnica bude opakovat ak
¢as narastie o periddu T' dant rovnicou,

d(t+T)—o(t) = 2r (5.4)
(Wt +T)+ ¢o) — (Wt+¢o) = 27 (5.5)
T o= %” (5.6)

w sa nazyva uhlovou frekvenciou a vyjadruje zmenu fazy za jednotku casu

Ag(t)
= : 5.7
w ; (5.7)
Frekvencia periodického pohybu udava pocet zopakovani pohybu za jed-

notku ¢asu, t.j. pocet zmien fazy o 27 za jednotku casu,

A/ _ w
f==7A "o (58)
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Jednotka frekvencie je [f] = s™' no v praxi sa nazyva aj 1 Hertz, 1Hz = 157!

Podobne, ako to bolo pri rovnomernom pohybe, aj pri kmitani mame dve
podiatoéné podmienky - pociato¢ntt polohu zy = x(0) a pociatoéni rychlost
telesa vy = #(0). Zadanim tychto dvoch su parametre A a ¢ jednoznacne
uréené,

rg = Acos(¢y), (5.9)
vo = —Awsin(gyp). (5.10)

Amplitadu ziskame spocitanim kvadratov tychto rovnic,
2 V)% o 2 - 2

o+ (7 = A% (cos*(¢) + sin(¢)?) (5.11)

A = /22 + (vo/w)?, (5.12)

a fazu ich predelenim,

Vo

t = —— 5.13
an(¢o) oty (5.13)
¢ = —tan? (ﬂ) +7mm, m =0 alebo 1 (5.14)
WX
Hodnoty m = 2,3,.. alebo m = —1, — 2,.. netreba uvazovat, lebo cos() je

periodicka funkcia s periodou 27, a teda napr. m = 2 je rovnaké rieSenie ako
m = 0.

Celkovo teda vidime, ze funkcia v tvare je rieSenim pohybovej rov-
nice harmonického oscilatora , pricom vSetky konStanty st v nej jedno-
znacne urcené az zadanim dvoch pociatocnych podmienok. Poznamenajme,
ze potreba dvoch podiato¢nych podmienok pre jednoznac¢nost rieSenia priamo
suvisi s pritomnostou druhej ¢asovej derivacie v tejto diferencidlnej rovnici.

Priklad: Najdite hodnotu pociatocnej fazy pre situacie ked (a) xo > 0 a
vg =0, (b) g < 0awvy=0, (C) x0:Oav0>0a(d) o =0a vy <O0.

Riesene:
(a) V rovnici ((5.14)) je tan='(0) = 0, vezmeme m = 0 t.J. ¢ = 0 a vychylka
bude z(t) = Acos wt)
(b) V rovnici ) je tan=1(0) = 0, ale vezmeme m = 1 t.j. ¢g = 7 a vy-

chylka bude a:( ) Acos(wt —i— 7T) = — A cos(wt).

(¢) V rovnici ) je tan~!(400) = m/2, vezmeme m =0 t.j. ¢ = —7/2 a
vychylka bude :17 = Acos(wt — w/2) = Asin(wt).

(d) V rovnici ) je tan~1(—o0) = —7/2, vezmeme m = 0 t.j. ¢ = 7/2 a
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vychylka bude z(t) = A cos(wtm + m/2) = —Asin(wt).

Priklad: Ak na silomer zavesime zavazie s neznamou hmotnostou, tak sa
predlzi o Al = lem. Aka bude perioda kmitov tejto zatazi, ak do nej jemne
Stuchneme?

Riesenie: Nakolko sa silomer predlZuje, na zavazie posobi okrem sily od
pruziny, F' = kAl aj konStantnd tiazova sila Fy, = mg. Nech y je stradnica
taziska telesa uchyteného o pruZinu v jej uvolnenom stave a nech suradnica
narastid v smere vertikalne dole. Pohybova rovnica pre teleso bude

my = —ky + mg (5.15)

V prvom kroku vyrieSime rovnovaznu situaciu, ked predlZenie pruziny, t.j. y
je rovné Al a siradnica sa nemeni, t.j. y = 0 a teda aj § = 0,

0=—kAl—|—mg—>k:7Z—? (5.16)

V druhom kroku zavedieme posunuti suradnicu vzhladom na toto rovno-
vazne Vysunutie[ﬂ

y=Al+x—y=2 (5.17)
pomocou ktorej prepiSeme pohybovi rovnicu,
mi = —k(Al+x) + mg = —kx (5.18)

t.j. tvar rovnice harmonického oscilatora (5.1)), a preto rieSenie bude vyzerat
presne rovnako ako 1} Specidlne pre tuto tdlohu, periéda kmitov bude

2 N
T =222 on, /% = 21| = ~ 6,28V103 = 0,25 (5.19)
w g

192 je v tomto pripade len nazov novej stradnice, neide o Ziadnu “zmenu smeru” v zmysle
oznacenia kartézskych siradnic.
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Priklad: Teleso s hmotnostou m = 1kg je uchytené na rotacnej osi vo vzdia-
lenosti d = 10cm od svojho taziska. Jeho moment zotrva¢nosti vzhladom na
jeho fazisko je I* = 5.10%kg.m?. Ak4 bude frekvencia jeho malych kmitov
okolo tejto rotacnej osi umiestnenej vodorovne v homogénnom gravita¢nom
poli?

Riesenie: Vyjdeme z 2. pohybovej rovnice tohto telesa pre otacanie okolo
pevnej osi

Ié = D, (5.20)
(I* +md*)&c = —dmgsin(a) (5.21)
pre malé vychylky uhlu « pouzijeme Taylorov rozvoj funkcie sin(a) pricom
¢leny vysSie ako linearny zanedbame,
ob
sin(a):a—y—i—...%a (5.22)

a teda najdeme rovnicu kmitov uhlu a v tvare

dmg

L amg 9
v B (5.23)
ktora pri porovnani s (5.1) a (5.2)) méa rieSenie
(t) = Acos(wt + ¢) drmg (5.24)
a(t) = Acos(w w=1— .
’ I* + md?

a teda frekvencia malych kmitov bude

1 dmg
= — 4/ —"  —13s7! 5.25
/ 2\ I* + md? 798 ( )

5.2 Mechanicki energia harmonického oscilatora

Harmonicky oscilator predstavuje translacny kmitavy pohyb telesa, ktorého
kineticka energiu vieme vyjadrit nasledovne

Ey, = —m(i)? (5.26)
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Pre silové posobenie od pruziny mozno zaviest potencidlnu energiu (vid pri-

klad v Sec. [2.6.3)),

Ux) = %kx? (5.27)

Pokial harmonicky oscilator volne kmité, a nepdsobi sa nan uz ziadnou inou
silou, bude sa jeho celkova mechanickd energia zachovavat,

Ey, = E,+U. (5.28)

Hoci je tento sticet v kazdom okamihu ¢asu nemenny, jednotlivé jeho stucasti
- kineticka a potenciidlna energia sa v ¢ase menia,

2
Ex(t) = %m (%A cos(wt + ¢o)) = %meAQ sin®(wt + ¢g) (5.29)
Ut) = %k‘AQ cos?(wt + ¢g) = %m(,uQA2 cos?(wt + ¢p) (5.30)

Priebeh hodnot kinetickej a potencidlnej energie je zobrazeny na obr. |62 od
kial vidime, Ze aj ich hodnoty kmitaja, pricom ked je jedna maximalna,
druh& je nulova tak, 7e ich stcet je v kazdom okamihu ¢asu rovnaky,

1
E,=E(t)+U(t) = §mw2A2 (5.31)

Mozno teda hovorit, Ze po¢as kmitania sa premienia potencidlna energia na
kineticka a spét.

5.3 Komplexné cisla

Aritmetika komplexnych éisiel sa vyhodne pouziva pri rieSeni mnohych prob-
lémov spojenych s kmitanim, ¢i uz je to v mechanickych alebo elektrickych
stustavach. Preto v tejto podkapitole v stru¢nosti zhrnieme to, ¢o je potrebné
o komplexnych ¢islach vediet a v nasledovnej Casti si ukazeme, ako ich mozno
vyuzit pri rieSeni pohybu harmonického oscildtora z predchadzajicej Casti.
Néasledne vyuzijeme komplexna aritmetiku na rieSenie aj komplikovanejsich
iloh - tlmeného a budeného harmonického oscilatora.

Prirodzené ¢isla, N = 1,2,3,... predstavuju mnoZinu spocitatelnych ob-
jektov, st ndm intuitivne jasné, rovnako ako operacie spocitavania, odpoci-
tavania, nidsobenia a delenia medzi nimi. Kym spocitavanie a nasobenie [u-
bovolnych dvoch prirodzenych ¢isiel da ako vysledok opét prirodzené ¢islo,
odpocitavanie a delenie nedaji. Napr. rovnica

r=2-3 (5.32)
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Obr. 62: éasovy priebeh kinetickej a potencialnej energie harmonického osci-

latora pre ¢y = 0. V priebehu kmitov sa tieto menia tak, Ze ich stucet ostava
stale nemenny.
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nema rieSenie v mnozine prirodzenych ¢isel, a preto rozsirujeme prirodzené
¢isla na disla celé, Z = 0,41, +2,... Podobne je to s delenim, rovnica

r=5:3 (5.33)

nemé rieSenie v mnozine celych ¢isel, a preto ich rozSirujeme na mnozinu
racionalnych ¢isel, ako €isiel, ktoré vieme napisat ako podiel n: m = - kde
n je celé ¢islo a m je prirodzené cislo. Reélne cisla predstavuji rozsirenie
mnoziny ¢isel tak, aby napr. rovnica

7 =2 (5.34)

mala rieSenie, nakolko /2 nedokazeme napisat v tvare zlomku, t.j. nie je
raciondlne ¢islo.

Touto matematickou prechadzkou prichddzame k rozSireniu az na kom-
plexné ¢isla. Komplexné ¢isla predstavuji rozsirenie mnoziny realnych cisiel
tak, aby aj rovnica

22 =1 (5.35)

mala rieSenie v tejto mnozine ¢isel. Ukazuje sa, Ze toto mozno zaviest prida-
nim jediného znaku ku mnozine realnych ¢isiel, imaginarnej jednotky,

1 =v—1. (5.36)
Lubovolné komplexné ¢islo potom vieme napisat v tvare
z =+ 1y, (5.37)

kde x a y st readlne ¢isla, a nazyvame ich redlna a tmagindrna ¢ast komplex-
ného ¢isla

r=R{z}, y=S{z} (5.38)

Okrem uz rozsirenych operacii +,-,. a : zavadzame aj tzv. komplexné
zdruzenie ¢isla, ktoré ¢islu z = x + 4y priradi ¢islo

2*=x —y. (5.39)
Velkostou komplexného ¢&isla budeme nazyvat redlne ¢islo
|z] = V& +y? = Vzzr (5.40)

Okrem zapisu cez zlozky x a y moZeme I'ubovolné komplexné ¢islo napisat
aj v tvare

2 = || (cos(@) +isin(9)), @ =||cos(d), y=l|[sin(@)  (5.41)
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Obr. 63: Komplexné ¢islo dokdzeme reprezentovat bodom v rovine. Na z-
ovl os vyznacujeme jeho reldlnu ¢ast, na y-ovi os jeho imaginiarnu cast. V
analogii s vektormi ho nasledne dokazeme zapisat pomocou jeho velkosti a
uhla, ktory zviera spojnica bodu s pociatkom s osou .

kde ¢ € (0,2) je fdza komplexného Eisla (Obr. [63).
Uvedent kombindaciu funkcii cos a sin tiez oznac¢ujeme ako exponencidlnu
funkciu s imagindrnym argumentom,

" = cos(@) + isin(e). (5.42)

Rovnica sa nazyva Fulerova identita, a treba ju chapat ako rozsirenie
exponencialnej funkcie redlnej premennej e*. Uvazenim pravidiel derivovania
goniometrickych funkcii a derivovanim rovnice sa lahko presved¢ime,
ze podobne ako realna funkcia e®, aj jej komplexné rozgirenie splita zakladnt
vlastnost exponencialnej funkcie (Ze je derivaciou samej seba),

d , ,
¢ _ ;10
—e¥ =1e’. 5.43
o (543
Komplexné ¢islo mdézeme pomocou Eulerovej identity zapisat v tvare
z = |z]e", (5.44)

¢o budeme vyuzivat pri rieSeni kmitov. Podobne sa tento tvar pouziva aj pri
rieSeni elektrickych obvodov so zdrojmi striedavého napétia a pradu.

Priklad: Presved¢ime sa, ze Eulerova identita (5.42)) je v suhlase so stucto-
vymi vzorcami pre goniometrické funkcie. Priamo z vlastnosti exponencialnej
funkcie nachadzame,

Ot = e = (cos(a) +isin(a)) (cos(B) + isin(3)) (5.45)
= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(8) + 7 (sin(a) cos(5) + cos(a) sithh3)
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Na druhej strane, z definicie exponencialnej funkcie a pouzitim sictovych
VZOrcov,

OB = cos(a+ B) + isin(a + 3) (5.47)
= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + ¢ (sin(«) cos(B) + cos(a) siph318)

a teda oba postupy veda k identickému vysledku.

5.4 Harmonicky oscilator s komplexnou aritmetikou

RieSenie harmonického oscilatora predstavuje redlnu cast funkcie
2(t) = Ae™', A= Ae. (5.49)
Kde A predstavuje komplexnti amplitadu. Tmaginarna ¢ast z(¢),
y(t) = 3{z(t)} = Asin(wt + ¢g) = A cos(wt + ¢g + 7/2) (5.50)

predstavuje tiez rieSenie rovnice , len s posunutou fazou o 7/2. Lahko
sa mozno presvedéit, Ze aj z(t) je tym padom rieSenim pohybovej rovnice
harmonického oscilatora, aj ked toto rieSenie je formélne, lebo predstavuje
komplexni vychylku. Vo vSeobecnosti, rovnica harmonického oscilatora patri
medzi tzv. linedrne rovnice, pre ktoré plati, Ze ak = aj y sa jej rieSeniami,
potom aj z = a;x+asy je jej rieSenim pre lubovolné ¢isla a; a as. Okrem toho
je to rovnica s realnymi koeficientami, a preto ak je jej rieSenim komplexna
funkcia z(t), potom je jej rieSenim aj k nej komplexne zdruzena funkcia z*(t),
a preto aj len jej realna cast,

2(t) + (1)
=

2(t) = R{z(t)} = (5.51)

¢o je to, ¢o nés v kone¢nom dosledku zaujima.
Vyhodou hladania rieSenia v tvare (5.49) je velmi Tahké derivovania tejto
funkcie,
2(t) = dwz(t), (5.52)
t) = (iw)?z(t), (5.53

t.j. derivovanie je obycCajné nasobenie faktorom iw.
Postup pri pouzivani komplexnej aritmetiky bude nasledovny:
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1. PrepiSeme rovnicu do komplexnej stiradnice

mz = —kz (5.54)

2. Hladame jej rieSenie v tvare
2(t) = Ae™", (5.55)

kde A a w s komplexné parametre, ich dosadenim najdeme podmienky

na ne kladené rovnicou (5.54).

3. Najdeme redlne riesenie ako redlnu ¢ast komplexného,

o(t) = R{=(t)} (5.56)

4. Ostavajice parametre nastavime podla pociato¢nych podmienok.

Tento postup pouzity na harmonicky oscilator je

mz = —kz (5.57)

—w'mAde™ = —kAe™! (5.58)

o w=+k/m (5.59)

z(t) = R{Ae ™"} = Acos(wt + ) (5.60)

kde ¢q je faza komplexného ¢isla A a A jeho velkost.

5.5 Tlmeny harmonicky oscilator

Tlmeny harmonicky oscilator predstavuje model oscilatora, ktorého pohyb
je tlmeny trenim timernym jeho rychlosti. Ide teda o typ Stokesovho trenia,
ako sme sa s nim stretli v kapitole Pohybové rovnica teda nadobudne
tvar

mi = —kx — i (5.61)

Opaét ide o linedrnu diferencidlnu rovnicu s realnymi koeficientami, a preto
pouzijeme komplexnii aritmetiku. RieSenie hfTaddme v tvare ([5.55), dosade-
nim néjdeme

—mw? Ae™" = —kAe™" — iywAe™ (5.62)
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Samotné z(t) = Ae™" mozno vykratit, a pre parameter w najdeme kvadra-
ticka rovnicu

0 = mw?—iyw—k (5.63)
e SN L SRRy S AR
Wiz = g + e B i £\ wi — P2, (5.64)

kde sme zaviedli oznadenia

K
wo = \/% B=5- (5.65)

Uhlovi frekvenciu wy budeme nazyvat vlastnou frekvenciou harmonického
oscilatora, a predstavuje uhlova frekvenciu, ktorou by oscilator kmital, ak by
nebol tlmeny.

Realne riesenie dostaneme po dosadeni,

2(t) = R{ AP0 FEVWE—Y — AeP cog(y /w2 — B2t + ¢p) (5.66)

Tento priebeh pre [ < wy a ¢g = 0 je pre nazornost ukdzany na obr.
7 vysledku vidime, Ze vychylka bude postupne klesat k nule kvoli exponen-
cidlnemu klesajicemu faktoru

e Pt (5.67)

Pre odhad casovej skaly poklesu vychylky, jej tlmenia, sa zavadza relazacnij
cas T ako Cas, za ktory amplitida klesne na 1/e-ndsobok jej pociatocnej
hodnoty,

z(r) = 1:1:(0) (5.68)

e
Ae™PT ~ Ale =1 = % (5.69)

Cas medzi dvoma nasledujtcimi prechodmi rovnovaznou polohou z rovnakej
strany mé povod v nulovych bodoch kosinusu, a nazyvame ho podobne ako
pri netlmenych kmitoch periédou 7T,

2
7= (5.70)

V=
aj ked v tomto pripade o periodicky dej neide. Kym je splnend podmienka

wo > B, (5.71)
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Obr. 64: éasovy priebeh vychylky tlmeného harmonického oscilatora s kon-
krétnou volnou ¢y = 0 a f = 1/(27). Relaxa¢ny ¢as mozno okrem poklesu
relativnej vychylky x/A na 1/e aj pomocou prieniku doty¢nice k exponen-
cidlnej obélke v t = 0 s ¢asovou osou.
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dochédza k néarastu periédy s narastajicim tlmenim. Tento rezim sa nazyva
podkritické tlmenie. Pri vySSom tlmeni, t.j. ked

wy < B, (572)

diskriminant v rovnici (5.64) sa stane zapornym a rieSenie bude mat ¢isto
exponencidlne klesajuci charakter,

2(t) = Ae” BTV =R cog( gy ), (5.73)

V takomto rezime hovorime o nadkritickom tlmeni. Pre kritickii hodnotu
tlmenia 8 = wy dochadza k tzv. singularnemu pripadu, ked vo forme rieSenia
sa zredukuji dve mozné rieSenia len na jedno, ¢o nie je postacujice
pre splnenie dvoch podiatoénych podmienok. D4 sa ukazat, Ze v kritickom
rezime je rieSenim

z(t) = (A+ Bt)e ™ (5.74)

kde A a B st dva [ubovolné parametre, ktoré mozno nastavit podla poza-
dovanych dvoch pociatoénych podmienok.

V technickej praxi sa Casto stretdvame s neziadicimi spontannymi osci-
laciami kvoli nahodnym externym vzruchom. Ak chceme, aby tieto oscilacie
zanikli ¢o najrychlejsie, je potrebné ich nastavit do rezimu kritického tlmenia.
Toto sa vyuziva napriklad pri anal6govych rucickovych meracich pristrojoch,
aby sa rucicka ustalila na meranej hodnote ¢o najrychlejsie.

Priklad: Vychylka tlmenych kmitov ma v8eobecny tvar z(t) = A exp{—[t} cos(wt+
®), B < w. Najdite fazu ¢ a amplitidu A tak, aby poc¢iato¢na vychylka bola
T a pocdiatocna rychlost vy = 0.

RieSenie:

z(t) = Ae P cos(wt + ) (5.75)

i(t) = —pAe P cos(wt+ ¢) — Ae Pwsin(wt + @) (5.76)

z(0) = Acos(o) (5.77)

vo = 0=2(0)=—FAcos(¢) —wAsin(¢p) (5.78)

— tan(¢) = —f/w (5.79)

— cos(¢) = ! = ! (5.80)

1+ tan(¢)? /1 + (52/w?)
— A =1/ cos(p) = x9\/1+ 52/w? (5.81)
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Priklad: Aké je dolné ohranic¢enie koeficientu tutlmu [, ak pred druhym pre-
chodom rovnovazej polohy bola velkost vychylky maximéalne xy/2? UvaZzujte
podiatofné podmienky zy # 0, vy = 0.

Riesenie: Koeficient atlmu bude minimalny, ked bude vychylka presne
rovna o/ 2:

2(T/2) = zo\/1+ 2/w2e P12 cos(wT /2 — atan(B/w))
zo\/1 + 2 /w2e P12 cos((2m)T)T /2 — atan(B/w))

= 20v/1+ B2/w2e PT/2(—1) cos(—atan(B/w))

1
= zo/1+ B2 we TP ———
’ / V1+ B2

= ﬂvoe’ﬁT/2
— In(z(T/2)/xy) = —pT/2

In(1/2) = —AT/2— §— 202

. : 2ln2 __ 2
a teda vysledok je 8 > =5= = 21In 2%

Priklad: Nech kriticky tlmeny oscilator ma pociato¢nt vychylku xzy a po-
¢iato¢nu rychlost nulovi. V akom c¢ase prejde vychylka prvy krat nulovou
polohou?

Riesenie: PouZijeme tvar rieSenia s predpisanymi pociatoénymi
podmienkami

g = (A+ B.0)e =4, (5.82)
v(t) = d—t:p(t) = —B(A+ Bt)e™? + Be™# (5.83)
0 = v(0)=—-pA+B=—pxg+ B — B = fx (5.84)
z(t) = zo(1— Bt)e (5.85)
0 = 20(1— Bty)e P (5.86)
b = (5.87)

0o — ﬁ, .
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t.j. nulovou hodnotou prejde presne v pol¢ase ttlmu.

5.6 Budeny harmonicky oscilator
5.6.1 Pohybova rovnica

Pod budenym harmonickym oscilatorom rozumieme model tlmeného har-
monického oscilatora, na ktory posobi periodickd vonkajsia sila. Tato kona
pracu, dodava mu energiu, a preto si vysledkom ustalené oscilacie. Ampli-
tiuda tychto oscilacii silne zavisi na tom nakolko je frekvencia budiacej sily
blizka frekvencii vlastniyjch kmitov oscilatora. Pri ich priblizeni dochadza k
rezonancii. Tento jav hra klti¢ova ulohu pri ndvrhu mechanickych systémov,
ale aj na prvy pohlad znac¢ne vzdialenych problémoch ako je absorpcia svetla.

Ak na tlmeny harmonicky oscilator posobi vonkajsia sila, pohybova rov-
nica dostane dalsi ¢len,

mi = —kx — i + F(t). (5.88)

Predpokladame, 7e sila F'(t) ma periodicky charakter. Je mozno analyzovat aj
vSeobecny periodicky signél pomocou tzv. Fourierovych radov, alebo dokonca
aj kone¢ny (a teda neperiodicky) impulz sily pomocou Fourierovho integralu
alebo Laplaceovej transformacie. Ich zakladom je zloZenie signalu z viacerych
harmonickych, a jeden taky harmonicky priebeh sily budeme analyzovat tu,

F(t) = Fysin(wt), (5.89)

kde Fjy je amplitada sily, w jej frekvencia, a funkciu sin sme zvolili preto, aby
sila v ¢ase t = 0 bola nulova a spojito sa od tohto okamziku menila.

5.6.2 RieSenie pohybovej rovnice

Pretoze pouZzijeme opédt komplexnu algebru, prepiSeme budiacu silu do tvar
F(t) = FyR{e'@t-/2} (5.90)

a samotna pohybova rovnica pre komplexnu vychylku bude
mi = —kz — vz + Foet@t=/2), (5.91)

Reélne rieSenie, ktoré nas zaujima, ziskame hladanim realnej ¢asti tejto rov-
nice.
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Komplexné rieSenie hladame v tvare
2(t) = Ae™', (5.92)

s rovnakou uhlovou frekvenciou ako mé budiaca sila. Toto umozni vykratit
exponencialny faktor z celej rovnice a teda najst rieSenie rovnice. De-
rivovanie da nasobenie faktorom iw, ¢im po upravach dostaneme rovnicu pre
komplexni amplitadu

F )
O/m 6—7,7r/2

A=
wi — w? + 2iwp

: (5.93)

kde sme znovu zaviedli oznacenie 8 = v/(2m) a wy = /k/m. Menovatel je
komplexné ¢islo, ktoré prepiSeme pomocou jeho amplitiudy a fazy,

wy — w® + 2w = \/(w(Q) — w?2)2 + 4B%0%" (5.94)
2w

0=tan' ( 5.95

an (wg_w2>+m7r (5.95)

Pretoze imaginarna ¢ast tohto ¢isla je vidy kladna, 26w > 0, musi byt uhol
0 € (0,m), a teda ak pre m = 0 vychadza 6 < 0, musime vziat vypocet uhlu
sm=1

5.6.3 Charakter rieSenia

Reélne rieSenie dostaneme ako realnu cast komplexného, ¢o mozno pomocou
predchadzajucich uprav spravit celkom jednoducho,

F()/m
V(W2 — w?)? + 4320?

Vysledok predstavuje harmonické kmity vychylky, s frekvenciou rovnou frek-
vencii budiacej sily, no vychylka zaostava sa silou o fazovy posun 6(w) > 0,
dany rovnicou (5.95). Ako vidiet z grafu fazového posunu 6(w) (Obrl6)),
vychylka kmitov oscilatora zaostava za vychylkou budiacej sily, pricom tato
zavislost je monotonna, pre malu frekvenciu budenia je toto zaostavanie malé,
vychylka kmité takmer vo faze zo silou. Pre velké frekvencie mechanicky os-
cilator “nestiha” za silou a zaostava takmer o 7, t.j. ked je sila maximalna a
kladna, vychylka je maximalna a zaporna, t.j. ide takmer v protifaze voci sile.
Pri rezonancii fazovy posun prechiadza cez hodnotu /2, t.j. ked je sila ma-
ximéalna, vychylka prechadza nulou. Tento prechod, medzi 0 a 7 predstavuje
takmer okamzity skok, ak je tlmenie oscilatora § velmi malé.

z(t) = R{AeOF7/2 vty —

sin(wt — O(w)). (5.96)
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Obr. 65: Faza komplexnej amplitidy budeného harmonického oscilatora sa
meni v zévislosti od frekvencie budenia od 0 po 7, priCom najméi pre nizke
hodnoty tlmenia 3 ide prakticky o “prepnutie” medzi tymito dvoma hodno-
tami pri frekvencii rovnej vlastnej frekvencii oscilatora.
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Obr. 66: Zavislost amplitidy budeného harmonického oscilatora od frekvencie
budenia. Ak sa frekvencia blizi k vlastnej frekvencii oscilatora, wy, potom
amplitida nadobuda velké hodnoty. Hovorime, Ze pri w = wg dochadza k
rezonancii. Rezonancia je vyraznejSia pre malé hodnoty koeficientu utlmu .
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Zavislost amplitidy od frekvencie budenia ma nemonoténny charakter
(Obr. , ktory vykazuje vyrazné maximum pri frekvencii rovnej vlastne;j
frekvencii oscildtora. Tomuto javu hovorime rezonancia. Takyto extrémny
narast amplitady znamené, Ze aj mald amplitada budiacej sily, pokial je jej
frekvencia rovna vlastnej frekvencii, dokaze vyvolat velmi velké vychylky.

Priklad: Priklady rezonancie vo svete okolo nas st mnohé:

Pri hojdani dietata na hojdacke staci, ak do nej jemne $tuchame, no
presne v periddach, ako sa hojdacka sama chce kyvat, a po ¢ase dosiah-
neme velmi vel'ké kmity.

Mosty budené pravidelnym pohybom, ak v sebe obsahuje aj vlastnu
frekvenciu kmitov mosta, sa mozu natol’ko rozkyvat, Ze pride az k ich
destrukcii.

V aute, pri urditych otackach motora zrazu pocCujeme velmi vyrazné
vibracie niektorej mechanickej ¢asti - frekvencia otacok motora sa rovna
vlastnej frekvencii tej ¢asti, a hoci prepojenie motor-mechanicky diel je
nepriame a slabé, kvoli rezonancii dochadza k velkym kmitom.

Pri prijimani radiového signélu nastavujeme rezonanc¢ni frekvenciu LC-
obvodu (obvod s kondenzatorom a cievkou) na frekvenciu, na ktorej je
vysielané. Pri vyladeni aj chabé posobenie radiovych vin vynuti kmity
pradu v obvode, ktoré tipravou a naslednym zosilnenim daja pocutelny
signéal.

Ak prechadza biele svetlo, ktoré obsahuje 8iroké spektrum frekvencii
elektromagnetickych vin, cez latku, niektoré frekvencie v iom po pre-
chode celkom vymiznt z priamo prechédzajiceho svetla a bo¢né rozpty-
lené svetlo tieto frekvencie naopak obsahuje v zvy$enom mnozstve. Ide
o rezonanc¢ni absorpciu a emisiu svetla. Latka, napr. molekuly, maji v
sebe elektrony a kladné jadra. Elektrické pole elektromagnetickej viny,
ktoré osciluje s frekvenciami aké sa vo svetle nachadzaju posobi na elek-
trony aj jadra budiacou silou a vynucuje ich oscilaciu. Ulohu pruziny
tu hraju sily elektrostatického pritahovania elektronov a jadier spolu
s kvantovomechanickym popisom ich pohybu, no podstata je rovnaka
ako pri tu analyzovanom mechanickom harmonickom oscilatore.
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5.6.4 Priemerny vykon dodavany oscilatoru

Este Castejsie ako so zavislostou amplitiady kmitov od frekvencie pre oscilator
sa pracuje s energiou absorbovanou oscilatorom za jednu periodu (frekvencie
budenia), t.j. priemernym vykonom

P % /O " R0t (5.97)

Vypocet tohto integralnu je Tahky, ide len o goniometrické funkcie ¢asu, no
samotna algebra je trochu narocnejSia a preto si tu uvedieme kompletny
postup,

. Fo/m
z(t) = cos(wt — f(w))w 5.98
) = o ot — () (5.95)
1 (T F? sin(wt) cos(wt — O)w
p =[] :
T'Jo m /(g —w?)? + 45%w? (5:99)
1 [T Fg sin(wt) (cos(wt) cos(f) + sin(f) sin(wt)) w
Ty m V@R =) A (5100

kde sme pouzili stictovy vzorec pre kosinus. Integral cez periédu zo sucinu
. 1.
sin(wt) cos(wt) = B sin(2wt) (5.101)

da nulu (plocha pod funkciou sin cez dve periody). Integral cez periodu zo
sucinu,
1 — cos(2wt)

5 (5.102)

sin?(wt) =

da nenulovy prispevok len kvoli konstantnému ¢lenu 1/2; druhy oscilujici
¢len da opét nulu,

r T
/ sin?(wt)dt = ) (5.103)
0

Ku koncovej tiprave este vyjadrime sin(f) pomocou vztahu ((5.95))

: sin(6) 1

sin(f) = = 5.104

Y Vcos2(0) +sin?(0) /1 +ctg?(9) ( )
28w

- e (5.105)
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¢im najdeme vysledny vztah pre priemerny absorbovany vykon

B F02 Buw?

P
m (wd — w?)? + 452w?

(5.106)

V praktickych pripadoch rezonancie byva tlmenie S velmi malé, t.j. 8 < wy,
kedy odvodenéa zévislost méa nezanedbatelné hodnoty voci svojmu maximu
len pre w ~ wy, t.j. k absorpcii energie od budiacej sily dochadza len pri
frekvencii budenia blizkej vlastnej frekvencii oscilatora. V tomto pripade pri-
blizne plati

Wi — w? = (wp — w)(wo + w) = (wy — w)2w (5.107)

¢o zjednodusi vyraz pre priemerny vykon,

I B

P 0
am (wy — w)? + (2

(5.108)

Tato zavislost od frekvencie sa nazyva aj Lorentzian a popisuje charakteris-
ticky tvar pre akikolvek rezonanciu. Maximum nadobuda pre w = wy a jej
hodnota v maxime je
F?2 1
Plwy) = —>—, 5.109
(o) = 1 (5109)
t.j. pre zmeng$ujici sa koeficient tlmenia rastie cez vSetky medze. Sirka ciary
sa ur¢uje pomocou parametra FWHM (z anglického Full Width at Half Ma-
ximum). Polovicu maxima, 1 P(wp), nadobuda ked
wo — wrwaM = =5, = Wrwim,12 = wo £ [, (5.110)
a teda
FWHM = 25. (5.111)

Sirka Lorentzidnu teda s klesajucim tlmenim klesé.

Pri technickom vyuzivani rezonancie, napr. v rezonanc¢nych elektrickych
obvodoch na prijem signalu s pozadovanou frekvenciou, je snahou docielit ¢o
najostrejsiu rezonanciu. Kvalita rezonan¢ného systému sa potom charakteri-
zuje pomocou kvality rezonanc¢ného obvodu, danej pomerom

Wo

@ = T

(5.112)
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V pripade harmonického oscildtora najdeme

wo VEkm
— = (5.113)
26 gl

Zaujimavou vlastnostou Lorentzianu je, ze plocha pod Lorentzidnom ne-
zéavisi od samotného tlmenia,

Q=

/dw( & —7 (5.114)

wo — W) + B2

¢o suvisi s pozorovanim, ze maximum rastie a Sirka klesa s klesajicim f.

5.6.5 Pocdiato¢né podmienky a prechodny dej

V tejto poslednej podcasti sa vratime k jednoznacnosti rieSenia pohybovej
rovnice budeného oscildtora. RieSenie uvedené v rovnici nema ziadne
neurdité konstanty, a preto spliia len ur¢ité konkrétne potiatoéné podmienuky
na vychylku a rychlost v ¢ase ty = 0. Toto rieSenie nazyvame partikuldrnym
rieenim, ktora spliia rovnicu s budiacou silou. Zo vSeobecnych uvah
ale vieme, Ze aj pri pdsobeni vonkajSej sily mdzeme pociato¢né podmienky
nastavit Tubovolne na nejaké x(0) a v(0).

LCahko sa mozno presved¢it, Ze vSeobecné rieSenie rovnice mozno
najst ako sicet jedného partikuldrneho rieSenia, napr. a rieSenia tejto
rovnice bez budiacej sily, t.j. tlmeného harmonického oscilatora (5.66). V ma-
tematike sa konvenc¢ne diferencidlna rovnica zapisuje tak, ze ¢len zodpoveda-
juci tlmeniu jediny ostava na pravej strane rovnice, a rieSeniu diferencialnej
rovnice tlmeného oscildtora bez budiacej sily sa hovori rieSenie bez pravej
strany alebo rieSenie homogénnej rovnice.

Vseobecné riesenie budeného harmonického oscildtora nakoniec teda na-
dobuda tvar

z(t) = Ae P cos (y/wg — 3%+ qbo) + S —Z:;/)T—k T sin(wt — 0(¢h115)

Konstanty A a ¢y moZno urc¢it podla konkrétnych pociatoénych podmienok.

Pre dostatoc¢ne dlhy ¢as prva cast, popisana tlmenymi kmitami, postupne
klesne na exponencidlne maly prispevok a kmity budi mat presne charakter
partikuldrneho riesenia. Dej, poc¢as ktorého je charakter kmitania ovplyviio-
vany pociatoénymi podmienkami nazyvame prechodny dej. Jeho trvanie je v
tomto pripade dané koeficientom ttlmu 7 = 1//3, ako sme videli pri analyze
tlmenych kmitov. Priklad prechodného deju a jeho ustalenia do vynutenych
kmitov je na Obr. [69]
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Obr. 67: Zavislost priemerného vykonu dodaného budenému harmonického
oscilatora od frekvencie budenia. Rezonancia je sprevadzana vyraznym zvyse-
nim priemerného vykonu. Pre uvedené hodnoty frekvencii budenia je rozdiel
medzi presnou zavislostou a zavislostou danou Lorentzidnom (data s dolnym
farebnym kédom) nemozno odlisit. Sirka krivky klesa, kym jej hodnota v ma-
xime narasta s klesajicim tlmenim tak, Ze plocha pod uvedenymi krivkami
je zhruba rovnaka.
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Obr. 68: Zavislost priemerného vykonu dodaného budenému harmonického
oscilatora od frekvencie budenia v logaritmickej skéle, inak ide o rovnaké
krivky ako na obr. [67] Pomocou logaritmickej skaly dokazeme vidiet rozdiely
medzi Lorentzidnom a presnou zavislostou, no ich velkost nie je velka, a klesa
s klesajucim tlmenim.
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Priklad: (Tento priklad nie je ur¢eny na prednéasku, ale na numerické cvicenie
s PC) N4jdite hodnoty parametrov A a ¢ pre potiatoéné podmienky x(0) =
zo a v(0) = vy pre budeny harmonicky oscilator, a najdite a znézornite
prechodny dej do grafu, pricom ¢as nech je uvadzany v nasobkoch periody
budiacej sily a vychylka v ndsobkoch pociatocnej vychylky.

Riesenie: 7 vSeobecného rieSenia ((5.115) najdeme vyjadrenie pre podia-
to¢ni vychylku a rychlost,

F,
z(0) = Acos(¢g) — T ;2/;:_ T sin(6(w))
7
F, 2
= Acos(¢o) — Eo(wg — wz)ﬁﬁ 1 (5.116)
. ) F w
£(0) = —BAcos(do) = AyJws — B2sin(go) + N T cos(0)

o ww?—uw?)

= —BAcos(¢o) — A\/ wg — B2 sin(¢o) + m (w2 — w?)? + 452w? (5.117)

Oznacime si menovatel

M = (w2 — w?)? + 46%2. (5.118)
Vyjadrime A cos(¢y),
Fo 26w
Acos(¢g) = zo+ EO% =A,

Fy2P%w _ Fyw(w? — w?
vy = —ﬁxo—EO i —A\/wg—ﬁ%m(qﬁo)—i—ﬁ%

1 Fow (W — w?) — 22
Asin = —— | —vg — P+ 0 =A
((b()) \/W ( 0 B 0 m M Yy
Zo znamych A, a A,, ktoré st vyjadrené len pomocou znamych parametrov,
uz najdeme amplitadu a fazu,

A= A2+ A2 ¢o=tan (A, /A;) +mm (5.119)
Ked chceme zobrazovat toto rieSenie, je uZitocné zvolit si ¢asovu Skalu.

Vyhodné bude merat ¢as v nasobkoch periédy budenia 7. Potom t = sT,
kde s je bezrozmerny ¢as v nasobkoch periédy. Vo vyrazoch pre vSeobecné
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rieSenie sa potom stretneme s vyrazmi typu
wt = wT's=2ms, (5.120)
Bt = pTs= 27rés =271f3's, (5.121)
w

Vwd = B2t = 2my/(wo/w)? — (B/w)2s = 2w/ (wh)? — (B)2s,(5.122)

kde sme si rovno zaviedli bezrozmerni vlastnu frekvenciu wj = wo/w a koefi-
cient utlmu f' = 8 /w.
Tieto vnesieme aj do vztahov pre A, a A,,

R 2

N e (FATEEIERWIf (5.123)
B | v Fo (@) 1) - 23

A = (wé)Q—(ﬂ’)Q( w7 0*mw2<<wa>2—1>2+4<5'>*5>124)

Podobne ako sme si zaviedli meranie ¢asu v nasobkoch peri6dy budenia,
mozeme si zaviest aj jednotku merania vychylky. Mame dve dizkové skaly: (1)
v nasobkoch podiato¢nej vychylky xg, (2) v nasobkoch amplitady kmitov na
ktorej sa ustalia budené kmity. Druh& moznost nie je velmi Sikovné, nakolko
tato amplituda zavisi aj od volby tlmenia a frekvencie vlastnych kmitov,
ktoré vedieme ako premenné. Na druhej strane, Vyraz

Fy
mw?

(5.125)

vystupujtici vo vztahoch pre A, a A, tiez predstavuje dlzku, a charakterizuje
silu budenia, a teda je mozné ho brat za jednotku merania vzdialenosti. Tu
si ale vyberieme podiato¢ni vychylku, nakolko tdto ma jasny geometricky
vyznam. Vo vztahoch nam teda vznikni oznacenia

z(t) = 2'(t)xo (5.126)
Aw = A;I’(), Ay = Alyl’g (5127)
a naviac sa oplati zaviest nasledovné oznacenie,
x
vy = uo?‘) (5.128)
Fy
= 5.129
mw?xg Jo ( )

V prvom, up ma zmysel pociato¢nej rychlosti v nasobkoch pociatoc¢nej vy-
chylky za jednu periédu, druhy vyraz je pomer dizkovej skaly danej silou
budenia a pociatoc¢nej vychylky.
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Pomocou tychto oznaceni mame rieSenie v nasledovnom tvare

r'(s) = Ale=2mb's cos(2m/ (wh)? — (B')%s + o)
fo )

sin(27ws — 6

Y o Y

0 = tan ! (—25 ) + mm

3
A= JAD (A, 60 = tan (4 40) 4
. 20
R (Y e
! w () = 1) = 207

0 /
PR (5o

((wp)? = 1)% + 4(5)?

(5.130)
(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

3)5.135)

Uvedené vztahy mozno naprogramovat v programovacom jazyku podla
preferencii Studenta, jednoducha moznost je aj pomocou skriptu pre program
gnuplot. (mo6ze byt linka na moj skript) Vysledny priebeh pre wy = 2w,

B=0,2w, fo =0,5auy =0 je na obrazku
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Obr. 69: éasovy priebeh vychylky budeného oscilatora s prechodnym javom.
Na gkale ¢asu 7 ~ 1/8 = 0,87 je priebeh vysledkom interferencie tlmenych
kmitov s frekvenciou vlastnych kmitov a partikularnymi kmitami s frekven-
ciou w = 27 /T. Po ustaleni prechodového javu vidime uz len ¢sty harmo-
nicky signéal vyniuteného kmitania.
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6 Hydromechanika

6.1 Kvapaliny

Kvapaliny vykazuju nestalost tvaru, ¢o priamo urcuje to, ako s nimi pracu-
jeme v beznom zivote i v ramci fyzikadlneho popisu. Nestalost tvaru vylucuje,
aby sme stav kvapaliny popisali pomocou jedného polohového vektora (napr.
taziska) a par uhlov natocenia. Ich popis je zalozeny na sledovani malych
hmotnych elementov kvapaliny, ako sa kazdy z nich pohybuje, aké sily na
neho posobia. Jednotlivé elementy vieme popisat pomocou Newtonovych za-
konov. Matematicky aparat, ktory umoznuje kompaktné sledovanie vsetkych
hmotnych elementov kvapaliny vyuziva vektorové parcidlne diferencialne rov-
nice na hladanie vektorového pola rychlosti, sa detailne prebera v ramci hyd-
rodynamiky. V ramci tohto kurzu sa obozndmime so zakladnymi pojmami
hydrodynamiky a naucime sa riesit technicky dolezité problémy hydrostatiky
a ustaleného prudenia.

6.2 Tlak

Tlak je veli¢ina, oznac¢ovani ako omocou ktorej dokdzeme spoditat silu
? ?
posobiacu na plochu S pomocou st¢inu

F =pS. (6.1)
Fyzikalna jednotka tlaku vychadza z tejto rovnice, a nazyva sa Pascal
[p) = Nm 2 = Pa (6.2)

Toto zavedenie v nasledujicom upresnime, vzhladom na nae poznatky o
sile, t.j. ako veli¢iny ktord mé smer a posobisko. Zaroven uvazime, ze tlak
mé v roznych miestach kvapaliny roznu hodnotu, t.j. je funkciou polohového
vektora, p(7).

KdekoIvek v kvapaline si vyberieme rovinnu plosku S. Vektor plochy
mé velkost rovnu velkosti plochy a jeho smer je orientovany kolmo na tito
plochu. Z dvoch moznych orientécii si vyberieme jednu. Orientacia plosky
bude indikovat, Ze tato plocha tvori ¢ast hranice kvapaliny nachadzajicej sa
na opacnej strane ako je orientovany vektor plochy. V matematike sa tejto
konvencii hovori, Zze vektor plochy je orientovany v smere vonkajsej normaly.

Silu, posobiacu na kvapalinu za plogkou S si ozna¢ime F. Povodcom tejto
sily je kvapalina nachadzajica sa pred touto ploskou. Kazda takuto silu
mozno rozlozit na normdlovi zloZku, v smere plochy na ktorej posobi, a na
tangencidlnu zlozku, rovnobeZznou s rovinou plosky. Ako je demons$trované na
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Obr. 70: Na myslentd plochu S, uzatvarajucu vodu v pohari, pésobi normalova
sila ﬁn, ktoré je sposobené tlakom v kvapaline, a prejavuje sa vztlakovou silou
posobiacou na plny obrateny pohar. Ak dostato¢ne pomaly hybeme pohar v
smere paralelnom s rovinou plochy S, v smere €, t.j. tangencidlnom k ploche
S , kvapalina nebude vykazovat odpor voéi tomuto pohybu, t.j. naznacené
tangencialna sila F, je nulova. Toto hovori o nestalosti tvaru kvapaliny.

obr. [70] pre kvapalinu v pokoji sit tangencialne sily nulové, ¢o priamo suvisi
s nestalostou tvaru kvapalin. Normalova ¢ast sily pdsobi v smere opa¢nom
ako je vzata vonkajSia normala plosok, preto mozeme pisat

F=—pS, (6.3)

kde p je tlak v mieste vybranej plosky S.

Pri hydromechanickych uvahach budeme ¢asto pracovat s predstavou, ze
sa zameriame na urc¢ité malé mnozstvo kvapaliny, ktort budeme nazyvat
element, nachadzajici sa v mieste 7, s objemom V', a ohrani¢enym plochou
S. Tuto plochu dokadzeme vyskladat z malych rovinnych plésok S; a celkova
sila posobiaca na tento element prostrednictvom tlaku bude

F==3% p)S; (6.4)

kde p(7;) je tlak v mieste, kde sa nachadza plogka S,

V pripade, Ze je element kvapaliny velky, jeho uzatvarajiucu plochu S
vyskladame s plosnych elementov dS. Sila posobiaca na element cez plosku
dS bude

dF = —p(P)dS (6.5)
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a celkova sila nan posobiaca bude

—

Fe- /S p(7)dS. (6.6)

Integral v poslednej rovnici nazyvame plosSny integral 2. druhu a predstavuje
limitny prechod na sacet vela malych deleni v rovnici (6.4)).

6.3 Hustota

Hustotu zavadzame ako veli¢inu, pomocou ktorej vieme spocitat hmotnost,
ak pozname jej objem,

m = pV. (6.7)

Hoci celkovd hmotnost daného mnozstva latky je nemenna @, hustota sa
menit moze, ak sa latka rozpina ¢i stlaca, a zabera tak rozny objem.

7 experimentov sa zistilo, ze objem daného mnozstva kvapaliny sa meni
pri zmene tlaku a teploty (6 pre Celziovu stupnicu), t.j. objem je funkciou
tlaku aj teploty V(p,0). Téato zavislost je vo v§eobecnosti nelinearna, no pre
priblizny vypocet je mozno uvazovat jej linedrny rozvoj v okoli vybraného
referen¢ného tlaku a teploty. Prakticky sa c¢asto pouziva pre Standardny re-
feren¢ny tlak

pa = 101,325Pa, (6.8)

ktory zodpoveda typickému atmosférickému tlaku na drovni mora. Pri Stan-
dardnej teplote st zauzivané viaceré hodnoty, napr. v chémii je to casto
teplota prostredia

6° = 25°C. (6.9)
Linearny rozvoj v okoli §tandardnych podmienok potom bude mat tvar
V(p0) = V(pa,0°) (1 — #(p — pa) + B0 = 0")) , (6.10)
alebo zjednodusene,
AV = -VkAp + VBAY (6.11)

kde

1 AV 10V
K= —— —— ol 6.12
Vo AD | ap—o V Op ( )

20Zmeny hmotnosti v dosledku premeny energie napr. pri jadrovych reakciach st v
mechanickych problémoch tplne zanedbatelné.
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je koeficient objemowvej stlacitelnosti a

- — — — (6.13)

je koeficient objemovej roztaznosti. Znak parcidlne;j derivdcie, g—, sa pouziva
na zdoraznenie, 7e funkcia V() ma viac premennych, pricom ostatné pre-
menné, podla ktorych nederivujeme, povazujeme za konstanty.

Dosadenim vztahov (6.12) a (6.13) do (6.11)) najdeme matematicky zapis
pre tplny diferencidl objemu v referen¢nom stave, t.j. vyjadrenie pre celkovi

zmenu objemu, ak sa malo zmenia tlak a teplota od referen¢nych hodnot,
ov ov

AV = —Ap+ —A6. 6.14
o5 P T 5 (6.14)
Pre infinitezimalne malé zmeny zapisujeme toto tiez v tvare
oV ov
dV = —dp + —db. 6.15

“V” v uvedenych vztahoch (6.11H6.13]) méa vyznam objemu v referenénom
stave, V' = V(p,, 0°). Tento objem bol vydeleny z rozvojovych koeficientov
v rovnici (6.10)), pretoze objem je extenzivna veli¢ina, rastiica s mnozstvom,
kym koeficienty charakterizujice material, uvddzané v Specializovanych ta-
bulkéch, ¢asto pristupnych na internete, su nezavislé od jeho mnozstva. Ko-
eficienty zéavisia aj od volby referen¢nych hodnét tlaku a teploty, a preto vo
vypoctoch je uzitoéné uvadzat aj ich hodnoty.

7o zavislosti objemu vybraného mnozstva kvapaliny od tlaku a teploty
dokazeme najst aj zavislost hustoty od tychto veli¢in, vychadzajic z hmot-
nosti, ktord sa pri zmene tlaku a teploty nement,

m = p(p,0)V(p,0) (6.16)
m = (p+ BAp+ CA0)(V —VkAp+ VAL (6.17)
0 = Ap(BV — pVk) + AO(CV + pVB) + ... (6.18)

kde zanedbavame ¢leny imerné stc¢inu dvoch malych ¢&isiel, Ap a Af. Aby
posledné rovnica platila pre rozne, ale malé zmeny tlaku a teploty, musi platit
B=praC=—pB,tj.
Ap = prAp — pBAG. (6.19)
K rovnakému vysledku by sme prisli pomocou formélnych pravidiel o deri-
vovani, napr.
dp 0 m m oV

- i 2
o Ve viap " (6.20)
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Pri rieSeni statiky a dynamiky kvapalin sa stretdvame s problémami, ked
st teplota a/alebo tlak v roznych miestach kvapaliny rozne. Preto zavadzame
hustotu ako funkciu polohového vektora,

p(r) = p(p(7),0(r)) (6.21)

ako veli¢inu, ktorej integréal cez objem V' da hmotnost latky, ktord sa v fiom
nachadza,

mV:/Vp(F)d?’r (6.22)

Priklad: Koeficient objemovej roztaznosti vody pri atmosférickom tlaku a
teplote 20°C je k = 4,7.107° Pa~!. Ak sa zvysi tlak posobiaci na vodu o
10-nasobok atmosferického tlaku, Ap = 10p, = 10.101kPa= 10°Pa, bude
relativna zmena objemu

AV
T —kAp ~ —4,7.107" &~ —0,05% (6.23)
Vodu teda mézeme pri beznych kolisaniach tlaku povaZovaf za nestlacitelnu.
Koeficient teplotnej rozpinavosti vody pri 20°C a atmosférickom tlaku je
= 2,0.107*°C™!. Relativna zmena objemu vody pri zohriati o Af = 30°C
bude
AV
= BAG = 2,0.1074.30 ~ 0,6% (6.24)
S teplotou sa teda voda rozpina velmi mélo, no tento efekt bude vyraznejsi
pri beznych procesoch ako vplyv tlaku na hustotu. Zmena hustoty kvapaliny
s teplotou je kli¢ovo dolezita pri vzniku prirodzeného pridenia ako napriklad
prudenie vody v ohrievajicom sa hrnci.
V skutoc¢nosti je zavislost hustoty od teploty pri atmosférickom tlaku
nelinedrna, s minimom pri 6 = 4°C @

http://wuw.engineeringtoolbox.com/water-density-specific-weight-d_595.
html
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0°C]  plkg/m’]

0 999,8
4 1000
10 999,7
20 9982
30 9957
40 9922
50  988,1
60 9832
70 9778
80 9718
90  965,3
100 9584

Tabulka 2: Tabulka hodno6t hustoty vody pre viacero hodndt teploty pri
atmosférickom tlaku. Hustota vody pri 4°C je vyssia ako pri bode mrazu,
hoci tento rozdiel je len 0,02%!

Priklad: Teplota, objem a tlak plynov spliaja s dobrou presnostou stavovi
rovnicu ideadlneho plynu

pV =nRT, (6.25)

kde n je latkové mmnozstvo plynu, T je termodynamickd teplota meranéd v
Kelvinoch ([T] = K), stvisiaca s Celziovou stupnicou pomocou vztahu

T=Ty+k0, Ty=27315Kak=1K°C™! (6.26)

a R = 8,314J. K~ je univerzalna molova plynova konstanta. Najdite koefi-

cienty objemovej stlacitelnosti a rozpinavosti vzduchu v §tandardnom stave,

t.j. pri p = p, = 101kPa a 6° = 25°C.
Riesenie: Podla (6.12),

1ov Do O nRT°

Vo Op  nRT° Op p

1
= — ~10"°Pa (6.27)

P=DPa pa

a podla (6.13),

10V Pa O nRT 301
8 =190 = nRT® oT D 7o ~ 3410770 (6:28)

Vidime, 7e v porovnani s vodou je vzduch asi 10-krat teplotne rozpinavejsi a
100000-krat stlacitelnejsi.

1

T=T°
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6.4 Hydrostatika
6.4.1 Pascalov zakon

Pascalov zédkon hovori, Ze tlak v kvapaline posobi v kazdom smere rovnako.
Toto experimentalne pozorovanie je vlastne uz pretavené do zavedenia tlaku
v Casti [6.2 6.2 kde jediné ¢islo p nam umoziuje vypocitat velkost sily na plochu
dS Tubovolne orientovant,

dF = —pdS, (6.29)

pricom jej velkost od orientéacie plosky nezavisi.

Mozno ukézat, ze Pascalov zakon je pre kvapalinu v pokoji désledkom
nulovosti tangencidlnych sil. Uvazujme maly elementarny objem kvapaliny
V' ohraniceny rovinnymi plogkami S; (Obr. |71} n Predpokladajme, Ze sila na
jednotkovi plochu by zavisela od toho ako je orientovand ploska. Silu, poso-
biacu na plosku S; si oznacime ako F. Kazdi takato silu mozno rozlozit na
normdlovi zloZku, v smere plochy na ktorej poésobi, a na tangencidlnu zlozZku,
rovnobeznou s rovinou plésky, ktora je ale podla predpokladu nulova. Nor-
malové sily v kvapalinach posobia v smere opac¢nom ako je vzata vonkajsia
normala plosok, preto mozeme pisat

F, = —p;S;, (6.30)

kde p; je kladné ¢islo s fyzikalnym rozmerom N.m~? = Pa.
Okrem sil posobiacich prostrednictvom ploch, posobi na kvapalinu aj tia-
Zova sila,

F, = pV§. (6.31)

Ak je kvapalina v pokoji, potom sucet sil, pésobiacich na tento element
musi byt nulovy. V smere 7 je

(—=p1S1 — p2Ss — p3Ss) -7 = —p1Sy + psSssin(a) = (—p1 +p3)S1 (6.32)
pretoze S; = Szsin(a) a S, -7 =0. Pre kvapalinu v pokoji musi byt tento

stucet nulovy a preto musi platit p; = p3. Pre sucet vSetkych sil posobiacich
na uvazovany element v smere j musime uvazit aj tiazovu silu,

P2Ss — p3 Sz cos(a) — Vpg = (p2 — p3)Sa — Vpg = 0. (6.33)

Ak méa element konecnt velkost, tlaky ps a ps sa mozu lisit o prispevok od
tiaze kvapaliny. Ak nés ale zaujima len fakt, ¢i v prakticky tom istom mieste,
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Obr. 71: Na element kvapaliny posobia cez plosky S; normalové sily od
okolitej kvapaliny.

ale v roznom smere moze posobit rozna sila, potom mozno uvazovat nasle-
dovnt limitu vel'mi malého objemu - nech pri zmengovani, sa dlzka kazdej
stany tohto objemu prenasobi ¢islom € < 1, ¢im sa docieli ich zmensenie a
teda ¢ — 0 predstavuje limitu nekone¢ne malého elementu. Potom velkosti
plésok budd tmerné ~ €2 a samotny objem V ~ €3. Pre ¢ = 10® bude teda
tiazova sila v rovnici asi 1000-krat mensia ako prispevok od plognych
sil, a teda podobne ako v smere ;, musi byt splnené p, = p3. Vo vSeobecnosti
mozeme skonStatovat, ze plosnd hustota silového pdsobenia v kvapaline v
pokoji je v kazdom smere rovnaka, t.j. je to skalarna veli¢ina, a ako sme uz
videli skor, nazyvame ju tlak.

6.4.2 Hydrostaticky tlak

V predchadzajiacej casti sme videli, 7e tiazova sila podsobiaca na konecny
objem elementu kvapaliny sposobuje rozdiel tlaku medzi dvoma miestami

(Obr. [71)),
Ap =py —ps = PQV/Sz- (6-34)

Pre urcitost, ak budeme uvazovat element kvapaliny v tvare kvadra s obje-
mom V = SAz, pre ktory tlak pri dolnej podstave je p(z) a tlak pri jeho
hornej podstave je p(z + Az), potom pre rozdiel tychto tlakov najdeme

p(z) —p(z + Az) = pgAz (6.35)

V pripade stlacitelnej kvapaliny nebude hustota v celom objeme kvapaliny
rovnaka, a preto musime uvazovat len maly element objemu, Az — 0, ¢im

175



Obr. 72: Ortufovy manometer ma pravy koniec zataveny, a preto v jeho
vnutri, po ustipeni ortute, ostava prakticky vikuum.

najdeme rovnicu pre vypocet hydrostatického tlaku v kvapaline vo vSeobec-
nosti,

dp _

= = —p(2)g. (6.36)

pricom z je os orientovana proti smeru pdsobenia gravitacného zrychlenia.

Priklad:

Uvazujme jednoduchy pokus mydlovej bubliny na ramiku obdlZnikového
tvaru s rozmermi [ X d, Aj vo vzduchu okolo nas je nenulovy hydrosta-
ticky tlak, sposobeny tiazou vzduchu v atmosfére. Jeho priemerné hodnota
je pa = 1,01.10°Pa. Hustota vzduchu s vygkou klesa a preto jeho vypocet nie
je priamociary. Merat ho mozno napriklad pomocou ortutového manometra
(Obr. [72)). KedZe v obratenom dne zatavenej ortuti sa nenachadza ziaden
vzduch, nie je tam latka ktord by mohla na hladinu ortuti posobit tlakom,
t.j. tlak na hladine ortuti v skimavke je nulovy. Vysku z = 0 si zvolime na
dne manometra. Tlak v ortuti na dne ndjdeme dvoma spdsobmi, no vzdy
pouzitim vztahu (6.35)).

1. Uvazenim vysky ortuti v pravom ramene skiimavky a nulového tlaku
na hladine ortuti v skamavke, p(h) = 0,

p(0) = p(h) + prggh = prggh (6.37)
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2. Uvéazenim vysky hladiny ortuti v lavom ramene a atmosférického tlaku
na hladine ortuti

p(0) = pa + prggv (6.38)
7 rovnosti poslednych dvoch tlakov ndjdeme

Pa + Prggv = puggh — Pa = pugg(h —v) (6.39)

Ak dosadime hustotu ortute, tiazové zrychlenie, a rozdiel hladin ortuti me-
rany v takomto experimente, Ah = h — v = 760mm, najdeme vysledok pre
atmosféricky tlak.

Po = 13,6kg.m>.9,81m.s72.0,76m = 1,01.10°Pa. (6.40)

Tlak mo7no meraf teda aj priamo v milimetroch ortutového stlpca v zmysle
takejto tlohy. Ak je rozdiel hladin ortuti Imm, hovorime o rozdiele tlakov
medzi hladinami 1torr.

Priklad: Odhadneme vy$ku atmosféry na Zemi za predpokladu, ze by hustota
vzduchu bola konstantni a rovna p = lkg.m=3. Podla vztahu pre rozdiel
tlakov na Zemi a nad atmosférou (t.j. nad fiktivnou hladinou vzduchu),

. 107
Pa=pgh — h =L~ 5 = 10km (6.41)
pg 1.

Troposféra, najnizsia ¢ast atmosféry, ktora obsahuje asi 80% hmotnosti at-
mosféry ma zhruba takiuto vysku.

Priklad: Nech v hibke h = 3m sa na vertikalnej stene nachadza horna hrana
stvorcového otvoru s dlzkou hrany d = 0,1m. Ak je otvor privrety priklopom,
akou silou nan posobi hydrostaticky tlak vody v nadrzi?

Riesenie: Ak si oznac¢ime ako z = 0 vysku, kde sa nachadza spodn4 hrana
otvoru, potom tlak sa meni s narastajucou vyskou z podla vztahu

p(z) = p(0) — zpg, p(0) = (h+d)pg (6.42)
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Celkovu silu pdsobiacu na plochu otvoru najdeme spocitanim prispevkov k
tejto sile z roznej hibky,

d
1
F = /dSp(z) = / dzdp(z) = (h + d)pgd* — §d3pg (6.43)
0
= (h+d/2)d’pg = (3+0,05).0,12.1000.9,81N = 300N. (6.44)

6.4.3 Povrchové napitie

Pri tvare kvapiek kvapalin, v blizkosti rozhrania kvapaliny s naddobou, ¢i v
kapilarach, sa prejavuje vplyv interakcii jej molektl na povrchu s moleku-
lami okolia - plynu nad volnou hladinou alebo pevnej steny nadoby. Tieto
interakcie sa prejavuju zakrivenim povrchu rozhrania. Podobné povrchové
interakcie su pritomné aj pri pevnych latkach, ale tangencidlne sily objavu-
juce sa pri ich malych deforméciach (zabezpecujuce stalost tvaru) st mnoho
radov vicsie ako povrchové sily a preto sa tieto posledné neprejavia.

V kvapalinach posobia medzi jednotlivymi molekulami pritazlivé sily elek-
tromagnetickej povahy (van der Waalsove, dipdlové alebo véizby vodikovym
mostikom). Cim viac st molekuly tymito vizbami previazané, tym nizsia je
energia kvapaliny, pretoze tym vicsiu pracu treba konat aby sme ich dostali
od seba. Molekuly na povrchu kvapaliny mézu vytvorit viazby len smerom
do objemu, a preto ¢im vacsi je povrch kvapaliny pri nezmenenom celkovom
poc¢te molekul (t.j. objemu), tym vicésia bude energia kvapaliny,

E(S,V)=05+¢€V, (6.45)

kde o je energia na jednotku povrchu, alebo aj povrchové napditie a e je
energia na jednotku objemu uvazovanej kvapaliny.

Priklad: Predpokladajme, Ze energia dvoch molektl, ktoré st “pri sebe”; je
—e,e > 0 a Ze v objemovom materidly m& kazda molekula ny najblizsich
susedov. Nech kvapalina ma N molekil, z ktorych Ng je na povrchu. Nech
nad povrchom je plyn, a interakénu energiu medzi molekulami kvapaliny a
plynu tuplne zanedbame, nakolko plyn ma v rovnakom objeme zhruba 1000
krat menej castic.
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Jeden péar objemovych molekil kvapaliny prispieva k celkovej energii ener-
giou —e a pocet parov molekil so vzdialenostou [y v objeme kvapaliny bude

1
§nV(N — Ng) (6.46)
Faktor % je tam preto, lebo oby¢ajné nasobenie ny (N — Ng) zapocita kazdy
par dva krat - raz ked je molekula A jednou z (N — Ng) centralnych molekil
paru, a molekula B jednou z ny okolo nej, a druhy krat, ked molekula A je
jednou z ny molekil okolo centralnej molekuly B. Celkovo teda molekuly v
objeme kvapaliny prispievaju k jej celkovej energii s energiou
1

EV = —€§nv(N — NS) (647)
Na druhej strane, nech povrchové molekuly maja okolo seba ng susednych
molekul, potom ich prispevok k celkovej energii bude
1

ES = —€§nsNS (648)

Celkova energia kvapaliny potom bude

E=FEy+Eg— <MWy £V _0s

kde V; = V/N je objem na jednu molekulu a S; = Ng/S je plocha na jedno
molekulu na povrchu.
Pomer tychto prispevkov k energii je

Es ny—ngVi S

= 6.50
EV ny Vv Sl ( )

Ak si typicku vzdialenost dvoch susednych molekil v kvapaline oznac¢ime ako
¢ potom S, ~ £? a V; ~ 3. Pomer po¢tu najbliz§ich susedov na povrchu k v
objeme je asi ng ~ %nv a teda pre tento pomer najdeme

Es 148
Ey 2V (6:51)

Vidime teda, Ze povrchové napéitie mozno odhadnut z molekularnych pa-
rametrov vztahom,

eENy —Ng

2 5

g =

(6.52)
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Obr. 73: A. Ak chceme postuvat hranu mydlovej blany v ramiku o dx, musime
posobit silou F, a teda koname pracu. Mydlova blana predstavuje vrstvicku
vody, a teda povrch rozhrania so vzduchom predstavuje aj vrchna aj spodné
plocha, t.j. S = 2dl B. Sila F,;, ktorou pdsobime na pohyblivii hranu pred-
stavuje stic¢et dvoch sil F' posobiacich na hranici horného a dolného povrchu
mydlovej blany.

Povrchové napitie je vidy zavislé od charakteru oboch latok, ktoré sa
na povrchu stretavaji. NajcastejSie uvadzané si pre rozhranie so vzduchom,
napr. pre vodu-vzduch je o = 73mN/m, pre ortut o = 485N /m @ Znalost
tychto hodnot postacuje pre kvantifikaciu kapilarnych javov.

Uvazujme jednoduchy pokus mydlovej bubliny na ramiku obdlZnikového
tvaru s rozmermi [ X d, ktorého jednu kratsiu stranu (d) mozno po dlhsich
stranéch ramika volne posuvat (Obr. . Ak budeme na pohyblivi stranu
posobit silou Fy a pri tom ho posunieme o vzdialenost Az, vykoname tym
pracu

W = FyAz (6.53)

Tymto potiahnutim zvic¢sime povrch mydlovej vody tvoriacu bubliny o 2dAz,
t.j. jej energia sa zvacsi o

AFE =0AS = 02dAx, (6.54)

pricom objem mydlovej vody ostal nezmeneny a preto e v tejto rovnici nevy-
stupuje. Z porovnania poslednych dvoch rovnic najdeme vyjadrenie pre silu,

Zhttps://en.wikipedia.org/wiki/Surface-tension_values
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ktorou musime drzat posuvni stranu, aby sa bublina spontanne nestiahla na
stav s mensou plochou,

Fy

F;=02d = —
d g — 0 2d

(6.55)
Pretoze pri tahani zvic¢Sujeme horna aj spodnt plochu, je F,; vysledné silové
posobenie na kraj hornej aj spodnej plochy, t.j. sila ktord napina c¢iarovi
hranicu jednej plochy bude F' = F;/2. Z posledného nachadzame druhu
interpretéciu povrchového napiitia ako sily na jednotku dizky ¢ary, ktorej
posunom menime velkost povrchu

o= —. 6.56
- (6.56)
Tomuto zodpovedaji aj pouZivané jednotky, [¢] = N.m™!.

Ak je povrch kvapaliny zakriveny a kvapalina je v pokoji, potom tlak na
konkavnej strane plochy je vyssi o hodnotu

1 1
Ap = =+ = 6.57
p=o(g+w) (6.57

kde R a R’ st polomery zakrivenia plochy v danom mieste v dvoch kolmych
smeroch Vztah sa nazyva Laplaceova-Youngova rovnica.

Tento vysledok dokdZeme pre Specidlny pripad, ked je plocha zakriven
len v jednom smere, t.j. ako valcova plocha, s polomerom R, ktora je v druhom
smere rovna, Obr. Toto zodpovedd R’ — oo vo vSeobecnom vysledku
(16.57)).

Na plosku zakriventi s polomerom R, ktord vytina uhol d¢ a v nezakri-
venom smere mé dlzku [, posobi zlava sila ﬁ(gb) = 15(¢), z prava reakcia na
obdobnt silu pdsobiacu na nasledujicu plosku, —I15 (¢ + d¢). Ich vektorovy
sucet je orientovany proti smeru polomeru R, a jeho velkost je

1d5(¢)| = lodo, (6.58)

ako vidno z podobnosti trojuholnikov na Obr. [74]
Mechanickd rovnovaha vyzaduje, aby stcet vSetkych sil posobiacich na
uvazovanu plosku dS = [Rd¢ v jej norméalovom smere bol nulovy, t.j.

p1dS — padS — lodp =0 — Ap =p1 — py = ZR (6.59)

Ak by sme uvazovali zakrivenie aj v druhom kolmom smere, pridal by sa
analogicky prispevok k rozdielu tlakov kvoli zakriveniu aj v tomto smere s

181



N

\
\}
\

Obr. 74: Pri zakrivenom povrchu posobi na jednotkovia plochu (plosku s
Rd¢ x 1, kde [ je dlzka plochy v smere kolmom na rovinu papiera) v do-
sledku konstantného povrchového napétia sila orientovana smerom na kon-
vexnu stranu, do. Aby bol povrch v mechanickej rovnovahe, musi byt tlak p;
o presne tuto hodnotu vyssi.

polomerom R', ¢o da Laplace-Youngov vzfah (6.57). Tlak kvapaliny v kvap-
kach je teda vyssi ako je tlak okolitého vzduchu. Tento vysledok vyuzijeme
aj pri vypocte kapilarnej elevacie ¢i depresie neskor.

V pripade Ze by bol povrch konvexny zo strany kvapaliny, bude stred mys-
lenej kruznice s polomerom R na druhej strane, mimo kvapaliny, vyslednica
sil posobiaca na element povrchu bude mat obrateny smer a rozdiel tlakov
zmeni znamienko. V tomto zmysle, polomer krivosti pre konvexny povrch (zo
strany kvapaliny) sa berie so zapornym znamienkom, R < 0, a Laplaceov-
Youngov vztah ma identicky tvar rovnice (6.57).

6.4.4 Kapilarny tlak

V ¢asti o povrchovom napiti sme uviedli, ze pod zakrivenym povrchom kva-
paliny vznika dodato¢ny prispevok ku tlaku v désledku povrchového napétia,
ktory je dany Laplace-Youngovou rovnicou

1 1

pri¢om o0y, zodpovedé4 povrchovému napétiu rozhrania kvapalina-plyn. V ten-
kych kapildrach kruhového prierezu bude polomer krivosti v oboch kolmych
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smeroch rovnaky, a preto dostaneme jednoduchsi vztah

2

Ap=o0 7 (6.61)
Fakt, ze kvapalina vystipi alebo poklesne v kapilare oproti hodnote da-
nej hydrostatickym tlakom suvisi s rozdielom povrchovej energie rozhrania
kvapalina-stena kapilary (o4) a vzduch-stena kapilary (o). Ak je prva vy-
razne niz§ia, kvapalina bude zméacat steny ¢o najviac a v kapilare uvidime
zdvihnutie hladiny, hovorime o kapilarnej elevacii, ako to mozno pozorovat
pri vode v sklenenej kapilare. Naopak, ak je povrchova energia rozhrania
kvapalina-stena kapilary vyssia, postupi hladina kvapaliny v kapildre pod
aroven danej hydrostatickym tlakom, kvapalina steny nezmaéca, hovorime o

kapilarnej depresii, ako je to v pripade ortuti v sklenenej kapilare.
Ak sa hladina v kapilare zvys$i z z na z + dz, zmeni sa energia systému o

dE = 2nrdz(ogq — 045) + zdngwrz 6.62
g

kde prvy prispevok predstavuje zmenu energie kvoli zmene velkosti rozhrani
a druhy pracu potrebni vykonat na zvySenie potenciilnej energie kvapaliny
v homogénnom gravita¢nom poli. Ak z = 0 na hladine vo vanicke mimo
kapilary, a o4y > 04, t.j. kvapalina zméaca povrch, potom pri zdvihnuti z
z = 0 o dz > 0 energia poklesne a preto sa readlne bude hladina v kapilare
zdvihat. Zdvihanie hladiny zastane, ked pri ur¢itom z = h (Obr. s dal8im
narastom dz uz energia prestane klesat, t.j. dE = 0 pre dz # 0, t.j.

0 = 2mr(ogq — 0sy) + hpgrr® (6.63)

2(0sg — 0s1)

— hpg = (6.64)

Nakol'ko hpg predstavuje narast hydrostatického tlaku pri vygke stlpca kva-
paliny A, musi sa tento kompenzovat pokles tlaku v dosledku zakrivenia hla-
diny, daného Laplaceovym-Youngovym vztahom (6.57), t.j.

2 20049 — 04

Ak si uhol medzi povrchom kvapaliny pri stene a stenou oznacime ako «,
potom pre medzi polomerom krivosti a polomerom kapilary plati

=0 (6.65)

r

cos(a) = — (6.66)
|R|
potom najdeme z poslednej rovnice
o1y cos(@) = 055 — Oy (6.67)
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Obr. 75: Aby bola kvapalina v mechanickej rovnovahe, musi byt prispe-
vok k hydrostatickému tlaku, hpg sprevadzany zapornym kapilarnym tlakom
sposobenym zakrivenim povrchu s polomerom zakrivenia R. Hoci pri¢inou
kapilarnej elevacie/depresie je rozdiel medzi povrchovym napéitim rozhrania
kvapalina-stena (o) a plyn-stena (o), pretoz tieto napéatia (v zmysle sily na
jednotku dizky rozhrania) musia byt v rovnovahe s vertikdlnou zlozkou po-
vrchového napétia kvapalina-plyn o4, mozno v konecnom doésledku vyjadrit
kapilarny tlak len pomocou oy.

Uhol a sa nazyva aj kontaktny uhol, a podobne ako povrchové napitie je
experimentalne meranou charakteristikou. Z poslednej rovnice vidime, Ze
kontaktny uhol zavisi od povrchovych napéati vSetkych troch latok streté-
vajucich sa v tlohe - kvapaliny, plynu a pevnej latky steny kapilary.
Kombinaciou vztahu a néjdeme vysledny vztah pre vysku
vystipenia v dosledku kapilarity,
2074 cos(a)

Ah = 920 (6.68)
pgr

Priklad: Kontaktny uhol pre vodu-sklo-vzduch je o = 0, povrchové napétie
01y = 73mN/m. Ak pouzivame sklenent trubicku s polomerom r = 2,5mm,
vplyvom kapilarity v nej vystipi hladina o

2.73.1073

- ~ 5,84 6.69
10°.10.2,5.10-3 o7 (6.69)
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Naopak, pre ortut-sklo-vzduch je o ~ 140°, 0y, ~ 500mN /m, teda v tej iste]
trubicke bude

2500107 cos(140°)
~13,6.103.10.2,5.10-3

A~ —2,3mm. (6.70)

Zhruba o takého hodnoty je potrebné upravit od¢itavanie vysky v manomet-
roch.

6.4.5 Vztlakova sila

Na teleso ponorené do kvapaliny pdsobi okrem tiazovej sily, sposobenej jeho
hmotnostou, aj sila vztlakova, sposobena rozdielnym tlakom kvapaliny poso-
biacim na teleso na roznych ¢astiach jeho povrchu. Pretoze vo vidsej hibke
je tlak vacsi, vyslednica vztlakovej sily posobi smerom nahor, a kompenzuje
aspon Cast tiazovej sily - teleso je nadlah¢ované.

Uvazujme Tubovolné teleso s hmotnostou m a polohovym vektorom jeho
taziska ™ ¢iasto¢ne ponorené v kvapaline. Tlak v kvapaline zavisi od vzdia-
lenosti od vodnej hladiny podla vztahu

p(z) = pgz, (6.71)

kde p; je hustota kvapaliny, g tiazové zrychlenie a z kolma vzdialenost miesta
kde pocitame tlak od hladiny. Sila posobiaca na element d.S povrchu telesa
bude dF' = —pdS a teda celkova vztlakova sila bude

F,, = —/Sp(z)dS, (6.72)

kde integrujeme cez cely ponoreny povrch telesa. Vysledok integralu mozno
ziskat nasledovnou tvahou: Ak by sme teleso nahradili kvapalinou, siahaj-
cou len po vysku hladiny, bola by tato kvapalina v pokoji, a teda celkovy
stucet sil a aj momentov sil na nu by bol nulovy.

Na tuto kvapalinu pésobi tiazova sila

—

For=Vipig (6.73)

a vztlakova sila rovnaka ako na povodne uvazované teleso (6.72)), takZze pod-
mienka rovnovahy da

—

Fo,+F,,=0— F,=-Vipg. (6.74)
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Obr. 76: Ponorent plochu kmena ziskame ako si¢et plochy dvoch kruhovych
vysekov s uhlom m — « a plochy dvoch trojuholnikov.

V stvislosti s telesom sa objem V} nazyva aj objemom vytlacenej kvapaliny.
Posledny vztah predstavuje prakticky vypocet vztlakovej sily posobiacej na
ponorené teleso.

Priklad:

Gulatina (priamy kmen stromu s kruhovym priemerom) plava po hladine
tak, ze je do 4/3 svojho priemeru ponorena pod vodnou hladinou. Ak hustota
suchého dreva je py = 450kg.m~3 (smrek E[), kolko percent jeho hmotnosti
tvori nasiaknuta voda?

Riesenie: Najprv z ponoru najdeme hustotu nasiaknutého dreva. Ak prie-
rez stromu je S = wR?, potom prierez ponorenej plochy najdeme z geometrie

(Obr. [76)),

a = acos(1/2) =7/3 (6.75)
_ 2/3)7 o V3 _ (27 V3Y\ s
SV = 2 <77TR + ?R > = <? + T) R-. (676)

Pri plavani su tiazova a vztlakova sila vyrovnané, preto

2 V3

Sy
pv Syl = pSl— p = Py g = pv <§ + E) =vpy, v=08 (6.77)

Zhttp://www.engineeringtoolbox.com/wood-density-d_40.html
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Obr. 77: A. Lod pri rovnovéaznej polohe ma tazisko vytlac¢enej kvapaliny, T,
aj tazisko lode, T, na svojej osi symetrii. B. Pri vychyleni je dolezité, aby
moment vztlakovej sily vzhladom na tazisko, D,, = T, X ﬁvz, otacal lod spaft
do rovnovéaznej polohy.

Nakoniec, percento vlhkosti dreva ur¢ime z pomeru narastu hmotnosti mok-
rého dreva voci suchému ku hmotnosti dreva,
m—=mgy P~ pPo Po

=1—-— =44%. (6.78)
m p vpy

p:

Okrem suc¢tu sil, je podmienkou rovnovahy aj nulovost celkového mo-
mentu sil. Moment vztlakovej sily vzhladom na fazisko ponoreného telesa je
dany vztahom

B = —/p(f’)Fx i3 = —/W)(F&l FiyxdS  (6.79)
S S

= & xF, (6.80)

kde 7 je polohovy vektor plogného elementu dS vzhladom na tazisko telesa,
., je fazisko vytlacenej kvapaliny vzhladom na fazisko telesa, a 77 su teda
polohové vektory elementov dS vzhladom na fazisko vytlacenej kvapaliny.
Nakoniec sme uvazili, Ze moment vztlakovej sily posobiacej na vytlaceni
kvapalinu vzhladom na jej fazisko je nulovy. V rovnovéaznej polohe plavaji-
ceho telesa, napr. lode, je aj moment vztlakovej sily, nakolko 77, || § (Obr.
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A.). Akonahle sa ale lod vplyvom sily vetra alebo vin trochu nakloni, zmenf
sa poloha taziska vytlacenej kvapaliny, a pre stabilitu je nevyhnutné, aby
moment vztlakovej sily posobil proti tejto vychylke. Toto sa pri konsStrukeii
lodi zabezpedi tym, Ze tzv. metacenturm, oznac¢ené bodom M na obr. [/7B.,
sa musi nachidzat nad taziskom lode, oznac¢enom bodom T,. Metacentrum
je pritom bod, smerom do ktorého je orientovana vztlakova sila pri vychyleni
lode.

Priklad: Gulatina by teoreticky mohla plavat aj vo vertikdlnej orientacii,
no toto by bolo nestabilné. Akokol'vek malé vychylenie by sposobilo moment,
vztlakovych sil, ktoré by kmen pretocili do horizontalnej polohy.
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Obr. 78: Ak kvapalina prechadzajtca ploskou dS ma rychlost o, potom za ¢as
At sa vSetka kvapalina v tejto ploche posunie o Ar. Objem kvapaliny ktory
za tento Cas presiel ploskou dS bude teda objem zvyrazneného nakloneného
valca, AdV = dS - AF.

6.5 Ustalené priudenie nestlacitelnej kvapaliny
6.5.1 Rychlostné pole, tok

Pre pradiacu kvapalinu zavadzame rijchlostné pole ¥(7), ktoré udava rych-
lost malého elementu kvapaliny nachadzajiceho sa aktuilne na mieste 7.
Pokial je rychlostné pole v ¢ase nemenné, hovorime o ustalenom pradeni.
Neznamena to, ze rychlost elementov kvapaliny sa nemeni, pretoze tieto sa
presivaju a v roznom mieste priestoru moze mat rychlostné pole réznu rych-
lost, a teda elementy kvapaliny st urychlované alebo spomalované, podla
charakteru prudenia.

Myslena krivka, pozdiz ktorej sa pohybuje hmotny element kvapaliny sa
nazyva pridnica. Pradnice moZzno experimentélne zviditelnit, ak sa do pri-
diacej kvapaliny v jednom mieste kontinualne pridava farbivo. Ak je rychlost
kvapaliny vac§ia ako vplyv diftizie farbiva, je farbivo unasané hmotnym ele-
mentom kvapaliny, ¢o vizualizuje pridnicu prechddzajicu miestom, kde sa
vnaga farbivo.

Ak pozname rychlostné pole, dokédzeme spocitat kolko kvapaliny preteka
miestami, ktoré nas zaujimaju. Podla toho, ¢ nas zaujima mnoZstvo hmot-
nosti alebo mnozstvo objemu, pouzivame pojem objemového alebo hmot-
nostného toku.

Objemovy tok Jy predstavuje objem kvapaliny, ktora pretecie vybranou
plochou S za jednotku casu. Jej rozmer teda bude

[Jv] =m?s . (6.81)
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Uvazujme maly plo$ny element ds z plochy S, nachadzajici sa na mieste 7
(Obr. [78)). Rychlost kvapaliny v tomto mieste je (7). Za kratky okamzik ¢asu
At sa vSetka kvapalina nachidzajica sa na ploche ds posunie o A7 = ¥(7) At,
a teda ploskou prejde objem kvapaliny @

AdV = dS - A7 = dS - 5(F)At. (6.82)

Za jednotku ¢asu prejde ploskou ds

AdV

~ = dsS - o(7) (6.83)

objemu kvapaliny, a teda celou plochou

Jy :/d§-6<f‘). (6.84)

Pomocou toku kvapaliny sa zavadza aj priemernd rijchlost kvapaliny pre-
chadzajicej prierezom S,
1

U
oo = v = §/5d5 5 (6.85)

Priklad: Ak z kohutika, s vnutornym priemerom d = lcm, a teda vntatornym
prierezom S = 7(0,5)? = 0,79cm?, napustime vedro s objemom V = 5] za
At = 60s, potom priemernd rychlost kvapaliny v potrubi bude

Jv V/At N

Jvz/ﬁ-dngvav%vav:——
S

S = w @R > lm.s™ (6.86)

Hmotnostny tok J,, predstavuje hmotnost kvapaliny, ktord pretecie vy-
branou plochou S za jednotku ¢asu. Jej rozmer je

[J] = kg.s™t. (6.87)

Pre najdenie vztahu medzi hmotnostnym tokom a rychlostnym polom postu-
pujeme takmer identicky ako v pripade objemového toku, len objem, ktory

24Py vyjadreni tohto objemu mame dve malé veli¢iny - plogku dS a asovy interval At.
Preto vysledny objem bude v tomto zmysle mat dva symboly malého prispevku, d aj A.
V odbornej literattre sa pouziva zapis d?V.
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Obr. 79: Typicky problém bilancie mnozstva latky obsahuje pritok, vytok a
zasobnik.

pretecie ploskou ds za kratky c¢as dt, je potrebné prendsobit hustotou v mieste
7, ¢im najdeme

T = / ds - p(F)T(7). (6.88)

Veli¢ina

—

Im(r) = p(P)U(7) (6.89)

sa zvykne nazyvat hustota hmotnostného toku, nakol'ko predstavuje hmotnost
kvapaliny prechadzajica jednotkovou plochou za jednotku c¢asu.

6.5.2 Rovnica kontinuity, bilan¢né rovnice hmotnosti

Pri priudeni kvapaliny sa zachovava jej hmotnost. Ak z jednej oblasti priestoru
istd hmotnost odtecie, musi pritiect do inej oblasti.

Uvazujme tlohu pri ktorej do zasobnika pritekd kvapalina pritokom s
prierezom S;, s priemernou rychlostou v tomto priereze v, a zaroven z neho
vyteka kvapalina otvorom s prierezom S,,; s priemernou rychlostou v, .
Ak hustota kvapaliny je p, potom do zasobnika za jednotku ¢asu pritecie

Jm,in = Sinvinp (690)
kilogramov kvapaliny, a vytecie

Jm,out = Sznvmp (691)
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kilogramov kvapaliny. Bilancia tychto mnozstiev hovori, Ze v rezervoari sa
musi za jednotku ¢asu nahromadit hmotnost kvapaliny rovnej rozdielu tychto
dvoch tokov,

dm
S, = in — “Ym,out- 92
= i = Jment (6.92)

V pripade nestlaciteInej kvapaliny je jej hustota vS8ade rovnaka, objem
hmotnost kvapaliny v zasobniku mozno vyjadrit pomocou jej objemu, hmot-
nostné toky pomocou objemovych a vydelenim s hustotou néjdeme bilanciu
objemu kvapaliny,

av

— = Jvin — Jvou- 6.93
= Tin = o (6.93)

Nakoniec, v pripade ustaleného pridenia sa objem ¢i hmotnost v zasob-
niku nebude menit, a vysledna rovnost toku do a von zo zasobnika vedie na
vztah

JV,z'n = JV,out — Sz'nvin = PoutVout (694)

Posledny vztah medzi priemernymi rychlostami sa niekedy nazyva aj rovnica
kontinuity pre nestlacitelné ustalené prudenie a umoziuje vyjadrit priemerna
rychlost v potrubi s réznym prierezom.

6.5.3 Bernoulliho rovnica

V pripade ustéleného pridenia mozno podobne ako pri hmotnosti, uvazovat
aj o bilancii mechanickej energii priadiacej kvapaliny. Predstavme si segment
potrubia, v ktorom si myslene vydelime dané¢ mnozstvo kvapaliny, nachadza-
juce sa na zaciatku medzi saradnicami x; a x5 (Obr. .

7 mechaniky vo vSeobecnosti vieme Ze plati,

W = AE,, — W,, (6.95)

kde W je praca konana vonkaj$imi silami, AFE,, zmena mechanickej energie
a Wy, praca konana trecimi silami. Trecie sily v tejto kapitole zanedbame,
budeme ich povazovat za nulové. K ich uvazeniu sa vratime po zavedeni
viskozity v nasledujicej kapitole.

Pre vy¢islenie zmeny mechanickej energie je potrebné si uvedomit, Ze
popisujeme ustalené prudenie, a preto rychlost kvapaliny v pevnom mieste je
v kazdom Case rovnaka, aj ked samotnd kvapalina sa presuva. Pri posunuti
vybraného mnozstva kvapaliny z pozicie medzi xq a x5 na poziciu medzu
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T xq T zl

Obr. 80: Myslene vydelené mnozstvo kvapaliny nachadzajice sa medzi x; a
xo je silovym posobenim okolitej kvapaliny (sily F a F,) posunuté pozdlz
zuzujuceho sa a stapajiceho potrubia. Praca konand silami sa rovna zmene
mechanickej energie uvazovanej kvapaliny.

x| a xi, za C¢as At, kineticka energia narastie o hodnotu kinetickej energie
kvapaliny medzi x5 a 2,

1

§P252($/2 - 952)“; (6.96)
a poklesne o hodnotu kinetickej energie kvapaliny medzi z; a x,

1

5P (2] — 1)o7, (6.97)

kde S; a Sy st prierezy potrubia v miestach “17 a “2”. Kedze celkova hmot-
nost vydelenej kvapaliny sa v ¢ase nemeni, vydelend ¢ast sa hybe s prudia-
cou kvapalinou, potom vyraz psSs(zh — x2) musi dat ta ista hmotnost ako
p151(2}) — x1), a pre naSe ucely si ho oznacime ako Am. Podobne kinetic-
kej energii, potencidlna energia ziska prispevok Amghs a strati prispevok
Amgh,, takze celkovid zmena mechanickej energie bude
1 2 1 2
AE, = §Am02 + Amghy — (§Amv1 + Amghl) (6.98)
Na vydelent c¢ast kvapaliny posobia vonkajsie sily - na jej hranici “17 je
to tlak kvapaliny pre hou, p;, a na jej hranici ”2” je to tlak kvapaliny za nou,
p2. Tieto dve vonkajsie sily konaju pri posune pracu

W = F1Axy — FyAxg = p1S1(2) — 1) — p2Sa(ahy — 22). (6.99)
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Obr. 81: Pomocou Venturiho trubice dokdzeme vypocitat celkovy prietok po-
trubim z rozdielu vysok hladiny v bo¢nych meracich trubickach. Bernoulliho
rovnicu pouzijeme pre veli¢iny pozdlz pradnice vyzna¢enej modrou krivkou.
O pradeni predpokladame, Ze Ziadna z pridnic nesmeruje do bo¢nych trubic.

Dosadenim rovnice ([6.98)) a do zakladnej energetickej bilancie (6.95))

a najdeme,

1 1
(p1 + 5ot + p19h1> S At — (pz + 5 p205 + nghz) Sava At = ((6.100)

kde sme uvazili, ze 2 — x; = viAt a podobne z}, — x5 = vy At. Ak budeme
uvazovat nestlacitelpi kvapalinu (p; = ps = p), bude podla rovnice kon-
tinuity Siv; = Shvo, a vykratenim tohto faktora najdeme najznamejsi tvar
Bernoulliho rovnice,

1 1
(Pl + §PU% + pgh1> - (pQ + EPUS + pghg) =0, (6.101)
platny ale len pre nestlacitelné kvapaliny. Interpretécia tohto tvaru Bernoul-
liho rovnice je, ze sucet tlaku, kinetickej energie na jednotku objemu a po-
tencialnej energie na jednotku objemu je pozdlz pridnic nemenny.

Priklad: Venturiho trubica sa pouZiva na meranie velkosti toku .Jy,. Porov-
nanim energie kvapaliny na jednotku objemu v normalnej a ziZenej Casti
najdeme

L, Lo
P17t 5PV = P2t 5P (6.102)
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Rychlosti sti previazané rovnicou kontinuity,
511)1 = SQUQ (6103)

V boénych trubiciach musi byt v mieste ich pripojenia k potrubiu tlak rov-
naky, a na hladine zase tlak atmosféricky (inak by tieto rozhrania neboli v
pokoji, ale posuvali by sa vplyvom nenulovej vyslednej sily). preto

pr=pa+hipg aps=pa+ hapyg (6.104)
a teda
p1—p2 = pg(h1 — ha) = pgh (6.105)

Dosadenim (6.105) a (6.103)) do (6.102)) najdeme rychlost v potrubi,

1
v = V2gh (6.106)

(51/82)2 =1

a teda objemovy tok v potrubi bude

1
Jy=25 = v/ 2gh 6.107
1% 101 1/8%—1/512 g ( )

Ak pre potrubie s vodou, s 7, = 2,5cm a 7o = 2cm, t.j. S; = 72,5% = 20cm?,
Sy = 13cm? bude namerané h = lem, potom v; = 0,38m.s™! a celkovy tok
JV = v151 = 0,751.871.

V praxi je tento vztah nasobeny experimentalnym koeficientom C ~ 1,
ktory koriguje najdeny vysledok na kone¢n viskozitu a rychlostny profil pri-
denia.

Priklad:  Pitotova trubica (Obr. sa pouziva na meranie rychlosti pri-
denia kvapaliny alebo plynu, napr. rychlost vzduchu okolo lietadla (a teda
vlastne rychlost lietadla vzhladom na vzduch). Pouzitie Bernoulliho rovnice
pre prudnicu vedicu priamo na ¢elo Pitotovej trubice da

1
p1+ §p1)2 =po — v =/2h/g. (6.108)

Podobne ako pri Venturiho trubici, v désledku viskozity, je tento vysledok pre
praktické merania korigovany Ciselnym koeficientom, v = C'\/2h/g, C ~ 1.
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Obr. 82: Rychlost na pradnici priamo oproti ¢elu Pitotovej trubice postupne
klesd az celkom pred trubicou zastane, tzv. stagna¢ny bod. Tlak v tomto
mieste py je vyssi ako tlak inde v kvapaline, p;, pricom z ich rozdielu mozno
najst rychlost pridenia kvapaliny.

Priklad: V hlbke h = 0,5m pod hladinou vody v zasobniku je stred vyto-
kového otvora v tvare kruhu s priemerom d = bcm. Podstava zasobnika méa
tvar Stvorca so stranou [ = 1m. Aky je pritok vody .Jy, ak sa vyska hladiny
nemeni? Predpokladajte, ze vytokova rychlost je v celom priereze otvora je
rovnaka, t.j. ze d < h.

Riesenie:

Predpokladame, Ze tvar jednej z pridnic, pozdlz ktorej bude pradit voda
mé tvar vyznacCeny c¢iarkovanou c¢iarou na obr. Pozdl7 tejto pradnice je
nemennd hodnota si¢tu dané¢ho Bernoulliho rovnicou (6.101). Vyhodnotime
ho v dvoch miestach, o ktorych nie¢o dokdZzeme zo zadania zistit - v blizkosti
hladiny (1) a v prade vytekajiucej vody (2):

1

1: pA+§pvf+hpg (6.109)
1

2 pA+§pv§, (6.110)

kde pa je atmosféricky tlak, v; rychlost hladiny a vy rychlost vody vo vy-
toku. Hustotu povazujeme za rovnaku vSade nakolko voda je velmi maélo
stlacitelna. Ak dame tieto dve vyjadrenia do rovnosti, dostaneme jednu rov-
nicu s dvoma neznamymi - vy a vs.

Ked7Ze vyska hladiny je ustalend, voda sa v zasobniku nehromadi, a preto
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Obr. 83: Pri pouzivani Bernoulliho rovnice na rieenie prudenia si vyznacime
predpokladani pridnicu - ¢iarkovanda Ciara - a na nej si vyberieme miesta,
v ktorych pre potreby prikladu mé& vyznam vycislit energiu kvapaliny na
jednotku objemu.

mozeme pouzit rovnicu kontinuity v tvare
Sﬂ)l = SQ’UQ (6111)

¢o nam pomdze zbavit sa jednej neznamej rychlosti. Plochy vypodcitame zo
zadanej geometrie,

Sy =1 Sy=mnd*/4 (6.112)

Dosadenim tychto pléch do rovnice kontinuity, a tej do Bernoulliho rovnice
najdeme

1 [(md® \? 1,
2h
v = | (6.114)
1= T
= 3,13m.s™" (6.115)

Aby bola hladina ustalena, musi byt pritok rovnako velky ako vytok, preto

d? 2hg
Jv = Syvp =1, /W = 0,006m*/s = 61/s. (6.116)
64

V tomto pripade, je plocha vytoku ovela menS$ia ako plocha hladiny, [ < d a
preto mozno ¢len

m2d*

1614

=6.10"° (6.117)
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voci jednotke zanedbat. Pre vytokovi rychlost potom dostavame Toricceliho
vztah

vy = +/2gh. (6.118)

Ako vidno na obrézku, prad vody sa zvycajne po opusteni vytokovej
trubky mierne zuzi. Pri rieSeni podobnych tloh sa preto zvycajne udava re-
dukovany prierez, ktory je (aj o polovicu) mensi ako fyzicky prierez otvoru.

6.5.4 Bernoulliho rovnica pre stla¢itel'na kvapalinu

Rozsirenie na stlacitelntt kvapalinu je na prvy pohlad velmi jednoduché - ak
uvazime, ze celkovd hmotnost vybranej kvapaliny sa nesmie menit,

,01511)1 = pQSQUQ, (6119)

potom vykratenim s tymto faktorom najdeme,
<E + 11}% + gh1> - (]2 + lvg + gh2> = 0. (6.120)
P 2 p2 2

Pri zmene hustoty kvapaliny, a zvlast plynov, dochadza ale k procesom
na mikroskopickej arovni, ktoré sa prejavuji zmenou vnitornej energie 1atky.
V ramci termodynamiky sa oboznamujeme s 1. zdkonom termodynamickym,
ktory hovori, Ze zmena vnutornej energie AU je dand mechanickou pracou
konanou na telese W a teplom AQ, prijatym telesom od okolia,

AU =W + AQ, (6.121)
alebo
W =AU — AQ. (6.122)

Teleso ako celok nie je pri beznych termodynamickych dvahéch v pohybe,
nemeni svoje tazisko a preto jeho transla¢na a rota¢na kinetickd energia je
nulovd a potencidlna energia nemennaé.

Tento zakon mozno spojit s rovnicou pre mechanicka pracu (6.95)),

W = AE,, — Wi, (6.123)

ktora uvazuje len mechanické deje suvisiace so zmenou taziska ¢ otacania,
do spolo¢nej rovnice,

W = AE,, + AU — AQ. (6.124)
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kde si oznac¢ime ako zmenu celkovej energie veli¢inu
AFE = AFE,, + AU. (6.125)

V pripade, 7ze sa mechanicki energia nemeni, AF,, = 0, dava vSeobecné
rovnica prvy zakon termodynamicky. Na druhej strane, ak budeme
uvazovat situdciu dant rovnicou (6.123), bude préaca trecich sil (pripomeiime
si, Ze praca trecich sil je vzdy zaporna, Wy, < 0) viest na narast vnttornej
energie a/alebo zaporné teplo dodaného telesu,

—W,, = AU — AQ, (6.126)

t.j. bud sa teleso samo trenim ohreje alebo odvedie toto vzniknuté teplo do
okolia.

Pri bilancovani energie stla¢itelnej kvapaliny musime teda uvazovat s cel-
kovou energiou, a nie len mechanickou energiou. Pridame teda k energeticke;j
bilancii kvapaliny v potrubi v rovnicie aj vnitorni energiu v segmente
(x1,27), Uy, a v segmente (x9, 25), Uy, ¢im dostaneme,

1 1
(u1 +p1+ §Plvf + plghl) Siv At — <U2 + p2 + §P2U§ + P29h2) Sova At =0,

(6.127)

kde Uy = pruySiv1At, t.j. uy je voltorné energia jednotkovej hmotnosti kva-
paliny pri tlaku p; a hustote p;, a podobne pre uy v mieste 2. Predelenim
hmotnostou segmentov, ako bolo avizované vyssie pri rovnici , néj-
deme Bernoulliho rovnicu platnu pre stlacitelné kvapaliny, pri zanedbani
trenia a prestupu tepla z okolia,

1
N 51)2 + gh = konst . (6.128)
p

Veli¢ina h = u + p/p sa nazyva entalpia latky na jednotku hmotnosti. Po
jej prendsobeni s hmotnostou kvapaliny, m = pV, ndjdeme entalpiu danej
hmotnosti latky,

H=U+pV. (6.129)

Entalpia patri medzi zakladné termodynamické stavové veli¢iny a pre konk-
trétne latky ju mozno najst v tabulkach pre meniace sa hodnoty tlaku a
teploty.
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6.5.5 Hustota toku energie

Bernoulliho rovnicu (6.100) mozno este upravit do vSeobecnejSicho tvaru,
a ziskat jej zaujimavu interpretaciu z pohladu toku energie.

Ak v rovnici budeme uvazovat priestor medzi x; a o, kadial
pridi kvapalina ako vybrani ¢ast priestoru (v angl. “control volume”), potom
orientacia ploch, ako elementov plochy ohranicujtcej tento priestor bude pri
mieste 2 paralelné s }’ychlosﬁou, a preto Syv, = S, - Up, a pri mieste 1 anti-

paralelna, Siv; = —S; - v7. S tymto ozna¢enim moézeme pisat
>S5 -w (it SPivi + pihig | = 0. (6.130)
i=1
Veli¢ina
- . 1, -
Je,, = Ui [ D+ Pl + phg | = ve,, (6.131)

mé podobne ako ;m v rovnici , vyznam hustoty toku mechanickej ener-
gie cez jednotkovi plochu za jednotku ¢asu z vybraného objemu kvapaliny,
a rovnica hovori Ze sucet celkového toku mechanickej energie z vy-
braného objemu cez plochy S; a Ss je nulovy. Samotny vyraz

en() = p7) + 5o + ()7 G (6132)

mé aj v tomto zmysle vyznam objemovej hustoty mechanickej energie pru-
diacej kvapaliny (Obr. [84).

Analogicky, vo v8eobecnejSom pripade stlacitelnej kvapaliny ¢ plynu, po-
uzijeme celkovi energiu na jednotku objemu a najdeme hustotu toku celkovej
energie

- 1
Je=17 (hp + 5/)112 + phg> = ve. (6.133)

Hustota toku energie a hustota toku hmotnosti sa vyuzivaji v technic-
kej praxi pri navrhoch priadenia z pohTadu zasobnikov, reaktorov, chladicov
a pod (“control volume”), ktoré predstavuju vydeleny objem priestoru, cez
ktory pradi kvapalina. Tento objem nie je spojeny s hmotnymi elementami
kvapaliny tak ako vydeleny objem kvapaliny, ktory sme uvazovali v nasom
vyklade na zaciatku tejto casti.
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Obr. 84: Podobne ako tok hmotnosti, fm, zaviadzame v hydromechanike
aj tok mechanickej energie, fe, ktorého integral cez uzavretu plochu, [ ds -
]_';, da celkovy pokles mechanickej energie vo vydelenom objeme priestoru
(tmava modra). Ten, pokial v fiom nie je konana praca (napr. turbinou)
alebo viskéznymi silami, musi byt nulovy.

Obr. 85: Ak chceme horntt dosku posuvat rychlostou vy pri voéi spodnej do-
ske pricom medzi nimi Je kvapalina, musime na vrchna dosku pésobit silou
F rovnej viskoznej sile F V kvapaline sa rozpohybuju jej vrstvy tak, ze ich
rychlost rastie linearne od nuly po vg. Jednotlivé vrstvy, objemové elementy
dV; vyznacené bodkovanou ¢iarou, na seba vzajomne posobia viskdéznou si-
lou. Sily spojené zakonom akcie-reakcie maji posobiska spolu zakrizkované.
Celkova sila posobiaca na kazdy jeden objemovy element je nulova, a preto sa
kazda vistva pohybuJe v ¢ase nemennou, aj ked medzi vrstvami réznou rych-
lostou. Tahov4 sila F ] je prostrednictvom viskoznej sily prenasana na spodna
dosku, kde je jej pdosobenie kompenzované reakénou silou R.
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6.5.6 Viskozita

Viskozita charakterizuje velkost vnutorného trenia v tectcej kvapaline. Pri
zavedeni tlaku sme na obr. demonstrovali, ze kvapalina v pokoji nevyka-
zuje tangencialne sily. Akonahle je ale rychlost kvapaliny v nddobe v smere é
nenulova, elementy kvapaliny nadchadzajice sa pod plochou S st strhavané
elementami kvapaliny nad touto plochou. Prichadza k silovému posobeniu v
tangencidlnom smere vzhladom na plochu S.

Uvazujme dve paralelné dosky dlhé [, siroké h a vzdialené od seba o d,
medzi ktorymi je kvapalina (Obr. [B). Ak spodna doska bude nepohybliva
a vrchni budeme postvat rychlostou vy, budeme ju musiet pri tom tahat
silou F),. Experimenty ukézali, 7e tato sila je tmerna ploche tahanej dosky
lh, rozdielu rychlosti dosiek vy, a nepriamo timernd ich kolmej vzdialenosti
d, t.].

F, = U%Uo- (6.134)
Konstanta timernosti 7 charakterizuje kvapalinu, a nazyva sa dynamickd vis-
kozita.

Ak by sme do kvapaliny dali malé viditelné ¢iastocky, tak by sme pozo-
rovali, Ze kvapalina pri pohybujtcej sa doske sa hybe s rychlostou blizkou vy,
kvapalina pri doske v pokoji len s malou rychlostou, a tento narast rychlosti
od jednej rychlosti k druhej je priblizne linearny (Graf ¢(z) na Obr. [85).

Rozoberieme si tito situdciu z hTadiska posobenia sil. Uvazujme element
vody dVi, hrani¢iaci s pohybujiicou sa doskou (Obr. . Ten posobi na dosku
silou —ﬁn a v zmysle 3. Newtonovho zakona teda aj doska posobi nan silou
ﬁn~ No pretoze jeho rychlost je nemennda, musi nai pésobit od nasledovného
elementu dV; druha sila, ktora tato silu vykompenzuje, —ﬁn. Takto mdzeme
prechadzat cez elementy kvapaliny az k spodnej doske, ktord je v pokoji.
Najdent silu posobiacu na povrch kazdého elementu kvapaliny mozno
vzhladom na linedrny priebeh rychlosti v kvapaline v smere y vyjadrit aj
pomocou lokdlnej zmeny rychlosti s narastom vzdialenosti v tvare

Fy(z)  Av,  dv,

o Tar T Tar

7 tohto vztahu vyplyva, ze ak by bola rychlost pridenia kvapaliny vSade
rovnakd, viskozne sily v nej buda nulové. Predstavme si kvapalinu pradiaciu
v potrubi. Ak by v celkom priereze mala rovnaki rychlost, viskézne sily v nej
budi nulové. Znamené to, Ze by viskézna kvapalina prudila bez trenia? Nie,
rychlosti nemoézu byt v celom priereze rovnaké, lebo, ako sme videli v popise
experimentu s paralelnymi doskami, pri stene je rychlost kvapaliny rovnakéi

(6.135)
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Obr. 86: Pri prideni kvapaliny v potrubi klesa v dosledku viskozity rychlost
pridenia pri (nepohyblivej) stene na nulu. Viskozne sily posobiace na plochy
objemovych elementov nie st rovnako velké, a preto na kazdy z elementov
posobi nenulova vysledna viskézna sila, ktord je maximalna pri vndtornej
stene potrubia. Celkovy sucet viskoznych sil posobiacich na kvapalinu naché-
dzajtcu sa v potrubi s dlzkou [ ur¢uje len viskézna sila na okraji, ostatné sily
sa vzajomne zrusia. Tato vysledna sila musi byt kompenzovana nenulovym
rozdielom tlaku na konci a zaciatku potrubia.

ako je rychlost steny. Preto pri vnttornej stene potrubia bude rychlost kvapa-
liny nulova a jej narast smerom do stredu potrubia bude spojeny s nenulovymi
viskoznymi silami, a teda aj s nenulovym vniatornym trenim (Obr. . Aby
takéto priadenie neustalo je potrebné, aby tlak v potrubi narastal proti smeru
priadenia. Celkova sila posobiaca na kvapalinu nachadzajicu sa v potrubi s
dlzkou [, vnatornym obvodom 2h a prierezom S potom bude

0= (p(0) —p(1))S — 12hn ;l—; — Ap = —- . (6.136)

x=0

Silové posobenia vzajomne medzi jednotlivymi elementami kvapaliny na na-
vzajom vyrusia v dosledku 3. Newtonovho zdkona. Rozdiel tlaku teda kom-
penzuje posobenie trecich sil na vntutornej stene potrubia.

Priklad: Odhadneme, na akej vzdialenosti od okraju narastie rychlost pri-
denia v potrubi na svoju priemernd hodnotu. Potrubie nech ma priemer
d = lcm a priemerné rychlost pridenia v fiom nech je v, = 1m.s~!. Predpo-
kladajme, Ze meranim sme nagli, ze pokles tlaku na 1m dlzky je Ap = 1,7kPa
a viskozita vody pri § = 10°C je n = 1,3.10*Pa.s.

Celkovi viskéznu silu odhadneme zo vztahu (6.134)), len pre vnatorny
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obvod pouzijeme md,

A
F, = SnA—:f = Irdy (6.137)

Ar

kde Ar je radidlna vzdialenost od okraja potrubia na ktorej rychlost narastla
z nuly (na stene) na priemerna rychlost. Spoc¢itanim sily pretlaku a viskoznej
sily podobne ako v ({6.136]) najdeme

U()/L)

= 2)2A 1
lﬂdnAT m(d/2)*Ap (6.138)
4l av
Ar C;Z)p — 0,3mm (6.139)

Odhadujeme teda, ze pokles rychlosti pri stene bude znac¢ne rychly. Pripadnéa
drsnost povrchu moze preto viskdznu silu vyrazne navysovat.

Viskozita pre vicsinu kvapalin vyrazne klesa s rasticou teplotou, pre
plyny viskozita s teplotou rastie (Obr. . Jej hodnoty pre technické aplikicie
sa urcuju experimentalne, aj ked pre plyny jej hodnoty dostato¢ne dobre
vysvetluje kineticka teoria plynov a pre kvapalinu je mozné jej hodnotu uréit
pomocou simulacii molekularnej dynamiky.

Okrem dynamickej viskozity sa pouziva aj kinematickd viskozita,

v="1 (6.140)

p
Kinematicka viskozita je relevantna pre tlohy turbulentného a laminarneho
vynuteného prudenia. Naviac, kedze v ramci kinetickej tedrie plynov sa uka-
zuje, ze dynamické viskozita je imerna hustote, jej predelenim ziskavame pre
plyny univerzéalnejSiu charakteristiku.

6.5.7 Laminarne pradenie nestlacitel'nej kvapaliny v potrubi

Pri odvodeni Bernoulliho rovnice sme neuvazovali trecie sily, predpokladali
sme, Ze energia objemovej jednotky kvapaliny sa zachovava. V stuvislosti s vy-
poc¢tom toku sme zase predpokladali, Ze rychlost kvapaliny v celkom priereze
potrubia je rovnaka. Vyklad viskozneho trenia v predchidzajicej kapitole
ukazal, 7e ani jeden z tychto predpokladov nie je celkom spravny.

Pri malych rychlostiach je pridenie lamindrne, t.j. pradnice tvoria krivky
(priamky pre priamodciare potrubie). idice paralelne so stenami potrubia. V
pripade priamociareho potrubia za element kvapaliny s jednoznac¢nou rych-
lostou, rovnobeznou so stenami potrubia, vezmeme valcovi stenu s dlzkou {
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Voda Vzduch

02 | | | | 12_ | | |
0 20 40 60 80 100 0 50 100 150 200

o°Cl o°Cl

Obr. 87: Graf kinematickej viskozity pre vodu a vzduch pri atmosférickom
tlaku. Pri # = 100°C dochéadza k varu, voda meni skupenstvo na paru, ktorej
hodnoty kinematickej viskozity st podobné vzduchu, a teda asi 100 krat
viCsie).

r
r A dr Fy(r+dr)
AR E R0
L —Fy(r)
= w= T

Obr. 88: Sily pdsobiace na cylindricky element kvapaliny, vyznac¢eny tmavsou
farbou, v potrubi. Nenulovy rozdiel tlakovych sil je potrebny na kompenzaciu
nenulového rozdielu viskéznych sil od susediacich cylindrickych elementov.

205



a polomermi r a r + dr (Obr. . Nakol'ko tento element sa musi pohybo-
vat s konstantnou rychlostou (kvoli rovnici kontinuity a nestlac¢itelnosti tejto
kvapaliny), bude stucet vSetkych nan posobiacich sil nulovy. Na jeho prednej
a zadnej podstave posobia tlakové sily od susednej kvapaliny,

F,(0) = p(0)27rdr, Fy(l) = p(l)2mrdr (6.141)

a na plastoch viskozne sily od okolitej kvapaliny,

d

F,(r) :77277"/‘[2—:, F,(r+dr)=F,(r) + d?"F( r)dr (6.142)

Ich stcet, s patricnymi znamienkami podla Obr. sa musi rovnat nule,

d d
0 = 27r(p(0) — p(l))dr + drd—n27r'rld—v(7’) (6.143)
T r
Ap 1d d
= — ——7r— . 144
0 l +nr drrdrv(r) (6.144)

Posledny vztah predstavuje diferencidlnu rovnicu pre rychlostné pole v(r).
Tato rovnica je Specialny pripad Nawvier-Stokesovej rovnice, vSeobecnejsej po-
hybovej rovnice pre rychlostné pole kvapaliny, zjednodusenej pre stacionarne
prudenie, malé rychlosti a cylindrickti geometriu.

Dvojnasobnym integrovanim v (6.144) podla r najdeme

1 Ap 2
v(r)=v0) — ——r 6.145
") =0 - -5 (6.145)
v(0) predstavuje maximalnu rychlost prudenia v strede potrubia, a od tejto
hodnoty rychlost s polomerom kvadraticky klesa. Hodnotu maximéalnej rych-
losti ndjdeme z podmienky, Ze na stene potrubia musi byt rychlost pridenia
nulova,

1Ap 1Ap

— _ 2 _ 2 14
v(R) = v(0) 477 i —R*=0—-0(0) = 477 l —R (6.146)
a teda rychlostny profil ma tvar
1 Ap, 9
= —— —ro). 14
v(r) o (R*—1r7) (6.147)

Vidime, Ze ustaleny laminarny tok kvapaliny ma parabolickyj rychlostny profil.
Priadnice blizsie ku stene potrubia maja nizsiu rychlost ako pradnice v strede
potrubia.
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Celkovy tok kvapaliny mozeme vhodne vyjadrit pomocou priemernej rych-

losti kvapaliny (6.85]),

I 2 1 Ap (% s o
Vav = 71‘_R2 ; QWTdTU(T) = EET ; dTT(R — T ), (6148)
£.j.
R? Ap
o ap 6.149
! 8n 1 ( )

Porovnanim s rovnicou ({6.146)) vidime, ze maximalna rychlost v strede je
dvakrat vacsia ako je priemerna rychlost.

V pripade laminarneho pridenia teda nachadzame, ze pokles tlaku v po-
trubi je dany vztahom

8n 8n
Ap = —lvg, = —1Jy, 6.150
P= g TRtV (6.150)
t.j. tmerny dizke potrubia [, toku alebo priemernej rychlosti v, a prudko
narastajici so zmensujicim sa priemerom potrubia R. Clen typu (6.150)
je teda potrebné dodat na pravi stranu Bernoulliho rovnice, a predstavuje
rozdiel v objemovej hustote energie v kvapaline na vzdialenosti potrubia [.

Priklad: Najdeme pokles tlaku na vzdialenosti [ = 1m v potrubi s vodou s
priemerom d = lcm, pri celkovom toku zodpovedajticom priemernej rychlosti

Ve = 1m.s7!, za predpokladu, Ze pridenie m4 laminarny charakter.
8n 8.1,3.1073 1
Ap = ﬁlvav = W.lm.lm.s = 416Pa, (6.151)

¢o je podstatne menej ako uvidzany pokles tlaku v tomto pripade v priklade
v Casti Ap = 1700Pa! Predpoklad o laminarnom pradeni v tomto pri-
pade nebol spravny, ako uvidime v nasledujtcej kapitole.

Okrem uvazenia viskdznych strat, je potrebné modifikovat aj tvar hustoty
kinetickej energie

1 1
§pv§v — Cipvgv, (6.152)

ak sa pouziva pre jej vypocet priemernd rychlost prudenia v,,. ( sa nazyva
koeficient kinetickej energie a suvisi s nekonstantnym rychlostnym profilom

(6.149)). Ukazeme si, ze pre lamindrne prudenie je ( = 2.
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Ak budeme uvazovat potrubie s prierezom S a dlzkou 1, tak na jeho vstupe
don vteka za jednotku casu kineticka energia

dFE 1
% = / dSvl(T)ipvl(T)Q (6.153)
1 1A 5
— 5p/27rrdr {ETP(RQ —7«2)] (6.154)
mpAp’ Lina  owu :
TpAp° R 3 p2
= m = p’ﬂ'U(wR (6156)

Prepocitanim na jednotku plochy dostaneme priemerny tok kinetickej energie

1 dE,; 4

.e av — = 6.157
Je, ﬂ_RQ dt PUay ( )
a teda priemernia hustotu kinetickej energie,
je av 1 2
w="—"=(= 5 = 2, 6.158
Can = 5 = (5Pl € (6.158)

tak ako sme uviedli.

6.5.8 Turbulentné prudenie nestlacitel'nej kvapaliny v potrubi

V praxi sa s lamindrnym pridenim stretavame len malokedy. Pri vyssich
rychlostiach pridenia pridnice prestavaju mat jednoducht Struktaru kri-
viek rovnobeznych so stenami nddoby-potrubia, ale vytvaraju viry na malych
a/alebo velkych priestorovych kalach. Tieto viri nie su stacionarne, mozu
vznikat, zanikat a presavat sa. Takyto rezim nazyvame prechodné a neskor
plne rozvinuté turbulentné pridenie.

Pre vypocty pouzivame v case ustrednené rychlostné pole, ktoré uz ma
stacionarny, t.j. od ¢asu nezavisly charakter. Pri stenach potrubia sa vytvara
hranic¢nd vrstva, v ktorej ustrednené rychlostné pole meni svoju hodnotu z
hodnoty v objeme kvapaliny na nulu. Celkom v blizkosti steny je teda rychlost
mala, a tu mé priudenie opéat laminarny charakter - hovorime o lamindrnej
podurstve. Nakolko Sirka hrani¢nej vrstvy nebyva velka, hodnota ustrednene;j
rychlosti prudenia v ¢ase ma podstatne plochejsi profil ako pri laminarnom
prideni. Preto koeficient kinetickej energii byva pri turbulentnom pruadeni
mensi ako 2, napr. ( ~ 1,4 [Nakayama]

Vzhladom na kvalitativne zmeny v prideni je potrebné zmenit aj vztah
pre pokles tlaku viskéznym trenim najdeny v predchadzajicej casti. Pre tento
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ucel sa zavadza koeficient trenia v potrubi A pomocou Darcy- Weisbachovom
vztahu,

i1,
Ap = /\Bipv[w (6.159)

kde D je priemer potrubia. Porovnanim s (6.150)) najdeme, Ze pre laminarne
pradenie plati

A=—, Re= : (6.160)

kde Re je Reynoldsovo ¢islo a v = 1/p je kinematicka viskozita kvapaliny. Vy-
hodnost zapisu poklesu tlaku pomocou Darcy-Weisbachovho vztahu spodciva
prave v tom, ze \, respektive Re st bezrozmerné ¢isla a preto nemozu zavisiet
[ubovolne od rychlosti, rozmeru a viskozity, ale len od ich kombinécie ako
tieto veli¢iny vystupuji v Reynoldsovom ¢isle. Pre charakteriziciu pridenia
kvapaliny v potrubi, laminarneho, turbulentného alebo akéhokolvek iného,
potrebujeme poznat len zavislost koeficientu trenia od Reynoldsovho ¢isla,

A(Re), (6.161)

pricom tato zavislost je univerzdlna pre akékolvek kvapaliny prudiace po-
trubim, a teda moZno ju urc¢it experimentalne a tabulovat. Napriklad podla
Blasiusa je

64 Re € (0 — 3.10%)( laminérne )

— Re
ARe) = { 0,3164Re"* Re € (3.10° — 1.10°)( turbulentné) (6.162)

Skokova zmena tejto zavislosti pri Re~ 2300 indikuje kvalitativhu zmenu
prudenia z laminarneho na turbulentné pri tejto hodnote Reynoldsovho ¢isla.

Priklad: N&ajdeme pokles tlaku na vzdialenosti [ = 1m v potrubi s vodou s
priemerom d = lcm, pri celkovom toku zodpovedajicom priemernej rychlosti
Vg = 1m.s™!. Ide o t0 istd situéciu, pri ktorej sme v ¢asti m pri experi-
mentalne danom poklesu tlaku Ap = 1700Pa odhadli sirku hrani¢nej vrstvy
na 0,3mm, a v ¢asti za predpokladu laminarneho priadenia nasli pokles
tlaku len Ap ~ 400Pa.

V prvom rade teda vyhodnotime Reynoldsovo ¢islo, aby sme urcili cha-
rakter pridenia,

dO/U
Re = VavP

= 7700 (6.163)
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Obr. 89: Pri ¢isteni kalu v akvariu preteka voda do kybla samospadom. Vis-
kozny odpor kvapaliny v hadici predstavuje dolezity prispevok k znizovaniu
rychlosti, ktorou voda vyteka.

a teda ide o turbulentny rezim. Predpoklad laminirneho pridenia nebol
spravny, a preto aj pokles tlaku vysiel ovela nizsi ako experimentalna hod-
nota.

Pouzitim koeficientu trenia pre tito hodnotu Reynoldsovho ¢isla ndjeme

A = 0,3164(7700)"Y* = 0,0338 (6.164)
1 11
Ap = A—=pv? = .——.=.1000.1% = 1690P 1
p A= 5PV, = 0,0338 0012 000 690Pa,  (6.165)

v stilade s prikladom v ¢asti [6.5.6]

Priklad: Pri Gisteni kalu z dna akvaria sa pouziva hadica s dlzkou 2,15m
a s prierezom lcm. VySkovy rozdiel medzi vstupom vody do hadice v akvériu
(tesne nad dnom) a vystupom vody nad kyblom je 45¢m, hladina vody v ak-
variu je 25cm nad vstupom do hadice (Obr.[89). Akou priemernou rychlostou
bude voda vytekat hadicou ak (a) zanedbame viskozitu, (b) predpokladame
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laminarne pradenie v hadici a (¢) budeme predpokladat turbulentné pride-
nie v hadici? Rozhodnite, ku ktorému z tychto rezimov dochadza na zaklade
hodnoty Reynoldsovho ¢isla.

Riesenie: Pouzijeme modifikovani Bernoulliho rovnicu, uvazujicu aj ko-
eficient kinetickej energie aj Darcy-Weisbachov vztah pre pokles tlaku kvoli
viskozite,

1 1
hipg — (55/)?12 - thg> = Ap, = >\—§pvz, (6.166)

D
kde v je priemerna rychlost priadenia v hadici, hy vyska hladiny od vstupu do
hadice, hs vyska vstupu do hadice od vystupu hadice, | dlzka hadice a D jej
vnitorny priemer. Zavislost koeficientu trenia A od rychlosti cez Reynoldsovo
¢islo nie je velmi silné, preto pre prvy odhad budeme povazovat tuto za dana
vytokovou rychlostou idedlnej kvapaliny.
Upravou dostaneme vztah

Pre idedlnu kvapalinu (£ = 1, n = 0) mame

Vig = \/2(h1 + hy)g = 3,7Im.s™* (6.168)

Ak 7z tejto hodnoty prepocitame Reynoldsovo ¢islo, ndjdeme

D’Uid
14

Re

~ 28500 >> 2300 (6.169)

t.j. sme hlboko v turbulentnom rezime. Preto pouzijeme £ = 14 a vztah
pre koeficient trenia (6.162) pre turbulentny rezim s rychlostou odhadnutou
podla idedlneho pridenia, ndjdeme

vy = 1,4dm.s™". (6.170)

Ak teraz znovu prepocitame Reynoldovo ¢islo, a nasledne koeficient trenia,
a opakovali tento proces v niekolkych iteraciach (najjednoduchsie napisanim
vypoctu v tabulkovom procesore, napr. OpenOffice spreadsheet alebo MS
Excel), n&djdeme nakoniec rieSenie

Vpury = 1,29m.s* (6.171)
¢omu zodpoveda Reynoldsovo ¢&islo

Re = 9900 (6.172)
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Pouzitim vztahu pre A\ pri lamindrnom prideni najdeme
Vigm = 2,01m.s 1. (6.173)

Pre porovnanie, meranie dalo v tomto pripade priemerni vytokovi rych-
lost 1,14m/s. Vidime, Ze pouZitie vypoctu pre idealnu kvapalinu vedie na
viac ako trojnasobne vicsiu rychlost, uvazenie laminarneho prudenia da me-
nej ako dvoj nasobok a nakoniec pouzitie vztahu pre turbulentné pradenie d&
predpoved len o cca 10% vicsiu ako je meranie. Treba uviest, ze tu uvedeny
vysledok merania nemd presnost lepsiu ako 5%.

Pre velmi tenké hrani¢né vrstvy, vstupuje do avahy aj drsnost steny po-
trubia. Pre tento ucel je potrebné vziat koeficient trenia A zodpovedajici
pouzitej drsnosti vnatorného povrchu, ktory mozno vyhladat v §pecializova-
nej literattre a tabulkach na internete.

V dynamike hmotnych bodov, pri pojednavani o treni v ¢asti [2.3.4] sme
sa stretli so silou Stokesovho trenia, ktora bola imerna rychlosti telesa, a s
aerodynamickym odporom, kde bola sila imerna kvadratu rychlosti. Krité-
rium ktoré z tychto modelov trenia pouzit bolo presne Reynoldsovo ¢islo. A
dovod linearneho alebo (priblizne) kvadratického charakteru sily suvisi aj s
tu uvadzanou linearnou alebo kvadratickou zavislostou poklesu tlaku (t.j. sily
na jednotku plochy). Evidentne, tieto dve veci izko spolu suvisia, a Citatela
vyzyvame, aby si tato savislost v duchu sam dobre premyslel.

V sticasnosti sa stale viac vyuzivaji numerické metédy, Specidlne metdd
kone¢nych prvkov a kone¢nych elementov pre vypocet prudenia v realistic-
kych systémoch. Aj v tychto vypoctoch je ale potrebné modelovat hraniéné
vrstvy pomocou efektivnych modelov uvazujicich rozne rezimy turbulent-
ného charakteru pridenia v nich, ktoré st zalozené na doslednych meraniach
alebo $pecidlnych vypoctoch vo velmi zjednoduSenych geometriach.
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