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1 Klasicka fyzika koncom 19.storocia

1.1 Pohybové rovnice latky a pola

Latku v klasickej tedrii popisujeme Newtonovymi rovnicami ako sustavu vel'’kého poctu (N) hmotnych
bodov

dzri :
mi?:qie(ri,f)+61ivi><b(7‘iat)7 i=1,.,N M

kde m; je hmotnost’ i-tej Castice, g; jej naboj, r;(t),v;(t) = d:;t(z) a a;(t) = % jej polohovy vektor,
vektor rychlosti a vektor zrychlenia. Toto predstavuje systém N diferencidlnych rovnic druhého radu s
jednoznacnym rieSenim ak zaddme N pociatocnych poloh a rychlosti. Samozrejme, predpokladdme pri
tom Ze pozname elektrické a magnetické pole e(r,t) a b(r,t). Tieto posledné st na druhej strane riese-
niami mikroskopickych Maxwellovych rovnic

_ P
Ve = & 2)
. de
Vxb = NOJ"‘.UOSOEa (3)
Vb = 0, @)
db
Vxe = -2
X e 5 (5)

Tieto formalne komplikovanejsie rovnice ddvaji jednoznacné rieSenia pre polia e(r,7) a b(r,t) ak zaddme
pociatoéné podmienky pre polia v Case t = 0: e(r,t = 0) a b(r,r = 0) a okrajové podmienky pre tieto
polia v T'ubovol'nom case (typicky e(r,t), b(r,t) — 0 pre 7 — oo ak im zaddme nabojovd hustotu a
prudovu hustotu ako funkcie Casu. Tieto pritom mdZeme ziskat' z Newtonovych rovnic hmotnych Castic
nasledovnym sposobom.

p(rit) = Y aid(r—ri(t)) (6)
i
i) = Y qwi(t)d(r—ri1)), ™)
i
kde r;(r),v;(t) popisuju rieSenia Newtonovych rovnic a 6 (r) je tzv. Diracova delta funkcia dand vlastnos-
tou

1 7; sanachadza v oblasti Q
e\ g3 — i
/Q O(r—mi)d’r { 0 7; je mimo oblasti Q ®)

Uvéazenim tejto definicie ndm vyrazy (6) a (7) evidentne davaji nabojovi a pradova hustotu nakol'’ko
napriklad

/Q p(r,0dr = No, )

kde Nq je pocet Castic nachddzajticich sa v objeme Q !

IPriklady:(1) UkazZte si, Ze pri integrovani takto definovanej hustoty cez objem  obsahuijtici N &astic dostaneme tento podet
Castic, tak ako sa na hustotu patri, (2) Ak vSetkych N Castic ma rovnakd rychlost’ v; = v, potom sa presvedcte Ze platf zndmy
vzt'ah j = vp, (3) Ukdzte, Ze vyssie zavedend pridova hustota spfﬁa rovnicu kontinuity —%—’t) =V .3, (4) Najdite Coulombov
potencidl od bodového néboja rieSenim Poissonovej rovnice s ndbojovou hustotou p(r) = ed(r) v sférickych sdradniciach.
Pouzite pri tom fakt, Ze vo sférickych suradniciach plati pre radidlnu cast’” Laplaceovho operitora A = riz%rz%. Rovnicu
rieSime priamou integraciou. Zavedenou definiciou delta-funkcie si pritom uvedomme, Ze pri prechode do sférickych suradnic

musime pouZit’ prepis 6(r) — ﬁS(r).



Dolezitym dosledkom vysSie uvedenej definicie delta-funkcie je nasledovnd integralna vlastnost’

X0+E€
/ dxf(x)8(x—xo)dx = /XO_S F0)8(x—x0)dx (10)
- /xxoie(f(m)+f'(XO)(x—XO)+ﬁ(Ez))fS(x—XO)dx (11)
= f(xo)+0O(e) = f(xo) pre €—0 (12)

kde f(x) je 'ubovol'nd diferencovatel'nd funkcia.

Z tohto pohl’adu predstavuju rovnice (1),(2-5) systém rovnic, ktoré by sme chceli rieSit’ spolu. Pred-
stavuje spolupdsobenie pohybu latky a elektromagnetického pol’a - tloha ktord popisuje prakticky kazdy
problém sucasnej elektrotechniky - od molekularne;j elektroniky cez pracovny reZim pol’om riadeného
tranzistora aZ po charakteristiky optického vldkna. Pre efektivne rieSenie takéhoto diapazénu problémov
je potrebné si ulohu rozdelit' na menSie kroky, ktorych pochopenie a spracovanie je prakticky mozné.
Budeme rozdel’ ovat’ nasledovné skdly:

1. Mikroskopicka Skéla, bez vonkajSieho pol’a.
2. Mikroskopicka Skala so slabym vonkajSim pol’om (poruchou).

3. Makroskopicka Skdla

1.1.1 Mikroskopicka skala, bez vonkajSieho pol'a

V tomto pripade mdme na zreteli problémy viazania jednotlivych Castic latky a typicky postaci k rieSe-
niu uvazenie prvej Maxwellovej rovnice (elektrostatiky). Toto moZeme vidiet' z nasledovnej rozmerovej
uvahy; kym sily posobiace na elektron v dosledku elektrického pol’a su rddovo

fo~al®,

kde [ je charakteristickd vzdialenost medzi dvoma elektrénmi, sily v dosledku magnetického pol'a su
rddovo

fo ~ qvlpoj ~ qlv* Lop,

kde v je charakteristickd rychlost’, a teda pre ich pomer je

2
% ~ ,LL()S()VZ = 6_2
Ked'7e typické atomarne rychlosti elektrénov si ~ 10°ms~! je f;,/f. ~ 1077 a na zaCiatok moZeme
tieto sily zanedbat’. Neskor sa daju jednoducho zaratat’ tzv. poruchovym vypoctom ak je takato presnost’
potrebnd.

Naga tloha predstavuje ndjst’ rovnovazny stav charakterizovany nabojovou hustotou p°(r), nachadza-
jiici sa v mikroskopickom rovnovaznom poli €’ (r) danom rovnicou (2). Ich typicka vel'kost je radovo
~ 10'°V/m a v priestore prudko oscilujii na atoméarnych rozmeroch. Vypocet takejto (self-konzistentnej)
hustoty musi byt adresovany kvantovou mechanikou, akykol’ vek pokus o klasicky pristup havaruje. Pre
dostatocne t'azké jadra (napr. zlato) je dokonca nevyhnutny relativisticky kvantovo-mechanicky popis pre-
toZe rychlosti elektronov v tesnej blizkosti t'azkych jadier m6Zu I'ahko nadobudat’ i relativistické hodnoty.
Prirodzene, v tomto pripade treba prehodnotit’ aj vysSie spomenuté zanedbanie magnetického pol’a.

Ddlezitou vlastnost'ou rovnovdzneho mikroskopického pol'a je, Ze hoci je silné, je zdroven prudko
oscilujice (od atomu k atému). Ak sa snazime takéto polia makroskopicky merat’, naSe sondy typicky

3



zaberaji 10° atémov a viac a preto nami merané polia zodpovedaji poliam spriemernenym cez dostatoéne
vel’ky objem Q, v okoli miesta 7 2

1
E'r,) = <é€r) >:Q_/ d>r'ed(r+1). (13)
r Qr

V rovnovihe je latka celkovo neutrdlna a preto su tieto rovnovdzne ustrednené polia nulové, t.j.

E°=0. (14)

1.1.2 Mikroskopicka skala so slabym vonkajSim pol’om (poruchou)

Casto nds zaujima ako sa sprdva latka ak je vloZen4 do elektromagnetického pol’a. Tdto tloha zahfiia nie
len statickd odozvu na staciondrne polia (napr. polarizicia latky alebo tok elektrického pridu v elektrosta-
tickom poli) ale aj opticki odrazivost’ ¢i absorpciu. Pre teoreticky popis moZno tito skupinu problémov
formulovat’ nasledovne.

Predpokladajme, Ze vzdialené externé zdroje p©(r,t), 7% (r,) (slovom “externé” prizvukujeme ten
fakt, Ze ndbojové a prudové hustoty su predpisané funkcie Casu a priestoru niekde mimo nasej skimanej
latky a nepozerdme sa na ne ako na dynamické veliCiny, ako v pripade ndbojovej a pridovej hustoty v
skumanej latke) st zapnuté v Case t = 0, akd bude odozva nami skimaného systému?

V dosledku externych zdrojov sa celkové pole zmeni e’(r) — €%(r) + Se(r,t) a bO(r) — bO(r) +
ob(r,t). Z linearity Maxwellovych rovnic I'ahko dostaneme Ze zmeny poli de(r,t) a db(r,t) budi tiez
spliiat Maxwellove rovnice

ext
V.Se = M7 (15)
&
.. do
Vx8b = uo<63+f”)+uoeoa—f, (16)
V.§b = 0, (17)
Vxde = —%. (18)

P.B. Aby som to velmi nenatahoval, tak asi tu skolim na rovnice (22), (23) napisané
priamo pre ustrednené veliliny a potom rovno napiSem makroskopické rovnice (33)-(36)
a tam mdZem pokralovat. Za predpokladu Ze tieto zmeny su dostato¢ne malé (t.j. napr. de(r,t) <<

2Cvicenie: Spriemerovanie v 1D modely krystalickej l4tky. Predstavme si Ze mikroskopickd hustota ma tvar
px)= Ze5(x— na) —e/a,
n

kde —e/a predstavuje homogénnu hustotu delokalizovanych elektrénov a delta funkcie reprezentuji ndboj lokalizovanych
jadier. a je vzdialenost’ medzi dvomi “atémami”. Spriemerovanie moZno previest pomocou funkcie

1 L)
F(x)= —e /! ,/dxF(x) =1
VTl
Tato reprezentuje meracie makroskopické zariadenie, ktoré spriemeruje hustotu na rozmeroch ~ [, pricom vzdialenejSie pris-

pevky maji slabsiu vahu (Gausidn kles4 k nule). Prirodzene, I zodpovedd v 3D v texte spomenutému objemu €, ~ 3. Sprie-
merovand (makroskopickd) hustotu pomocou F (x) dostaneme ako

<px)>= /dx'p(x—x/)F(x/)

Presvedcte sa, Ze spriemernena hustota je, aZ na malé fluktudcie, nulovd ak / >> a. Ako by ste zovSeobecnili tento priklad pre
diskusiu ustrednenia elektrického pol'a?



€’(r)) bude ¢asovy vyvoj ndbojovej 8p(r,t) a pridovej hustoty &5 (r,t) pre t > 0 linedrne z4visly od
zmien poli. Casovy vyvoj, ziskatel'ny priamym rieSenim Newtonovych rovnic, mdZeme formdlne vyjad-
rit’ pomocou tzv. funkcii linedrnej odozvy

t
op(r,t) = /d3r'/ dr’ (Xp7e(r,r/;t—t') 'Se(r’,t')—l—xpl,(r,'r/;t—t’) ﬁb(r',t’)) (19)
t AN <
oj(r,t) = /a’3r'/ dr’ <G (r,r'st—1t')-Se(r',i')+ X jp (r,rst —1') '5b(r',t’)> (20)
Jednotlivé funkcie odozvy nie st uplne nezavislé - spéja ich rovnica kontinuity pre elektricky naboj

2 5p(r.1) = ~V-55(r.), @

< e ., .
takZe napriklad xp . a o (r,r’;t —1) spliiajd identitu

%Xp’e(r,r';t) =-V. ? (r, ;1) (22)

Pouzitim rovnic (19,20) pre Maxwellove rovnice (15-18) dostdvame tplny systém rovnic pre ¢asovo
zéavislé polia de(r,t) a db(r,t), pricom dynamika Castic (v tomto pripade Newtonove rovnice) vstupuju
iba implicitne do vypoctu funkcii linearnej odozvy. Toto ale nie je formuldcia, ktord vedie ku veli¢indm
tradicne pouzivanym v makroskopickej elektrodynamike. V nej sa zavaddzajd veliiny ako polarizdcia
P(r,t) ¢i magnetizacia M (r,t). UkdZeme, ako tieto stvisia z funkciami odozvy zavedenymi vyssie.

Zacnime s polarizaciou. Jej najvSeobecnejSia definicia je motivovand priamo rovnicou kontinuity (21)
z ktorej vidime Ze mikroskopicku zmenu v hustote mozno ziskat’ ako

) , )
E6p(lr7t> - —V'SJ(T,I‘)——V'ge@(T,I), (23)
kde sme zaviedli mikroskopicki polarizciu & (r,t) vzt ahom
D Prt) = (1)~ V x (1), 24)

ot

kde .Z je zatial' 'ubovolnd vektorova funkcia (lebo V- (V x .#) = 0 vidy). Formélne, rovnice (23) a
(24) ndm napomoZu zbavit' sa mikroskopickej nédbojovej a pridovej hustoty

§p = V.2, (25)

0] = %(@(r,t)—f—VX//[(r,t), (26)

na dkor zavedenia dvoch novych veli¢in - mikroskopickej polarizacie a magnetizacie. Samotné vzt ahy
(23) a (24) nam ale neurcuju tieto dve veliiny jednoznacne, nakol'’ko zavedenie novych

P = P4+VxF (27)
0
/ — —_——
M = A atF (28)

vedie na identické hustoty ndboja a pridu. Tito I'ubovol'u moZno odstranit’ zavedenim Specidlnej vol'by
zodpovedajuicej v jednoduchych limitnych pripadoch objemovej hustote elektrickych a magnetickych di-
polov, zndmych zo zdkladného kurzu fyziky.



Tato vol'ba je formélne zaloZend na rozdeleni vektorového pridového pol'a na jeho rotacnu a nero-
tacnd Gast’3:

0] = 5-7H+6‘7l’ VXSjHZO, V.67, =0 (29)

a identifikdciou polarizicie s nerotatnou a magnetizacie s rotacnou zlozkou:

%9(1“,” = 5j|‘('l“,t), VX;@(T,I):O (30)
Vx(rit) = 06j5.(r,t) (31

Posledné dve rovnice predstavujui definicie polarizdcie a magnetizacie. VSimnime si, Ze polarizdcia je
definovand aZz na Casovo nezdvisli funkciu, t.j. zmysel ma pytat’ sa iba na zmenu polarizicie latky pri
zmene jej stavu. Toto pozorovanie bolo jasne formulované az v 90 rokoch 20-teho storocia v rdmci mo-
dernej tedrie polarizacie. Fyzikédlny zmysel takto definovanej polarizdcie je jasny - ide o mieru celkového
preteCeného pridu cez dané miesto. Magnetizdcia na druhej strane pochddza od rotujicej Casti pridove;j
hustoty - opdt’ pozorovanie zndme zo zdkladného kurzu fyziky. Aby jej definicia bola jednoznacna treba
eSte pridat’ podmienku V- .Z = 0.

1.1.3 Makroskopicka Skala

Substiticiou definicnych vzt'ahov (24) do Maxwellovych rovnic (15-18) a ustrednenim makroskopicky
maly no mikroskopicky vel'’ky objem Q, v okoli vSetkych bodov r

< f(r,t) >= Qir/grcﬁr'f(r—kr’,t) (32)

s uvdzenim Ze poradie spriemerovania a derivovania mozno zamenit’, t.j. napr.

<Vf(r,r)> = i PV fr+71) (33)
-Q'r Q,

— Qir/grd3r’v,f(r+r/,t) (34)

= V< f(rt)>, (35)

dostdvame makroskopické Maxwellove rovnice

V.-D = p*, D=gE+P (36)
oD B
VxH = j+—-, H=—-— 37
X 3+ m (37)
V-B = 0, (38)
0B
VxE = ——. 39
X o (39

pricom sme zaviedli nasledovné ustrednené (makroskopické) veliiny

E = <e’+8e>=<be> (40)
B = <b’+8b>=<8b> (41)
P = <Z> M=<.H>. (42)

3Cvitenie: Uvézenim, Ze pridové hustota mimo latky musi byt’ nulové sa presveddte, Ze takéto rozdelenie je jednoznacné.



Ustrednenim mikroskopickej polarizicie a magnetizacie teda konecne dostdvame polarizdciu a magnetiza-
ciu, s ktorymi sa pracuje v makroskopickej elektrodynamike. Aby bol systém rovnic (36)-(39) tplny, treba
ndjst’ vzt'ah vzt'ahy medzi polarizaciou, magnetizaciou a poliami E a B. Tieto moZno ziskat’ kombina-
ciou definiénych vzt'ahov (30) a (31) s rovnicami linedrnej odozvy pre pridovu hustotu (20). V kone¢nom
vysledku, uvaZenim mnoZstva zjednodusujiicich predpokladov, prideme ku linedrnym vzt ahom*

P(ri) — /tdt’a(r,t—t’)E(r,t’), 43)
M(r,) — /Zdt’K(r,t—t’)B(r,t’) (44)

platiacim ale iba v typickych pripadoch. VS§imnime si napriklad, Ze povodne priestorovo nelokdlny vzt ah
medzi mikroskopickou pridovou hustotou a elektrickym pol’om presiel na priestorovo lokdlny vzt ah
medzi polarizdciou a ustrednenym elektrickym pol’om. Tento prechod, hoci typicky pre bezné materidly
pri beznych teplotich, nenastdava ak sledujeme systémy so silne prejavujicimi sa kvantovo-mechanickymi
javmi, ako sa to stdva pri vel'mi nizkych teplotéch.

Takto zavedend polarizécia sihlasi aj s jej zavedenim pomocou objemovej hustoty dipélového mo-
mentu, ako je to robené v ivodnych kurzoch elektriny a magnetizmu. Zacneme z mikroskopickej rovnice,
definujuicej dip6lovy moment na jednotku objemu pre N Castic nachddzajicich sa v malom objeme dV
lokalizovanom v mieste 7,

1 N
Pl(r;t) = WZTi(t)CIi (45)
I Pt = Y ot = (65 46
o (r,t) = v : vi(t)g; = (07) (46)

¢o je totozné s vysSie pouZitou rovnicou, pokial’ je mikroskopicka pridova hustota bez rotécie (t.j. potom
P =P).
Podobne sa d4 ukdzat’ Ze

M = RS /d%”///(r') = ! v x gi(r) (47)
Q, 2 Jo,
a teda ze M zodpoveda objemovej hustote magnetického momentu v latke. 3
Na konci 19-teho storocia bolo na zédklade klasickych vypoctov jasné, Ze klasické odvddzanie mate-
ridlovych vzt'ahov (43), (44) alebo ich mikroskopickych ekvivalentov (19), (20) pokrivkédva, ba niekedy
az havaruje. Napriklad, tzv. Bohr-van Leeuwenov teorém ukazuje, Ze v rdmci klasickej fyziky diamagne-
tizmus ani paramagnetizmus, t.j. K # 0 v (44) nemdzZe existovat’. Experimentalne merania polarizovatel -
nosti () (dielektrickej relativnej permitivity &.(@) = 1 + o(@) /&) v optickej oblasti mali kompliko-
vanu Strukturu lokdlnych maxim a minim, Drudeho tedria pracovala s modelom elektrénov viazanych na
jadra harmonickym potencidlom ktorého tuhost” mala nejasny povod. Navrch, klasicky mali tieto viazané
elektrény kontinudlne vyZarovat' a padat’ pri tom na jadro. VyrieSenie vSetkych problémov poskytla az
kvantova tedria a v niektorych pripadoch aj uvdZenie Specidlnej tedrie relativity. Samotné Maxwellove
rovnice vSak pracovali spol’ahlivo, ak sa materidlne vzt ahy, ako je napriklad rovnica (43), nasli feno-
menologicky z experimentov. Hlavnym podozrivym boli teda Newtonove pohybové rovnice vedice ku
chybnym funkcidm linedrnej odozvy.

4Cvicenie: ndjdite tvar tychto vzt'ahov vo frekven¢nom obraze, t.j. preved’te Fourierovou transformaciu vzhl’adom na &as.
>Cvicenie: ukazte, Ze pre pripad pridu te¢ticeho po kruZnici sa posledny vyraz v (47) redukuje na magneticky moment
slucky, m = IS kde I je celkovy prad a S je plocha slucky.



1.2 Prepis Maxwellovych a Newtonovych rovnic do krajsej formy: skalarny a vek-
torovy potencial.

Maxwellove rovnice, hoci mimoriadne uzitoné pre inZinierske aplikdcie, su zbyto¢ne komplikované ako-
nahle sa chceme zaoberat’ dynamikou (mnohych) Castic na mikroskopickej trovni. V§imnime si, Ze hoci
zdrojmi elektromagnetického pol’a je ndbojova a priddova hustota, t.j. jedno skaldrne a jedno vektorové
pole, Maxwellove rovnice ndm dédvajui dve vektorové polia a teda by sa mohlo zdat’, Ze je tam istd re-
dundancia. Toto je naozaj tak. Veli¢iny, ktoré sui ekonomickejSie prave v tomto zmysle a pritom rovnako
dobre popisuju elektromagnetické pole su skaldrny a vektorovy potencidl - ¢ (r,z) a A(r,t) - zavadzané
vzt ahmi®,

e(r,t) = —ng(r,t)—#, (48)

b(r,t) = VxA(r), (49)
ktorymi dosiahneme automatické splnenie dvoch z Maxwellovych rovnic: (4) a (5). Takdto substiticia
nijako neobmedzuje pocet rieseni pre polia e a b, naopak, viaceré kombinacie poli ¢ a A vedu k rovna-

kym elektromagnetickym poliam. Konkrétne nasledovna kalibracnd (gauge) transformdcia s I'ubovolnou
skaldrnou funkciou f(r,1),

A = A+Vf (50)
P e 9
o = ~ 5 (51

nement tvar elektromagnetického pol’a’. Této vlastnost’ potencidlov sa elegantne vyuZiva vyberanim takej
vol'by (kalibrécie), aby rovnice boli ¢o najjednoduchsie, ako si hned” ukdzeme.
Prvé dve Maxwellove rovnice (2) a (3) ndm daju rovnice, ktoré musia potencidly spliat’:

J _ P
—Aq)—EV-A = o (52)

10%A 1 d¢ .
_AA+2?+V(C_ZE+V'A) = UpJ- (53)

Tieto rovnice sa daji zjednodusit’ ak sa rozhodneme vziat’ konkrétnu kalibrdciu. NajuZito¢nejSie sa uka-
zali byt tri: Coulombick4, Lorentzova a jedna bez nazvu ktorej sa budeme venovat’ iba vramci cvi¢enia®
1.2.1 Coulombicka kalibracia
Coulombicku kalibraciu definujeme podmienkou

V-A=0 (54)

V pripade ak pracujeme v inej kalibracii A’, prechod ku Coulombickej mdZeme previest'” kalibracnou
transformdciou (50), (51) pouzitim f(r,¢) pre ktord plati

Af=V-A

%Tieto budeme zavadzat’ iba v ramci mikroskopickych Maxwellovych rovnic no napriek tomu vektorovy potencidl budeme
oznacovat’ vel'’kym tlatenym pismenom, aby sme sa pridrZali Standardnej konvencie.

"Cvicenie: ukdzte, e homogénne statické magnetické pole v smere osi z méZeme reprezentovat’ vektorovym potencidlom
A(r) = Bxj ale aj potencidlom A(r) = 5 (xj — yi) kde r = xi +yj + zk. Akd kalibra¢nd funkcia f(r) ich spdja?

8Cvicenie: Najdite kalibraéni transforméciu, ktora prevedie Coulombick kalibraciu na kalibraciu v ktorej je ¢ (r,) = 0.
Aky méa zmysel rozklad vektorového potencidlu na rotacnd a nerotanu Cast’ v tejto kalibracii? Tato kalibricia je vyhodna
v tedrii linedrnej odozvy, kde sta¢i hl'adat’ jedind funkciu linedrnej odozvy - a to odozvu pridovej hustoty na 'ubovol'ny
vektorovy potencidl.



ako sa I'ahko presved¢ime substitticiou kalibracnej transformécii do podmienky (54).
UvaZenim podmienky (54) tiez I'ahko ndjdeme pohybové rovnice, ktoré musia spliiat’ potencidly v
tvare

A = P
Ap = . (55)
10%A ,
—AA + z—atz Mol . (56)

Toto predstavuje nesmierne zjednoduSenie oproti plnym Maxwellovym rovniciam! Prva rovnica predsta-
vuje obycCajnu Poissonovu rovnicu - teraz platnu i pre 'ubovolné casovo zdvislé hustoty. Toto je mimo-
riadne dodleZité pozorovanie, nakol'’ko prave toto sa pouZiva v drvivej vic¢Sine problémov kvantovej tedrie
popisu tuhych latok. Jej (partikularne) rieSenie ndjdeme trividlnou analégiou rovnice (55) z Poissonovou
rovnicou v elektrostatike vedicej ku Coulombickému potencidlu

¢ (r,t) = % / P (57)

r—7'|’

Druhi rovnica je komplikovanejsia®, no substitiiciou sa moéZeme presved¢it’ Ze partikuldrne rieSenie ma
tvar . ,

A(r,t):&/d%’J—L(r’lr), t,:t—llr—'r'\ (58)

4w lr — /| c

Fyzikédlny zmysel retardovaného casu t, je ten, Ze vektorovy potencidl v mieste r a Case ¢ je determi-
novany (bezdivergencnou, t.j. rotaénou) Cast'ou pradovej hustoty v mieste r v skorSom case ¢,, priCom
rozdiel tychto Casov je prave interval potrebny pre svetlo (elektromagneticky signdl) na prekonanie vzdia-
lenosti [r — r’'|. Podrobnd analyza ukazuje, Ze prave tito zloZka elektromagnetického pol'a je zodpovedna
za existenciu elektromagnetického vyZarovania ¢asovo premennou pridovou hustotou'®. Pre kratkost
Casu sa klasickou tedriou vyZarovania nebudeme zaoberat’, hoci ide o vel'mi peknu a aj prakticky do-
lezitd oblast’ elektromagnetizmu. Motivovanym Studentom odporid¢am monografie od Heitlera[1] alebo
Jacksona[2], stru¢nd a jasnd diskusia sa da ndjst’ aj v ivodnej kapitole knihy od Sakurai-a[3].

1.2.2 Lorentzova kalibracia

Lorentzova kalibrécia je zaujimava najmé z dévodov Specidlnej tedrie relativity. Pohl’adom na vSeobecne
platné pohybové rovnice potencidlov vidime, Ze ak zvolime taku kalibraciu Ze bude identicky platit’ tzv.
Lorentzova podmienka

1 d¢

——+V-A=0 59

25+ ; (39)

docielime peknu symetriu pohybovych rovnic pre oba potencidly
1 9%¢ p
A+ —— = — 60

¢+ 297 &’ (60)

1 9°A
—AA+—— = . 61
+ c2 atz HoJ (61)

9Konstruktivny postup najdenia rieSenia vyZaduje zavedenie Greenovej funkcie pre tiito rovnicu, pouZitie Fourierovej trans-
formécie vzhl’adom na Cas a priestor a pouZitie vety o rezidudch pri spitnej transformdcii

10Presnejsie len jej rotaénou Cast'ou. S touto sme sa uZ stretli pri definicii magnetizicie. V§imnime si zdanlivy paradox,
Ze polarizcia nevedie ku vyZarovaniu, hoci dobre pozndme pojmy ako dip6lové Ziarenie antény. Toto stvisi z faktom, Ze v
pripade antény ide nie o objemovu hustotu dipélov, ale o jeden konecny dipdl. D4 sa ukdzat’, Ze ¢asovo premenny lokalizovany
dip6l m4 aj rotacnu zloZku pridovej hustoty ktord ho tvori.



V tejto kalibrécii st vektorovy aj skaldrny potencidl retardované, ako I'ahko nahliadneme pomocou ana-
16gii s rovnicou (56) a jej rieSenim (58) a teda nemozno jednoznacne uréit’ pdvodcu vyZarovania. Cenou
za peknd symetriu rovnic je strata trividlneho rozsirenia elektrostatického potencidlu na Casovo zavisly
potencidl spfﬁajlici Poissonovu rovnicu ako aj jasna separdcia rotacnej Casti pridovej hustoty.

1.2.3 Vyiarovanie elektromagnetickych vin

e Budeme hl'adat’ rieSenie poli vo vol'nom priestore pricom zdrojom bude priestorovo lokalizovana
nabojovd a priddova hustota (obrdzok s oznacenim polohovych vektorov ndbojov a miesta kde hl’a-
ddme pole). Riesit" budeme v Coulombickej kalibracii.

e Prejdime Fourierovou transforméciou od Casu ku frekvencii o, t.j. A(f) — A(w) tak ze

A@r) = dw CeiorA(w) 62)

Alw) — / dteiw’A(t) (63)

Ako je I'ahko vidiet’, podobne ako pri Fourierovych radoch, aj tu mame pravidlo, Ze ¢asova deriva-
cia funkcie zodpovedd nasobeniu s —i® (iba ak funkcia A(t) — 0 pre t — to0).

Alternativne, a asi pre Studentov prijatel’nejSie, mozno pre periodické deje zaviest’ rozvoj do Fou-
rierovho radu.

e Transformécia rovnice pre vektorovy potenciél

2
) .
AA+C—2A = —loJ (7, ) (64)

e Pozorovanie 1 - stali vyriesit' pre jednu zlozku (skaldrna rovnica), zaved'me Ay (7, ) = ¢ (r, ®),
pravi stranu f(7,®), a vel'kost’ vinového vektora k = 2 t.j.

A+ k) =—F. (65)
e Pozorovanie 2 - ak budeme poznat’ rieSenie ¢ = G(7,r’; ®) pre rovnicu
AG+KG=—8(r—7') (66)
potom rieSenie rovnice s pravou stranou bude
o(r.0) = [ &HG(r. 1) () (67)

(t.j. linedrna kombindcia rieSeni s delta-funkciou na pravej strane) RieSenie rovnic s delta-funkciou
na pravej strane nazyvame Greenové funkcie danej rovnice.

e PresvedCime sa ze

G( , a)) 1 eik|7'fr'| 68)
rTr,0)=——"—
’ 47 |r — 7|
teda rieSenie (65) je
3 /f ! (l) lk|'l° |
¢(r, o) 47r/d ]r /| (69

a teda nakoniec
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e rieSenie (64) je

. ! ik|r—7'|
A(r,0) = %/d%’h(r 0)e (70)

=7

Spitnou Fourierovou transforméciou k ¢asu dostaneme retardovany potencidl (58).

e zostaneme v frekvenénom obraze. Pre |r — 7’| vel'mi vel'ké a || malé moZeme pisat

P A e (71)
r

r—7| ~ =1/r (72)

eik\r—r’| ~ eikre—k%r’:eikre—ikw’ (73)

potom pre pole na vel'’kych vzdialenostiach dostaneme

/

ikr )
Alr,o) = %%/dSr’jJ_(r/,a))e_’k'r (74)

e Objavujeme 3D Fourierovu transformdciu vzhl’adom na priestor r — k

Lk, @) = / N (75)
: &Pk !
jiro) = [ G (o)t (76

Podobne ako k Casovej derivécii patri ndsobenie s  tak v 3D FT plati

Vx — ik x (77)
V. — ik (78)

preto
Jik,o)=—mnx(nxjnw)=73—n(n-j), (79)

kde n = k/k je jednotkovy vektor v smere k. Vidime, Ze rotaénu Cast’ pridovej hustoty vyjadrime
obycCajnym vektorovym ndsobenim.

e Pre ziskanie elektrického a magnetického pola pouzijeme vzt'ahy (48) a (49) pritom ale uvaZime,
7e priestorové derivovanie menovatel'a v 1/r vedie ku ¢lenom ~ 1/r? a teda st na vel'kych vzdia-
lenostiach zanedbatel'né (neskor uvidime Ze tieto nevedi ku vyZarovaniu energie) Dostaneme

ikr
B(r,0) = %%ik X j (80)
o eikr
E(r,o) = iwﬂ—nx(jxn):—can(r,a)) (81)
r

Poslednd rovnost’ je vlastnost’ zndma z TEIII pre rovinné elektromagnetické viny.

e Poyntingov vektor hovori o toku energii jednotkovou plochou. Tu mdme (ndsobenie a preto musime
pisat’ v Case a nie frekvencii)

S(r,t) = ExH:ExB/uoz—i(an)xB (82)
= “(nB*-B(n B)) (83)
Ho
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Pre celkovii vyZiarenud energiu v smere n dostaneme

S(r) = / din-S(r,t) / —E* (r,o)x B(r,m)-n (84)

da)
o 5B B? (85)

Dipdlové Ziarenie. Pridovi hustotu vezmeme v tvare (d << 1/k)
jk,o)= /d3rzol(a))5(x)5(y)(6(z+d/2) —0(z—d/2))e *" ~ 2ol (w)d

kde zy je jednotkovy vektor v smere osi z. Cez periodu (T = 27/ ) ustredneny Poyintingov vektor
Vv smere 1

- 1
S(r) = En-(E*xB) (86)
2 27292 2
_ o c M k=I°d"sin“(0) 87)
Uy 1672 r2

a preintegrovanim cez sféru dostaneme celkovy vyZiareny vykon P

12k2 2 12
P:/dA-S _ 12;; 1/ ’“‘0( ) (88)

~ 3772 je impedancia vdkua.

Ho
2]

Pre oscilujiici ndboj (vid aj Feynmann, Vol. 1, kap. 32) z(¢) je prad

j(k;t) = / drz0gz8(x)8(y)8(z—2(t))e ™™™ & 20q(1)

jk,0) = —ionz(®)z

a pre celkovy vyZiareny vykon ndjdeme

2 4 2
_qo"(0)” [ho (89)
127c? £

Ak je ndboj budeny vonkajsim pol'om E(t) = zoEpe '®" potom odozva oscildtora bude
qEo

0)=——7—"—,
(o) m(e; — »?)

kde ay je vlastnd frekvencia oscilatora, m je jeho hmotnost’. Rozptyleny vykon bude teda (Thom-
psonov rozptyl, dovod pre modri oblohu a Cervené slnko pri zdpade lebo wy << w v opticke;j

oblasti.)

1 ,8n q* o
P = —gycE,
20T Tem2elnict (02 — wl)?

4

(90)
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1.3 Hamiltonove rovnice

Je sice pekné, Ze sa ndm podarilo zjednodusit Maxwellove rovnice no kym do Newtonovych rovnic
vstupuju polia e a b, prili§ vel'a prace sme si neusSetrili. Pokisme sa preto upravit' Newtonove pohybové
rovnice tak, aby v nich namiesto elektrického a magnetického pol’a vystupovali potencidly.

Uvazujme jednu Casticu s hmotnost'ou m a ndbojom ¢. Jej Newtonova rovnica pre vSeobecny pripad
casovo premenlivych poli m4 tvar

mcfl—?:qe—i—qvxb. 91)
tieto upravime pouzitim vzt’ahov (48) a (49) nasledovne:
A
mcjl—flt) = q(—V(P—aa—tH—qv X (Vx A) (92)
JA
= q(—Vg{)—W)—i—q(V('v-A)—v-VA) (93)
dA
= —V(gp—qv-A) - PR %94)
t
kde sme pouZili vzt ah pre tplnd derivaciu'l
dA JA

dt ot

Na tomto mieste by sme mohli skoncit’ pretoze sa ndm podarilo nijst’ pohybové rovnice vyuzivajice
iba potencidly. My vsak zavedieme eSte par novych pojmov, ktoré budui centrdlne pre vyklad kvantovej
mechaniky v neskorSich prednédskach.

Z vy§ie uvedenej rovnice (94) sa nam niika zaviest’ novi veli¢inu'?
p(1) =mo(1) +qA(r(t),1) (96)
nazyvanu zovS§eobecnend hybnost’, pouZzitim ktorej dostaneme
dp
— = Vg9 —qu-A). ©7)

ktorej hned’ prva vlastnost’ ndm ozrejmuje jej zmysel - pre elektromagnetické potencidly nezdvisiac-e od
absolutnej polohy v priestore r sa tato veliCina v Case nemeni, t.j. sa zachovava, tak ako sme zvyknuty pre
zvycCajnud hybnost’.

Pomocou defini¢nej rovnice (96) sa mozZno zbavit’ rychlosti v pohybovej rovnici (97), treba pritom
dat’ pozor na fakt, Ze operdtor V v (97) neoperuje na v a teda ani na vektorovy potencidl vstupujici na
toto miesto prostrednictvom (96). Ako vysledok dostdvame

dp q q*
g _V(Q‘P—E(P—qA)‘A)‘f‘EA'VA ©8)
o 2
_ N(Mﬂm) (99)
2m
3

Vyraz pod operdtorom nabla sa nazyva Hamiltonovou funkciou

(p—qA(r,1))?
2m

"Uplnd derivacia, nazyvand aj hydrodynamické derivicia, m4 zmysel zmeny pol'a v Case ako ju vnima astica pohybujica
sa po dréhe r(¢). V protiklade k tomu stoji parcidlna derivécia %, ktord hovorf ako sa menfi pole v ¢ase na fixovanom mieste 7.

12V&imnime si, Ze zovieobecnend hybnost’ sa menf pre zmene kalibrécie pol’a!

13Tak ako hybnost’, ani Hamiltonova funkcia nie je nemenna vzhl’adom na zdmenu kalibracie!

H(r,p,t) =

+q¢(r,t) (100)

13



pricom ju vZzdy budeme chdpat’ ako funkciu polohy a zovSeobecnenej hybnosti (Castice) a ¢asu. Rych-
lost’ Castice mdzeme z Hamiltonovej funkcie ziskat' derivovanim podl'a hybnosti pricom poloha bude

konstantna A
t
VoH(r,p,r) = 29AD (101)
m

kde sme pouzili definiény predpis (96). Vidime, Ze pomocou Hamiltonovej funkcie (100) moéZeme pohy-
bové rovnice &astice vo vieobecnom elektromagnetickom poli napisat’ vo vel'mi elegantnom tvare!*

d

2 = —VuH(r.p1) (102)
d

d—: — V,H(r,p.1) (103)

Fyzikadlny zmysel Hamiltonovej funkcie ndjdeme, ak budeme uvazovat’ jej celkovi zmenu v Case
pozdlZ trajektorie Castice

dH dr dp 0H  dp dr dr dp JH JH

—v,H- Ty g P 07 9P a 9z
dt a’+ p dt+(9t dt dt+dt dt+(9 ot

Prvé pozorovanie - ak je elektromagnetické pole v case nemenné, bude pozdlZ trajektorie nemenna aj
Hamiltonova funkcia. Presne takto sa v mechanike chové energia - zachovéva sa.

Toto podozrenie - Ze Hamiltonova funkcia zodpoveda energii Castice - si potvrdime ak uvazujeme aj
casovo premenlivé polia.

OH 0A ¢ _ 29 _ do
5 = v 5, ey =av (6+V¢>)+qa qu-e+q—-

Iduc spit’ ku totdlnej derivacii Hamiltonovej funkcii, a integrujic ju pozdli nejakej konkrétnej trajektorie
dostaneme

(104)

(105)

Cii[j—qv e+qd \/ dt (106)
AH = H(r(t2),p(t2),t2) —H(r(t1),p(t1),11) ZCI/l dto(t)-e(r(t),t) +qA9, (107)

¢o ndm hovori Ze zmena energie Castice sa rovnd sictu zmeny jej kinetickej energie (¢ [v - €) a zmeny
potencilnej energie medzi koncovymi bodmi (A¢@)".

Najmad z hl'adiska neskorSieho stvisu s kvantovou tedriou je zaujimavé uvazovat’ ¢asovi zmenu I'u-
bovolnej vlastnosti Castice, f(p,r), ziskatel'nej na zdklade znalosti jej polohy 7 a hybnosti p (Napr. jej

kinetickd energia Ex = £-):

df(p(;)t,r(t)) _ pf +Vrf _Vrf-VpH—fo-VrH (108)

kde sme zaviedli tzv. Poissonove zdtvorky {.,.}.

V naSom pristupe sme nasli zov§eobecnenu hybnost’ iba pre jednu Casticu. ZovSeobecnenie na mnoho
Castic je priamociare - sta¢i oindexovat’ polohové vektory a hybnosti indexom prebiehajicim cez vSetky
Castice a zaviest Hamiltonovu funkciu ako funkciu celkovej energie systému vyjadrenej pomocou hyb-
nosti a poloh. Tento formalizmus mdze byt formulovany eSte vSeobecnejSie, ale vyZaduje to zavedenie
aj tzv. Lagrangeovej funkcie comu sa my tu nebudeme venovat'. Zaujimajucich sa Studentov radsej odka-
Zeme na prvych pér kapitol knihy L. D. Landau a E. M. LifSic, Mechanika[4].

14Cvicenie:Presveddte sa Ze Hamiltonove rovnice st kalibraéne invariantné.
15 Aby sme si odobrali prili$ni vieru v absoliitny zmysel energie uvedomme si, Ze Hamiltonova funkcia sa meni pri kalib-
racnej transformaécii ak tito zavadza Casovu zdvislost’ napr. cez vektorovy potencidl.
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2 Kvantova mechanika

2.1

VInova podstata hmoty

Tuto patriu som zatial’ nemal Cas napisat’...

1.

2.

3

4.

5

6.

7

Co ndm prinieslo spektrum zo slnka: Spojité pozadie - Planckov vyZarovaci zakon E () =nho,p=
nhk (1900), tmavé &iary - diskrétne prechody v atémoch vodika E = —Ry(1/n* — 1/m?).

Fotoefekt (1905) hw —A = %mvz, [zabudol som odpredndsat’]

de Broglie: viny hmoty

4

Niels Bohr - [ pdl =27n — E, = _#fgghznlz
Difrakcia (elmag (Young 1805), elektrony (Davisson Germer 1927) )

= Pravdepodobnostnd interpreticia vinovej funkcie

. , v e . v e 9 s v . . 2 v »
Vlnovy balik a princip neurcitosti: UvaZujeme vol'ni Casticu s energiou E = £- pricom na zdklade
de-Broglie-ho hypotézy mdme E = hiw a p = hk = % Pritom nesmieme zabuidat’ Ze na zdklade

2 2
e k dw
E = I plati aj 0 = o = s a <7k = hw.
V priestore lokalizovany vlnovy balik mézeme vytvorit’ linedrnou (integralom) kombindciou rovin-
nych vin s blizkym vinovym ¢islom k.

k+Ak/2 .
veas(en) = [ ) kAo (110)
Za predpokladu Ze k' — k << k mdZeme pisat’
doy / / 2
wk/:a)kJrE(k —k)-i—(’k —k| ) (111)

a teda jednoduchym integrovanim ziskame

Weai (6, 1) = Aitkeon 2 (7 (—v1)) (112)
’ i(x—vt)
Pre pravdepodobnost’” dostaneme
2 Ak
5 t
P(x) — 4|A|28m (2(X V)) (113)

Této funkcia ma najvacsiu amplitidu pre |%‘ (x—vt)| < m, t.j. v intervale Ax ~ 27 / Ak okolo polohy
(x) =vt.

.....

platnost’ ako si momentdlne dokdZeme uvedomit’, ale k jeho vSeobecnej platnosti sa eSte neskor
vratime.
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2.2 Schrodingerova rovnica (1)
2.2.1 Normalizacia vinovej funkcie a stredna hodnota veli¢in

V poslednej kapitolke sme sa obozndmili s pojmom vinovej funkcie, ako komplexnej funkcie 4 pre-
mennych - x,y,z a Casu ¢. Videli sme Ze zmysel kvadritu jej absolitnej hodnoty je pravdepodobnost’
nachddzania sa Castice v danom Case v danej oblasti priestoru, t.j.

P(r,t)d’r = |y(r,1)*dr. (114)
VlInov4 funkcia musi teda prirodzene spliiat’ podmienku normalizdcie
/d3r\w(r,z)\2d3r —1 (115)

nakol'’ko pravdepodobnost’, Ze sa Castica nachddza kdekol'vek v priestore musi byt rovna 1. Normaliza-
ciou nasho balika $pecifikujeme absolitnu hodnotu konstanty A:!6

27 Ak

o —t))

| = / duaa2 (G =y AZAk/ dy sin” (116)
(x —ve)?
Ak Ak
_ zt/de—Mz (117)
t].

1

A] = (118)

V2w Ak

Téato nezdvisi od Casu ako aj m4, t.j. pre otdzky normalizdcie sme mohli poloZit’ t = 0 hned’ na zaciatku.
Ak pozndme pravdepodobnost’ Castice, Ze ma tu-ktord stradnicu, potom pre stredni hodnotu polohy
musi platit’

= /Oo dxP(x,t)xdx = /oo dxy™ (x,t)xy(x,t), (119)

kde konkrétne poradie Clenov v poslednom vyraze je momentdlne irelevantné, ale neskor uvidime, Ze ma
formu vSeobecného predpisu ktory budeme neskor pouzivat’ pre strednd hodnotu I'ubovol’ nej veli¢iny.
V pripade normalizicie rovinnej vlny narazime na problém:

/ dxA%e ke — A% oo, (120)

¢o vidime aj z vysledku pre balik ak poloZime Ak — 0. Toto nepredstavuje problém pri mnoho-elektrénovych
systémoch kde pouZivame normalizdciu na hybnost’, ¢o je vysvetlené v nasledovnej pozndmke (pokro-
¢ilo) a v nasledujuicej kapitolke pomocou periodickych okrajovych podmienok (jednoduchsie).

Pozndmka: Uvazujme N elektrénov, kazdy v inom balikovom stave i v Case t = 0:

Viak(x),i=1,..,N; kipg=ki+Ak; ko=0 (121)

Tieto budu vytvarat’ v mieste x elektrénovi hustotu

N
n(x) = Y Wi, ak(%) Wi ak(x) (122)

16V integrécii pri prechode y — z sme pouZili raz per partes.
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Pre elektronovy plyn , t.j. elektrény nachddzajuice sa v makroskopickom objeme V' s priemernou hustotou
n=N/V,mdzeme previest’ limitu N — oo, V — oo, N/V — n. Ak budeme volit’ Ak — 0 potom pre hustotu
moZeme pisat’

- Z k.+Ak/2 /eik’x /ki—i_Ak/2 k// —ik"x i ikixe_ikix (123)
27L'Ak ki—Ak/2 ki—Ak/2 i=1 2mA
dk
dk 124
. (124)

pricom integrujeme cez interval zahffiajici vSetky uvazované k;. Identicky vysledok by sme dostali, ak by
sme od zacCiatku uvazovali (nenormovatel'né) vinové funkcie v tvare

1.
i (x) = \/T—ne”“ (125)

a celkovu hustotu pocitali integrovanim cez vSetky elektrénmi obsadené hodnoty k

n= [ ko (x)9e(x) (126)

(porovnaj s n = Y, ¥ (x)yi(x)). V tomto zmysle hovorime o vlnovej funckii v (125) ako normovanej na
vlnovy vektor k (alebo hybnost” ak pouzivame jednotky v ktorych 7 = 1).

Uplne analogicky moZeme prist’ k strednej hodnote akejkol vek veli¢iny, napr. pre kinetickd energiu
na jednotku dizky (L) pre takyto plyn mame

1 /L \ n? d? m rdk
-7/ dx/dk@(x){—%ﬁ}m() o[ R (127)

2.2.2 Periodické okrajové podmienky

Namiesto neohrani¢eného priestoru sa obmedzime na kone&ny priestor s rozmerom!” L, pri¢om jeho za-
Ciatok x = —L/2 stotoznime s jeho koncom x = L/2, ani ¢oby sme Zili na “kruznici”. DoleZité pritom
bude aby akykol’ vek fyzikdlne relevantny rozmer bol ovel’a mensi ako L, t.J. napr. priestorova delokaliza-
cia balika, alebo drdha ktoru prejde za sledovany Cas t. D4 sa ukdzat’, Ze za tychto predpokladov zavedenie
periodickych okrajovych podmienok nevplyva na ziskané vysledky.

StotoZnenie priestoru pre x = —L/2 a x = L/2 nazyvame vo fyzike aj periodické okrajové podmienky
nakol'’ko na rovinné viny pripustné v takomto priestore to kladie podmienku

Wx=—L/2) = y(x=1/2), tj. e /2= K/ (128)
¢o spfﬁajﬁ len viny s diskrétnymi hodnotami vlnového Cisla
2
k,,:fnn, n=0,+1,42, ... (129)
Takéto rovinné vlny potom mozno normovat’
L/2 i ) 1 .
Alemthnxglhnx gy — TA?2 =1, tj. yp(x) = —=e* (130)

L2 ’ VL

je uz korektne normovany stav. Uvedomme si, Ze periodické okrajové podmienky ndm v tomto pripade
Ziadne redlne kvantovanie nezavadzaju, lebo pre naSe ucely je L makroskopicky vel'ké a teda jednotlivé
k;,, st vel'mi blizke a v limite L — oo spojité.

17Pre jednoduchost’ sa budeme bavit’ iba o zdvislosti od x, t.j. akoby jedno-rozmernom probléme. Rozsirenie do 3D je
trividlne ak si uvedomime Ze rovinna vina ma tvar sicinu e*” = ek+¥eihiyeikez,
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2.2.3 Rozklad do tplného systému funkcii

V tejto suvislosti sa ndm ponuka zaujimava paralela s Fourierovymi radmi. Vieme, Ze l'ubovolnii funkciu
f(x), ktord je periodickd na intervale (0,L), alebo pre nase ucely na (—L/2,L/2), mozno rozvinit' do
Fourierovho radu

: 2
=Y fue™, ky=n n=0,+1,42,..., (131)
- L
pri¢om pre koeficienty f, mame
1 L2 .
fa= 7 / f(x)e "rdx (132)
LJ-Lp
Ak si zavedieme nové koeficienty f(k,) = \/Z f» dostaneme
fx) =Y flka ”‘nx k= 20 n—0,41,42 (133)
kn n L ) ) ) 2000
f) = [ p et (134)
n) = X)—e "dx
L2 VL

Rovnica (133) jednoducho tvrdi, ze l'ubovolnii vinovi funkciu mozno napisat’ v tvare rozkladu do
rovinnych vin s koeficientami rozvoja danymi nasledujicim vzt'ahom (134).
Aby tito I'ubovol'nd vlnova funkcia f(x) bola normovand, musi pre koeficienty platit’

L/2 L/)2 i(kim—kn)x
/ dxlfx)P = Y [k / de dx_ny (135)

-L/2 P L2

(“Parsevalova” identita) kde sme pouZili tzv. orfonormalitu rovinnych vin

L/2 e tknx pikimx 5
d = Op.m, 136
/L/2 * VL VL ’ (136)
kde
1 n=m
6n,m—{ 0 ntm (137)

je Kronekerov symbol. Vidime Ze fyzikdlne zavedend normalizicia je Specidlnym pripadom ortonormality
(136) pre n =m
Na druhej strane, fakt e ak I'ubovol'ni funkciu rozvinieme do rovinnych vin podl'a (133) tak Ze
ich poskladanim podl'a (134) dostaneme identickd funkciu je zarucena tzv. vplnost’ ou systému vSetkych
rovinnych vin:
e—ik,,x eiknx'

LTI

O potrebe tejto identity sa presvedéime dosadenim (134) do (133) a o fakte Ze toto rovinné viny spliiaji
priamym vypoctom geometrického radu (138).

Limitu pre L — o mozno previest nasledovne: Pre vel'mi vel'’ké L mdme pre vzdialenost medzi
dvoma nasledovnymi hodnotami k,,

=8(x—x). (138)

Ak = 2—ﬂAn
L

(pricom An =1 ale zdmerne to drzime v tomto tvare). Potom sumu cez diskrétne hodnoty k, mdZeme
pisat’ ako

1 1
I An:L22 Ak—>/dk—



kde sme zamerne zaviedli faktor 1/L aby sme prisli ku od vel’kosti-nezavislému vysledku. Aby sme tito
limitu mohli previest’ aj v rozvoji (133) a (134), musime opdt’ zaviest’ nové koeficienty

10 =\ 3= k)

¢im prichddzame k Fourierovej transformécii

ezkx
@ = [arrto (139)
efikx
) =[x T (140)
Ortonormalita aj Gplnost’ rovinnych vin potom nadobida symetrickd formu
lk X
mmdsz(k—k’) (141)
—ikx lkx
/ NGT: \/ﬁdk S(x—x') (142)

Mbzeme teda odl'ahéene povedat’, 7e v limite L — oo prechddza normovaci faktor 1/v/L na 1/v/27 a
Kronekerov symbol na delta-funkciu.

2.2.4 Pravdepodobnost’ pre hybnost’, stredna hodnota hybnosti

UzZ je ndm zndme, Ze rovinnd vlna ma presne dand hybnost' p = fik a na druhej strane, vinovy balik
tito vlastnost’ nemd, a namiesto toho je jeho hybnost’ neurcitd a dand priblizne vzt'ahom neurcitosti
Ap ~ 2mh/Ax.

Pre polohu sme uz nasli predpis pre pravdepodobnost’” danej polohy a vyraz pre vypocet strednej
polohy (x). Prirodzene sa preto nika otdzka, akd je pravdepodobnost’ Ze Castica ma istd hybnost’, ak je
popisand vlnovou funkciou v, resp. ako vypocitame jej strednd hybnost’?

Uvazujme dva baliky, liSiace sa hybnost’ ou okolo ktorej integrujeme:

( ) /k1+Ak/2dk/ 1 i(k’x—a)k/t) (143)
X == €
Vi ky—Ak/2 V2rAk
ko+-Ak/2 1 0
= dk’ i(Kx—ay1) 144
WkZ('x) /szk/Z \/me ( )

Oba st normované a ich intervaly integrovania cez k' nech su disjunktné. Potom aj ich linedrna kombindcia

v (x) = 1 (x) + 22 (x) (145)

Bude normovani ak |c{|* + |c2|? = 1. Vysledni vinovi funkciu moZeme napisat’ ako jeden integral
o |
dk/C k/ _el(kX*COk/l), (146)
/oo (&) V2

kde

=
bl

(147)

/ e (ki — Ak ki + AK)
Clk) = K € (ky — Ak, ks + AK)

5
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V case t = 0 je pravdepodobnostné rozdelenie v priestore dané kvadratom vlnovych funkcii vy, y; aj
y rovnaké. Pre t > 0 sa ale zaCne vlnova funkcia rozpadat’ na dva rdzne idice baliky, ktoré budud pre
dostatocne vel’ky ¢as dobre priestorovo separované. Pravdepodobnost’, Ze ma Castica istd hybnost’ p = ik,
P(p), mdZeme potom ndjst’ ako pravdepodobnost’, Ze v Case ¢ ju ndjdeme v mieste x = %t ak sa v Case
t = 0 nachddzala v x = 0. Matematicky,

p
P(p,t)=P(x= L1t
(p,t) =P(x -

)/P(x =0, =0). (148)

V pripade nasho balika I'ahko uvidime, Ze musi platit’

P(p,t) ~|C(K)2, k= %. (149)
Na zdklade Parsevalovej identity vieme Ze
/dk|C(k)|2 —1 (150)
a teda pravdepodobnost’ normovand na 1 je
P(pt)dp = %lC(p/h)de. (151)

V tomto tkvie fyzikalny zmysel rozvojovych koeficientov. Ak mame I'ubovol'nd vilnovu funkciu f(x),
potom jej koeficienty rozvoja do rovinnych vin (funkcie s presne definovanou hybnost ou) uddvaji ampli-
tiidu pravdepodobnosti, ze Castici popisanej touto vinovou funkciou nameriame hybnost’ p = hk.

Predpokladajme, Ze chceme spocitat’ strednii hodnotu hybnosti, (p), vo vysSie uvedenej vinovej fun-
keii y(x,1).

eikx’ o ikx
(p) = h/dk|C(k)\2k:h/dk/dx’mw*(x’)/dx\/T_nw(x)k (152)

— h / dx’ / dxy* () (i%S(x—x’)) w(x) = / dxy* (x) (—ih%w(x)) (153)

V kvantovej mechanike budeme vyraz —ih% nazyvat’ operdtorom x-sdiradnice hybnosti a oznacovat’ ho
ako py. Pre operétor hybnosti celkovo evidentne médme

p = —ihV. (154)

Vsimnime si tieZ zaujimavu vlastnost’ -
~ ik-r

pet T = petT, (155)

¢o silne pripomina problém vlastnych vektorov a ¢isel: rovinna vlna je vlastnou vlnovou funkciou opera-
tora hybnosti, s vlastnou hodnotou hybnosti p.

V stvislosti s hybnost'ou sa prvy krét stretivame s reprezentovanim fyzikdlnej veliCiny operdtorom.
Operitor je objekt, f, ktory jednej komplexnej funkcii priradi ind komplexnd funkciu f¢; = ¢». Naj-
dolezitejSie vlastnosti operdtorov s ktorymi sa stretivame v kvantovej mechanike budud (pre I'ubovol' né
komplexné funkcie @1, @)

1. Linearnost’: Operitor f nazyvame linedrnym ak

F(@14¢2) =Fo1+ fon
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2. Stredna hodnota v stave (vInovej funkcii) ¢; (x)
(F) = [ dxi () fon ().

3. Hermitovsky zdruZeny operator Hermitovsky zdruZeny operitor (ozn. f) ku operétoru f nazy-
vame operéator pre ktory plati

[ 7o) 6200 = [ i ()" o

4. Hermitovskost’ Operitor f je Hermitovsky ak plati
=7

Operator kazdej fyzikdlnej veliCiny musi byt Hermitovsky aby jeho strednd hodnota v 'ubovol'nej
vlnovej funkcii bolo redlne ¢islo. Dokaz...

5. Nekomutativnost’ Dva operétory f a § spolu nekomutujii ak
féo1 # &fon
Operator
/.8l =r8—-8f
nazyvame ich komutdtor.

Overme si Ze operdtor x-zlozky hybnosti je linearny, Hermitovsky a nekomutuje s operatorom polohy
(obycajné nasobenie s x).
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2.2.5 Schrodingerova rovnica

If something is like a wave then it’s got to fulfill a wave-equation. [P. Debye]

Schrédinger hl’adal diferencidlnu rovnicu, ktord by vinové funkcia spiiiala. Inymi slovami, ak chceme
ndjst’ vinovu funkciu, akid rovnicu musime rieSit’ pre td ktord konkrétnu situdciu? Nakol'’ko sme uz in-
tenzivne vyuZzivali princip superpozicie, v prvom rade je nevyhnutné aby to bola linedrna diferencidlna
rovnica. Mimo to, doteraz sme zistili, Ze vlnova funkcia pre dany okamih ¢asu obsahuje v sebe nie len
pravdepodobnosti polohy ale i pravdepodobnosti hybnosti. Zda sa, Ze vlnova funkcia obsahuje vSetko
¢o len sa da a teda sa da predpokladat’, Ze obsahuje v sebe aj informdciu o tom, ako sa bude menit’ v
nasledujici moment, t.j. jej Casova derivdcia je vypocitatel'nd z vinovej funkcie samotnej

A

0
2wl = Xy(x1)

kde X je operator o ktorom zatial’ vel’a nevieme. Skisme uhddnut’ jeho tvar.
Zoberme si vol'nu Casticu s vinovou funkciou

1 ., .
y(x,1) = TLe’g’“"%t (156)

Vidime Ze Casova derivacia nam dava identitu

I
zha y(x,t) = Ey(x,t)

Na druhej strane,
p2 h2
Ey(x1)=2_y(x1) =~ Ay(x1).

a teda pre vol'nu Casticu musi platit’

) h?
i y(xt) == Ay(x,1)

Operitor Casového vyvoja teda stvisi z jej kinetickou energiou. Pre Casticu v potencidly V(x) to bude
hadam jej celkova energia, rsp. jej Hamiltonova funkcia, pricom pre hybnost musime pouZit' predpis
p = —ihV, t.,j. Schrodingerova rovnica ma tvar

ih%l]/(r,t) = H(—ihV,r)y(r,t) (157)

Této rovnica tvori zdklad dspeSného popisu mikrosveta v oblasti nerelativistickych strednych rychlosti
Castic.
FundamentalnejSie motivovanie (a vzt ah ku Hamiltonovej formulécii)

PretoZe norma vlnovej funkcie sa musi zachovavat’, musi pre casovy vyvoj platit’

% / V)W de = 0= / (R (o)) wixs) + v (R y(x,1)) da (158)
= / v () [XT+ X w(x,1)dx, (159)

t.j. X musi byt anti-hermitovsky

XT=-X
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Pre Casovu derivdciu strednej hodnoty I'ubovolnej veliCiny f (polohy, hybnosti) dostaneme

% / %W(Xﬁ)fﬂ%ﬂdx: / v () (X7 + FX)w(x,1)dx (160)
= /‘//*(x,t)(—Xf-l-fA)‘I/(xJ)dx=/l//*(x,t)[f,)?]l//(x,t)dx (161)
= ([/.X]) (162)

kde [,] je takzvany komutdtor dvoch operatorov. Na vel'ké prekvapenie, je antisymetricky, rovnako ako
klasické Poissonove zatvorky a celd Struktira silne pripomina ¢asovi zmenu I'ubovol’'nej veli¢iny v Ha-
miltonovej formulacii. Nakol'ko ale X musi byt’ anti-Hermitovsky, musi platit X ~ iH(p,x). Konstantu
umernosti mdéZeme uréit’ porovnanim s rovnicou pre ¢asovd zmenu strednej hodnoty hybnosti:

dih 0 ~ 0 N
% _ / W (o) iy (x,r)dx = / v (x,1) (—iha—xiaH) w(x,1)dx (163)

kde v druhej rovnici chdpeme Ze derivovanie pdsobi iba na Hamiltonidn. Porovnanim s klasickou Hamil-

tonovou rovnicou
dp  0H

dt ~  ox

potom usudzujeme @ = —% a teda nachadzame Schrédingerovu rovnicu v tvare

9 y(r.1) = A(p.)y(r.0) (164

Uvedomme si, Ze tymto postupom jasne vidime Ze korektny postup pri kvantovani je priradit’ operator
—ihV zovSeobecnenej hybnosti a nie "kinetickej"hybnosti.
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2.2.6 VSeobecné vlastnosti Schodingerovej rovnice

V porovnani kvantovej a Hamiltonovej mechaniky sme teda dospeli ku Schrédingerovej rovnici (SchR)

oy(r,t) p?
PV Py ) vy (165)
alebo explicitne pouZitim tvaru operatora hybnosti

_oy(r) R
lhT = —%AII/(T,Z') —I—V(’r,t)l[/(r,t) (166)

Z kapitoly o klasickej Hamiltonovej formuldcii tieZ vieme, Ze vo v§eobecnom pripade Castice v elektro-
magnetickom poli mdme

"hawg’t) - (ﬁ_qA(r’t))zw(w)+q¢(r,t>w(r,t), (167)

2m

pricom si uvedomime, Ze operdtorom —i/iV nahradzujeme zovSeobecnenud hybnost’ p a nie kinetickd
hybnost’ mv. Tento vSeobecny predpis sa nazyva kdnonické kvantovanie nakol’ko Hamiltonove rovnice
sa zvyknu tieZ nazyvat’ kdnonickymi pre ich vysoku “esteticki hodnotu”. Kdnonické kvantovanie zaviedol
P. Dirac az par rokov po objaveni samotnej SchR Erwinom Schrodingerom.

Operdtor na pravej strane, konStruovany z Hamiltonovej funkcie nazyvame Hamiltonovym operdtorom
a budeme ho oznacovat’ H.

SchR predstavuje parcidlnu diferencidlnu rovnicu. Z hl'adiska ¢asovej premennej ide o pociatocnii
ilohu, t.j. zo znalosti vinovej funkcie pre t = 0 dokdZeme ndjst’ ako sa bude tito vlnova funkcia menit’
v Case. Vlnovi funkciu v ase t = 0: y(r,t = 0) = yp(r) nazyvame aj pociatocnou podmienkou pre
rieSenie. Mimo to, je nevyhnutné Specifikovat’ aj tzv. okrajové podmienky ktoré Specifikuju charakter
vlnovej funkcie na hranici priestorovej oblasti v ktorej dany problém Studujeme. NajcCastejSie pojde o
podmienku

y(r,t) =0 pre 7 — oo,

ktoru spfﬁali aj vlnové baliky ktoré sme uZz Studovali. Uvidime Ze toto nie je jediny typ okrajovej pod-
mienky. Uvedomme si Ze na rozdiel od pociatoCnej podmienky, musi byt' okrajova podmienka splnend v
kazdom okamZiku Casu.

Casovy vyvoj je taky, Ze zachovdva normu vlnovej funkcie ktord, ako sme uZ diskutovali pri vinovych
balikoch, nastavujeme pre kazdé rieSenie na 1

[P =1

Napriek tejto podmienke je vinova funkcia nejednoznacna nakol’ko I'ubovol'né prendsobenie s faktorom
e'* vedie opitovne k rieSeniu vlnovej rovnice. Takyto faktor je ale nepostrehnutel'ny ani operdtorom

polohy ani operdtorom hybnosti
/ B tyrrety = / Syrry (168)
/d3e—f°‘ viVelty = /d3 v Vy (169)
a teda, predpokladd sa, Ze ani Ziadnym inym operatorom inej fyzikalnej veliCiny. vlnové funkcie liSiace sa
iba komplexnym faktorom s vel'’kost’ou 1 budeme teda povaZovat’ za identické stavy Castice.

Pritomnost’ Laplacidnu spdsobuje Ze pre ohrani¢ené priebehy potencidlnej energie musi byt vinova
funkcia spojitd a mat’ spojitii derivdciu v kazdom bode uvaZovanej oblasti rieSenia, ako sa presve¢ime
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integrovanim pozdiZ infinitezimélne kratkych odsekov orientovanych v smeroch x,y a z prechadzajicich
bodom 7 v ktorom Studujeme diferencovatel’nost’, napr.

L [TTE 81}’(7‘ S r+eip2 dzl//(r’,t) r+ei w2/ d? d2 /
lh/r—si at - _/T—S'i dx;n dx/z +/7‘—8i dx _% dyT +— dzlz +V(’l" I) l[/(’l" ,t)
n: (dy(r+eit)  dy(r—eit)
= T om - 1
O(¢€) om < I e > +0(¢), (170)

t.J. dW(;%’) _dvlr—ed) | g (€). ¢o v limite da spojitost’ derivicie v smere x. Podobne ukdZeme pre smery
X dx

y,Z t.j. aj pre deriviciu v 'ubovol’ nom smere

y

on
Tento fakt sa Casto pouziva, ako uvidime napriklad pri hl'adani staciondrnych stavov Castice v konecnej
potencidlovej jame.

=n-Vy.

2.2.7 Rovnica kontinuity pre pravdepodobnost’

Predstavme si Ze Castica md v Case ¢t = 0 istu pravdepodobnost’ Ze sa nachddza v danej nemennej Casti
priestoru £,

1) = /d3rP(r,z), (171)
zaujima nds, ako mdzeme spocitat’ tito zmenu priamo pomocou vlnovej funkcie? PouZitim SchR ndjdeme
a 1 x h
SV = zh((H"’ W=V HY) = —— (Ay")y — ¥ Ay) (172)
= —V'z—(W*VW—WVW*) (173)
m
= —V-j(r,) (174)

kde sme zaviedli pridovu hustotu pravdepodobnosti

J(rt) = S (WYY = yVy) = Sy (~ihV) v} (175)

Rovnica (174) hovori Ze pravdepodobnost’ sa lokdlne zachodvava: jej pokles v oblasti Q je rovny pritoku
pravdepodobnosti cez plochu uzatvarajicu dand oblast” @ - tvrdenie evidentné ak pouZijeme Gaussovu
vetu na rovnicu kontinuity (174).

Samotny vyraz pre pridovi hustotu mozno taktieZ vyjadrit’ v tvare kvantovo-mechanickej strednej
hodnoty nasledovne:

j(r,t) = /l// v ) j(r,0O)p(rDd’r (176)
A 1 ;
fra) = o (P80 1)+ 8 —)p) = 5 (P80 —r) + (P80 —r)) a7
m
VSimnime si zaujimavu paralelu s klasickou fyzikou. Operator & (7' — r) md evidentne zmysel operdtora

hustoty Castic v mieste r a operator md, ako je ndm uZ zndme, zmysel operatora rychlosti Castice. V
klasickej fyzike je priddovd hustota dana prave sucinom hustoty Castic a ich rychlosti v mieste 7:

jclassic(,r, l) — n(f,o’t)v(’r',l‘)

V kvantovej mechanike objavujeme vyraz pre pridovu hustotu ako operator zodpovedajici tomuto su-
¢inu, ale spriemerneny so svojim Hermitovsky zdruZenym operdtorom tak, aby vysledny operétor bol
Hermitovsky a teda aby jeho strednd hodnota bola vZdy redlnym c¢islom.
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2.2.8 Separacia premennych

Pri rieSeni paricidlnych diferencidlnych rovnic sa ¢asto mdéZeme opriet’ o metddu separdcie premennych.
Predpoklad tejto metddy je Ze rovnicu mdZeme prepisat’ do takého tvaru, Ze premenné vyskytujice sa na
pravej strane sa vobec nevyskytuju na I'avej strane a naopak. V pripade SchR tito metdédu pouZijeme viac
krat; v tejto kapitolke na odseparovanie Casovej zavislosti.

Pre pouziteI'nost’ tejto metddy musime predpokladat’, Ze Hamiltonov operator nezavisi explicitne od
Casu, t.j. Ze potencidlna energia V (1) nie je funkciou Gasu. Potom hl’adanim riefenia v tvare!®

y(r,0) = f)o(r)

mozno SchR prepisat’ do tvaru
ih df(t) | B
= Ho(r). (178)
f@) 9t ¢(r)
Ked’Ze I'avé strana je zavisld iba od r a prava iba od 7, a to pre kazdé r, 7, musia sa obe tieto strany rovnat’
od 7 a t nezévislej konStanty, ktord budeme pisat’ E. Dostaneme preto dve rovnice

w1 — E(0). Ag(r) = Eo(r) (179)

Prva z tychto rovnic je jednoducho rieSitel' né:

£(6) = fre ", (180)

kde f£ je vo vSeobecnosti I'ubovol’'nd komplexna konStanta ktord moze byt’ r6zna pre rozne E.

Druhé rovnica je stdle parcidlnou diferencidlnou rovnicou a predstavuje tzv. viastnii iillohu pre operator
H. Tito spociva v ndjdeni viastnych funkcii operitora H - ¢,,(r) - s viastnou hodnotou E, takych, Ze poso-
benie operitorom A na tito funkciu dostaneme td istd funkciu, prendsobenti oby&ajnym &islom E,,. Tieto
indexujeme pomocou n nakol'ko, ako uvidime, vlastnych funkcii konkrétneho Hamiltonovho operétora
moze byt” “dost’ vel'a”. Pre ndjdenie vlastnych funkcii musime Specifikovat’ aj okrajové podmienky ktoré
musi kazd vlastnd funkcia spliiat’.

Vlastny problém Hamiltonovho operdtora sa Casto nazyva aj staciondrna SchR pretoze celkové rieSe-
nia zostavené z vlastnych funkcii A
Eny
wl e, (r) (181)
maju Casovo nezévisli pravdepodobnost’. Takéto riefenie ale spifia vel'mi $pecidlnu poliatoénd pod-
mienku, a to

TACNY :fne_i

Wn("“»f = 0) = fnq)n('r)a

t.J. na pocCiatku bola Castica vo vlastnom stave.
Vo vieobecnosti, aby sme mohli Startovat’ z takej pociato¢nej podmienky ako potrebujeme (napr.
nalietavajuici vinovy balik na atém), musime brat’ najvSeobecnejsie mozné rieSenie SchR, a to je linedrna

kombindécia rdznych rieSeni
'E"l
—1=-t

w(rt) =Y fae 7 ou(r), (182)

kde f,, si 'ubovol'né komplexné Cisla nastavitel'né tak aby rieSenie spfﬁalo poZadovanu pociatoénu pod-
mienku. K mozZnosti splnat’ 'ubovol’nii poCiatoéni podmienku sa eSte detailne vratime v nasledujice;j
kapitolke.

18Priestorovi Cast’ vlnovej funkcie ¢(r) si nebudeme pliest’ so skaldrnym potencidlom ktory tieZ oznaCujeme tym istym
pismenom.
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2.3 Stacionarne stavy Schodingerovej rovnice
2.3.1 Nekonecne hlboka potencialova jama

Uvazujme Casticu uvidznenu v potenciali

[0 relll:—a/2<x<a/2,-b/2<y<b/2,—c/2<z<c/2
Ulr) _{ too T E(RI-T) (183)
Matematicky to mdZeme tiez napisat’ ako
U (x,y,2) = 00 X (ua(x) +up(y) +uc(z)), u(§) = 60(x—a/2)+6(—a/2—x) (184)

Potencidlna energia je nezdvisld od Casu a preto mdZeme previest’ separdciu asovej premenne;.
Okrem toho, mdZeme previest’ aj separdciu premennej x pretoze (¢ (x,y,z) = ¢(x)Y (v)Z(z)) zo SchR
prer cl:

1 1 9%9(x) 1 r (82 82)
_ n —E+—— [+ Y(y)Z() = (185)
0(x)2m x> Y(y)Z(z)2m \9y* 97 )24
takZe ako prvy diel¢i problém musime rieSit’ vlastnu tlohu
n* 9%¢ (x)
I 92 =eP(x), x€(—a/2,a/2) (186)

Okrajové podmienky su

y(x==%a/2)=0
pretoZe pravdepodobnost’ Ze Castica m4 nekonecne vysoku energiu musi byt rovna nule, t.j. vinova fun-
kcia musi byt’ nulovd mimo oblasti /. Spojitost’ vlnovej funkcie potom vyzZaduje aby této iSla k nule pre
x— +a/2.

Vseobecné rieSenia (neuvazujic okrajové podmienky) vlastne pozndme z matematicky ekvivalentného
problému - klasického harmonického oscildtora. Vo vSeobecnosti rieSenie ma tvar

v(x) =Ae™ +Be ** alebo Ccos(kx+a) alebo...

k= /2me/h>. (187)

Nésledne vyzadujeme sucasné splnenie okrajovych podmienok:

kde

Ccos(ka/2+ o) =0, Ccos(—ka/2+ o) =0 (188)

¢o predstavuje dve rovnice pre dve nezndme - k a . Koeficient C je fixovany normalizéciou a I'ubovol-
nost’'ou fazy. Rovnice su splnitel'né ak

ka/2+ o — §21+1, 1=0,41,42, .. (189)
ka/2+a = me-l—l, m=0,+1,+2, .. (190)

Spocitanim a odpocitanim tychto rovnic dostaneme

a = g(l+m+1) (191)
ka = n(l—m) (192)
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Pre [+ m parne a vysledné a jednoducho meni funkciu cos() na £sin(). Ak je [ 4+ m nepérne tak efekt o
je iba £=cos(). Pripustné hodnoty & si potom jednoducho

k,,:gn, n=12,3,.. (193)

pretoZe napriklad pre [ =1 am =3 je | —m = —2 €o je aZ na znamienko (fazu) identicka funkcia ako
funkcia s n = 2. n = 0 nie je rieSenie lebo nespliia okrajové podmienky.
Vysledne teda méme:

_ cos(k,x) n nepérne T B
¢n(x)_cn{sin(knx) wpime 0 fn=gm n=123 (194)

7z Vs

Vlastné energie su dané jednoznacne ak pozname vlnové ¢islo pomocou rovnice (187), t.j.

h2k2 hZ 2
0=t _ T 0123, (195)

2m  2ma?

Prirodzené Cislo n ndm indexuje kvantové vlastné stavy Castice v jame a jej vlastné energie.

Pozndmka: K rieSeniam by sme prisli ovel’a I'ahSie ak by sme zvolili interval x € (0,a). VInové funkcie
by boli iba funkcie sin(k,x) pricom vlnové &isla by ostali (samozrejme) identické. Pre pedagogické ucely
som zvolil tdto trochu komplikovanejSiu cestu. V nasledovnom ale posunieme os x 0 a/2 a budeme teda
pracovat’ iba so sinusmi.

KonStanty C,, ur¢ime normalizdciou

’ a 1 —cos(2k
'C”'z/o dxesin’ (kyx)dx = |G [* /0 dxm

\f
Co=1/>
a

Naviac, priamym vypoctom sa mdZeme presvedCit’ Ze vlastné stavy zodpovedajice roznym » su navzdjom
ortonormované, t.j.

dx = |cn|2g, (196)

tj.

a
/0 q’: (x)q)m(x)dx = 6n,m (197)
a Ze tento systém funkcif je dplny, t.j.

Y 0, (0)0.(x') = 5(x—x) (198)

Toto ndm silne pripomina pripad Fourierovho radu - s tou vynimkou Ze tu mame iba rozklad funkcii
spliajucich nulové okrajové podmienky.
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2.3.2 Pokracovanie s nekonec¢ne hlbokou...

Zaujimavé pozorovania:
1. Energia zdkladného stavu sa da I'ahko odhadnut’ z principu neurcitosti.

2. Ortonormalita vinovych funkcii je zaru¢end postupnym zvySovanim poctu uzlov (nulovych bodov
vlastnych funkcif). Toto sposobuje Ze vinové funkcie maji viac oscilujici charakter ¢o vedie k
ndrastu kinetickej energie.

3. Symetria: vidime Ze vlastné funkcie si bud’ symetrické alebo anti-symetrické vzhl’adom na stred
jamy. Ak si zavedieme operéator parity P ktory vo funkcii na ktorti pdsobi spravi transforméciu

Pf(x) = f(~x)
potom vidime Ze

[P.H] = 0 (199)
Py, (x) = £¢,(x) (200)

Inymi slovami, komutujice operatory maji spolo¢né vlastné funkcie. Ak by sme to vedeli pre hl’a-
danim vlastnych stavov H, tito informdcia by ndim pomohla pri ich hl’adani, napr. tym Ze jedine
o = 0 alebo 7 /2 je vSeobecné rieSenie aj vlastnym stavom operatora parity.

4. Na druhej strane ak by sme zvolili x € (0,a), rieSenie by sme nasli obratom ruky nakol'ko iba
sin() spliia okrajovd podmienku v x = 0. Stratime ale symetriu problému ¢o je v komplikovanejsich
potencidloch vel'’k4 nevyhoda.

3D. Ak teraz pouZijeme vysSie ziskané rieSenie pre jednotlivé odseparované rieSenia pre y a z dostaneme
vlastné funkcie a energie v tvare

W (n? m? 2
E,. = W(;—{-ﬁ—FC—Z), (201)

| 8 [ cos(kix) cos(kmy) cos(k;z)
¢nml(x7y,) - % { sin(kﬁx) sm(k%y) Sil’l(k?z) (202)
T T T
Degeneracia. VSimnime si teraz zaujimavu situaciu ked” a = b. V tomto pripade stavy n =1,m =2,/ a
n =2,m = 1,1 majd rovnaku energiu aj ked” ich vlnové funkcie su odlisné - t.j. ortogondlne. Tieto dva
stavy ale, ako sa I'ahko presved¢ime, prechddzajd jeden na druhy pri operdcii otoCenia potencidly o /2
okolo osi z, O,(7/2). Prirodzene, tito operacia komutuje s Hamiltonidnom

[0:(n/2),H] =0

V takejto situdcii hovorime Ze degenerdcia je vyniitend symetriou. Z. komutdcii totiZ vyplyva Ze oba ope-
ratory musia mat’ spolo¢né vlastné stavy. No ked’Ze nas stav ¢1,; evidentne vlastnym stavom Oz(n /2) nie
je, musi existovat’ iny stav s tou istou energiou s ktorym ked’ vytvorime linedrnu kombiniciu dostaneme
vlastné stavy aj O,(/2) aj H.
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2.3.3 VsSeobecné vlastnosti stacionarnej SchR
Na predchadzajicom priklade sme si uvedomili viacero v8eobecnych vlastnosti:

1. Vlastné funkcie Hamiltonovho operatora majice rozne vlastné energie su ortogondlne, t.j.

[ 0 )0u(r) = 81

Dokaz:
Ao = Exi [ (204)
/Wﬁ%zz&/%% (205)
[ (Bon) 6. = E. [ 010, (206)
En [ 0300 = En [ 030 (207)

No ked’Ze sme predpokladali E,, # E,,, a teda musi platit’

[ 9im)on(r) =0

2. Ak exituje koneCny pocet N degenerovanych linedrne nezdvislych vlastnych funkcii potom vieme
ndjst’ ich N kombindcii ktoré budi tieZ ortogondlne.
Dokaz: Nech {¢i}§v:1 su uvazované degenerované stavy a

%Z/W%

je ich tzv. prekryvovd matica. Této matica N X N je Hermitovskd a preto mdZeme ndjst’ jej N vlast-
nych vektorov a Cisiel, inymi slovami, vieme ju zdiagonalizovat’

U'SU=X, A&j=48;, [U';=U; (208)
Potom vInové funkcie
%i(r) =Y 9;(r)Uji (209)
st evidentne ortogondlne pretoze J
/%i*Xj = Z/U;ziq);q)nUnj =Y UpiSmnUnj (210)
Y " Qi)

Nakoniec normalizadciou nastavime A; = 1.

3. Kombinéciou poslednych dvoch bodov vidime Ze vSetky vlastné funkcie daného Hermitovského
operdtora tvoria ortonormdlny systém funkcii.

4. Systém vlastnych stavov Hamiltonidnu je tplny na mnoZine vinovych funkcii spiﬁajﬁcich dané
okrajové podmienky. Toto neplati pre I'ubovol'ny Hermitovsky operdtor a je to skor fyzikalne mo-
tivovany predpoklad: Z hl'adiska casového vyvoja nemame dovod kldst’ na pociatocné podmienky
Ziadne iné obmedzenia ako okrajové podmienky. Preto I'ubovol' nd funkcia sa musi dat’ napisat’ ako
linedrna kombindcia vlastnych funkcii Hamiltonidnu.
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5. Z uplnosti vyplyva nasledovny mimoriadne doleZity variacny princip pre systém s zdola ohranice-
nym potencidlom (t.j. V(r) > Vj pre Vr).

7= [ 99> 212)

pre 'ubovol'nud vinovu funkciu spfﬁajﬁcu poZzadované okrajové podmienky.
Dokaz: (1) 'ubovol'nd funkciu mdéZeme rozvinut’ do vlastnych funkcii

r)= ch‘Pn(T)

Potom
1) =) chim / OiHOm =Y crcmEm / O O (213)
nm nm
= ZC;CmEmSnm == Z ’Cn‘zEn (214)
nm n

(2) Ze existuje minimélne Ey > Vj:
3 * h2 3 2 2
[drw @) (=5 atve) )y = [ |w PR V) ) =% @15)

6. Pre potencidl pre ktory plati ze 0 > V(r) > —Vp pre r € Q kde Q je ohranicend oblast’ aV(r) — 0
pre r — oo (typickd reédlna situdcia), ma Hamiltonidn diskrétne vlastné hodnoty pre E € (—V),0) a
spojito vel’a vlastnych hodnot (spojité spektrum) pre E > O.

7. Nech P je operatorom symetrie daného Hamiltonidnu, t.j.
[P,H] =0.

Potom (1) ak ¥ je vlastnd funkcia H potom aj Py je vlastna funkcia H s rovnakou vlastnou ener-
giou.

operatora symetrie.

Okrem toho, (2a) nedegenerované vlastné stavy P st aj vlastnymi stavmi H. (2b) Z N degenerova-
nych vieme vyrobit’ N linedrne zavislych ktoré si aj vlastnymi stavmi H.

Doékaz:(1)
Hy = Ey (216)
PAy = PEy (217)
HPy = EPy (218)

(2a)

Py = Ay (219)
HPy=PH = AHy (220)
(221)

ale pretoZe y je nedegenerovana vlastna funkcia P musi platit’ Ze

Hy ~vy,t.jHy =Evy. (222)

(2b) urob si sam...
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8. Vlastné vlnové funkcie redlneho Hamiltonidnu sa dajid vZdy zvolit'” ako redlne funkcie.
Dokaz:

Ay = Ey,|* (223)
Hy* = Ey* (224)
ak je v nedegenerované, potom y* ~ vy, t.j. vhodnou vol'bou fazy dosiahneme y* = vy, tj. je
redlna. Ak je degenerované, potom v principe y* je nezavisld od y, ale s rovnakou energiou, a teda
kombindcie
n=v+v', n=iy-y’)

predstavujui dva nové lin. nezavislé stavy, ktoré st uz evidentne redlne funkcie.

2.3.4 Harmonicky oscilator

Motivacia Predstavme si Ze atom vodika je pevne viazany na konci istej molekuly. Ked’Ze je v rovnovaz-

nej polohe, ak rozvinieme potencidlnu energiu v okoli rovnovéaznej polohy, v ktorej nadobtida minimum,

do Taylorovho radu dostaneme vo vSeobecnosti (linedrne ¢leny v okoli minima nie sti)
9%V

8ri8 rj =0

1
V(T)ZZEAijrirj-l-..., A,’j: (225)
tj

kde r; st stradnice polohového vektora r. Matica A;; je symetrickd redlna matica a preto sa da ndjst’ jej
vlastné vektory a vlastné Cisla, t.j. vieme ju zdiagonalizovat

U 'AU =KU, Kij = k& (226)

kde stipce matice U si vlastné vektory matice A. Potom, transforméciou stradnic
l’i:ZUinj (227)

J
prejde SchR do tvaru
n? 1
— 3 -Ay(@) + 5 ) ki y(x) = Ey(x) (228)
i

2 . . . . s+ 12 .
kdeA=Y); %. Rovnica je separovatel’'nd na tri nezavislé rovnice
Xi

_ﬁi {( -)+1k- 2yi(x) =E'yi(x), i=1,2,3 (229)
2m8x,~2w M) TR W) = V), E= s
pricom
E = E'+E*+E (230)
w(x) = ')y () v (x) (231)

V nasledujicom budeme riesit’ rovnicu typu (229) pre i = 1 no index i nebudeme vypisovat’ explicitne.
Podobne sa postupuje pre celé molekuly, pricom potencidlna energia je funkciou sdradnic vSetkych
jadier rj,i =1,...,3N kde N je pocet atdmov v molekule, a diagonalizovat’ musime maticu
—h? 1
2mi ij 2 ij ( )
pretoze rozne jadra mézu mat’ rézne hmotnosti a nasim ciel’om je separdcia celej SchR, nie len “poten-
cidlnej energie”. Tymto spdsobom sa daju pocitat’ vibracné spektrd molekul.
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Riesenie harmonického oscilatora Budeme sa pridizat’ Standardného postupu z Pisita [5].

. P , /_h
1. Zavedieme bezrozmernu vzdialenost’ x = mé kde wy = \/k/m.

1d%y

2
et 5 7

2. Riesenie v blizkosti okrajovych podmienok & — +oo
Y(E) ~e

3. RieSenie hl’adame v tvare

oo

w(&)=eSPHE), HE) =Y ut"

n=0

4. H(&) spliia rovnicu

’H H
TH e oA =0

dE* dg
5. Podmienka na koeficienty
2n+1-2A
Upt2 = 7~ A~ lUn
(n+1)(n+2)

konecné ak 24 = 2n,,4x + 1. ... toto si Hermiteove polynémy (ak ug = 1,u; = 0 alebo uy = 0,u; =
2, existuju rekurzné vzt ahy, tabul’ky, vzorce. V pripade ak by rad nebol konecny tak pre pomer
ndslednych ¢lenov dostaneme

Upi /Uy ~2/n

¢o je podobny rozvoj ako ma 8’ ateda by sme prisli na nenormovatel' ny vysledok.

6. Par prvych vlastnych funkcii, striedanie parity, klasicka limita.

Ho(&) = 1,Hy(§) = 26, H (&) = 457 2

Normovanie (cez d§ na 1)
1

N, =—u
Vrl/20np

VSimnime si opit’ paritu rieSeni - z hI’adiska symetrie ide o pripad identicky s potencidlovou jamou.

7. Kvantovanie energie

1
Ey=han(n+),n=0,1.2,...

- Planckova hypotéza pre elektromagnetické oscildtory, Einsteinov model kmitov v tuhej ldtke vy-
svetlil merné skupenské teplo (vid™ Statistickd fyzika), infracervené spektrd molekil. AZ na nulové
kmity - energia zdkladného stavu, tento vysledok potvrdzuje uzZito€nost’ semi-klasického kvantova-
nia pouZitim ktorého sme ziskali podobny vysledok.

8. Nulové kmity - minimum energie konzistentné s principom neurcitosti.
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Konstruktivny pristup k Hermiteovym polynémom a fonény Rovnicu harmonického oscildtora mo-

7eme napisat’ 1
ld>y &2
_Ed—éz-i—?l// = Ay (233)
1 d 1 d 1
—(—— — (== = A-—= 234
1
atay = (A-3)y (235)
1 d 1 d
A — - A = —( — —— 236
@ = (gEtd) ar= (g te) (236)
aat—ata = 1=|[ata,at]=at (237)

Fakt, Ze opertory d a @' davaji v stcine Hamiltonidn a zdrovefi spfﬁajﬁ komutacny vzt'ah (237) ve-
die na nasledovni mimoriadne doleziti vlastnost’: Ak stav v, je n-tym vlastnym stavom Hamiltonidnu
harmonického oscildtora s energiou A,,, potom stav

at yn
je stavom s energiou A, + 1 pretoze
ata(atyy) =at(@ta+1)y, =, +1)(atw) (238)
Podobne, stav
ayy

je stavom s energiou A, — 1. Harmonicky potencial je zdola ohrani¢eny a preto musi existovat’ stav z
najmensou vlastnou energiou - Ag - pre ktory musi platit’

ayy =20 (239)

atedaz (2?) A9 — % =0,tj. A= % Poslednd rovnicu mdzeme priamo rieSit’

(G re)w = 0= @40)

w(E) = Ne &2 N= (241)

1
V2
Nésledne pomocou operatora a1 mdzeme ziskat' vSetky vlastné stavy s energiou vZzdy o 1 vySSou, ako
sme nasli aj v predoSlom pristupe, takZe n-ty stav je jednoducho

Ny [at]" wo (242)
s vlastnou hodnotou (ktorej zmysel je jednoducho jeho poradie, priCom energia flE(Do = A, je dand A, =
n-+ %)

atay, = ny,, (243)

19Lavi stranu druhej rovnice by sme mohli napisat’ aj v tvare %(575 + é)(fg—{g + &), tj. v opatnom poradi zdtvoriek. V

. cuqs . R 2
tomto pripade by sme prisli k nenormovatel' nym rieSeniam tvaru ~ e /2.

34



kde normovaciu konStantu N,, nijdeme nasledovne

Nn+1 = /l//:—f—llI/n—O—l :/[&TWn]*aATWn (244)
= [wiaatv.= [wi@a+ Dy =m+1) [ v, (245)
_ (1N (246)
tj.
Nast = Vit INy = /(n +1)! (247)

pretoZze Ny = 1. Opit’ pouZitim explicitného tvar operatora a1 moéZeme napr. dostat’

V(&) = (g +8) e € ke 248)

¢o je v stihlase s druhym Hermiteovym polynémom H; (&) uvedenym prv.

Toto rieSenie navddza na nasledovnu interpretaciu: kvantovy oscildtor sa moZe nachadzat’ v stavoch s
rdznym poctom (n) fononov, kazdy s energiou fiay, t.j. celkova energia je nfiawy + %ha)o Energia nulovych
kmitov sa pritom pripocitava vzdy - aj ked’ nieto ani jediného fonénu. Na ziskanie stavu v n+ 1 fonénmi,
t.j. na vytvorenie d’alSieho fonénu musime na dany stav posobit’ operdtorom 4t a preto tento nazyvame
kreacnym operdtorom; analogicky operitor d nazyvame anihilacnym operdtorom nakol'’ko tento jeden
fondn zni¢i. Tento formalizmus predstavuje zdklad kvantovej teérie elektromagnetického pol'a (ktoré sa
da popisat’ ako subor oscildtorov s roznymi frekvenciami) ale aj kvantovej teérie mnohych castic.

2.3.5 Atém vodika (Sféricky-symetricky potencial)
Potencidlna energia elektronu v poli kladného jadra
2

V(r)= ~dmeer (249)

m4d zavislost’ iba od radidlnej vzdialenosti. Preto, pre dosiahnutie separabilnosti SchR musime prejst’ k
sférickym suradniciam

x = rsin(0)cos(¢) (250)
= rsin(0)sin(9) (251)
z = rcos(0) (252)

Laplaceov operator v sférickych sturadniciach nadobuda tvar

10 (,0 1 9 %, 1 0?

A = ——|r= | si — S ———— 2

2 or <r ar> T Z5in(6) 96 (3111(9)89) T 2sin2(9) 992 (253)
1
= A+ —=A 254
T 3060 (254)
Normovanie a ortogonalita v sférickych suradniciach

[wi@wir)dr= [ v (:9.0);(r:9.6) sin(0)abdg = &, 255)

s pouzitim tzv. vahovacej funkcie (pdvod v Jakobidne) 12 sin(6).
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WAy je tzv. Bohrov polomer a E — EHa,

Atomové jednotky Prevedenim substiticie r — rag, kde agp = = >

kde Ha = je atdbmova jednotka energie, tzv. Hartree dostaneme SchR v tvare

h? 12;’283
1 1
—389(r)+-0(r) = E9(r) (256)

Predbezné odbavenie uhlovej zavislosti Prevedenim separicie y(r) = R(r)Y (¢, 0) dostaneme pre uhlovu
Cast’ od potencidlu nezavisld rovnicu

Ay oY (9,0)=1(1+1)Y(9,0), (257)

kde vlastni hodnotu uhlovej ¢asti Laplaceovho operatora zapiSeme v tvare /(I + 1) nakol'’ko, ako si uka-
Zeme, tieto vlastné hodnoty sa daji napisat’ prave v takomto tvare pricom tzv. orbitdlne kvantové Cisla
[ =0,1,2,... a predstavuju vlastné Cisla operdtora kvadratu momentu hybnosti elektronu. Kazda vlastna
hodnota [ je pritom 2/ + 1 krat degenerovand. Tieto kvantové Cisla uz pozname z viacerych chemickych
suvislosti ako funkcie s pre [ = 0, p pre [ = 1 a.t.d’. Degenerdcia kazdého orbitdlneho kvantového Cisla /
suvisi s tzv. magnetickym kvantovym ¢islom m = +1,4+1—1, ..., —1. Tdto ddlezitd problematiku si detailne
preberieme neskor.

Riesenie radidlnej SchR Radidlna cast’ potom ma tvar

11d ,d 1 [(l+1
24 p R (I+1)

Vidime, Ze vlastnd hodnota /(/ + 1) je parametrom tohto vlastného problému. Radidlne vlastné funkcie
budd ortogondlne v zmysle

/0 B PR (r)R;(r)dr = &;; (259)

Ukazuje sa vyhodné vclenit’ Jakobidn symetricky k vlastnym funkcidm a teda hl'adat’ radidlne funkcie
u(r) = rR(r). Substitdciou I'ahko ndjdeme novd radidlnu rovnicu

1d? 1 1(1+1
- di(;)—;u(rw ( — ) u(r) = Eu(r) (260)

Asymptoticky charakter pre r — oo - h'addme viazané stavy s £ < 0.

1 d?u(r)
2 dr?

= Eu(r) (261)

t. u(r) ~ e~ V2IEIr

Asymptoticky charakter pre r — 0

1d?u(r) 1(+1)

— = 262
2 er 2r2 u(r) 0 ( 6 )
Pontika sa homogénna funkcia u(r) ~ r%:
—la(a— l)r"‘_z-i—wr“ 0 (263)
2 2r2
—o(a—1)+I(I+1) = 0 (264)

s jedinym rieSenim kone¢nym pre r = 0 danym o = [ + 1.
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Celkové rieSenie teda budeme hl’adat’ v tvare

u(r) = e_\/mrL(r), L(r) = ! Z Ly, " (265)

n,=0
Pomocou vyrazu pre druht derivéiciu

;ﬂ = ¢ V2EIrL(r) = \/2|Ele VZEIL(r) (266)
p

d2 /1] /
d_l; — e 2|E|rL// 2L/ /2|Ee 2|E}’+2|E|e 2|E|7’L(r) (267)
r

I'ahko ndjdeme rovnicu ktord musi spliat’ L(r):

L” )+ /2IE|L () — —L )+ ML(r) =0 (268)

Dosadenim mocninného rozvoja dostaneme

1
)y (‘5“ + 1+n,) (14 L+, = D)Ly T2 4 20E[(L4+ 1+ ) Ly r (269)
i, et D 1)Ln,rl+1+"r2> ~0 @0

[+1+n,—

a teda pre ¢len pri mocnine r 2 dostaneme

(I+1+n)(+1+n—1)L, —2/2|E|(l+14+n— 1)L, 1 +2L, 1 —I(I+1)L,, =0 (271)

Cize pre koeficienty dostdvame rekurzivny vzt ah

B V2IE|(I+n,)—1
Lo, = 2Ln (I+14n)(+n)—1(1+1) 272)

Opitovne, tento rad bude mat’ kone¢ny normovatel'ny sucet iba ak bude konec¢ny t.j. existuje také n)'* Ze
Lymax 1 = 0 o je ekvivalentné podmienke

V2IE[(I+n™ 4+ 1) =1 = 0 (273)

1 1
E=—c— 274
2 (I+nme 112 274)

Celé kladné ¢islo n = [ 4+ n!"* + 1 ma zmysel poCtu uzlovych bodov radidlnej funkcie u(r) a jednoznacne

urCuje vlastnu energiu
11 me*
E,=—=—| Xx5—==VvS.L
" 2n? ( n*16723 k )

a preto ho nazyvame hlavnym kvantovym cislom stavov elektrénu v atéme vodika. Toto je vysledok ktory
sme pdvodne nasli Bohrovym semi-klasickym odvodenim a suhlasi s absorpénymi Ciarami. Energia s
hlavnym kvantovym ¢islom n bude vo vSeobecnosti degenerovand pretoze

n=Il+n"""4+1=(I1-1)4+@E""+1)+1=...=(1-D+@0""+1)+1
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pricom kazdé [ je 2/ 4 1 krat degenerované a teda celkovo je n

n—1 n
Y 2i+1=2(—1+0)-+n=n"
1=0 2
krat degenerované.
K tymto energiam patria vinové funkcie typu

Un (1) = Nn,lrlHLn,l,l (rye” Vv 2|E”‘r, (275)

z ktorej vidiet’ Ze so stipajicim hlavnym kvantovym cislom n rastie efektivna vzdialenost’ elektrén od
jadra principidlne diktovand exponencidlnym faktorom. Ten kleséd na 1/e na vzdialenosti

1
V2|En|

Vidime Ze vybrand jednotka vzdialenosti - Bohrov polomer ap - zodpoveda efektivnej vzdialenosti elek-
tronu od jadra v najniZSom stave vodika.

Podobne ako pri Harmonickom oscildtory, aj tu si funkcie L, (r) v blizkom vzt ahu s istymi $peciél-
nymi funkciami, no pre praktické vypocCty tplne staci skonstruovat’ prvych par pomocou nami odvode-
nych vzorcov a ndslednym normovanim. Toto predstavuje priamociaru aj ked’ zdihavi dlohu. Nakoniec
ndjdeme napr.

Xap=nXxadae.

2 _r
Ru=ti=0(r) = —pe =, (276)
ap
Ry—21—0(r) = (- (277)
’ (2ap)3/2 ap ’
1 r _r
— 2a
Ri—21=1(r) = Qap) a3’ (278)

Spojenim radidlnej zavislosti s uhlovou dostaneme nasledovné vlastné stavy Hamiltonidnu, v ktorych sa
moZe elektron nachadzat':

Vnim(10,0) = Ryi(r)Ym(9,0),n=1,273,.:1=0,1,...n—Iim=—1,=1+1,..,+ (279)

1
En’l’m = —WHG (280)

2.3.6 Rotacie a operator momentu hybnosti

V predchadzajucej Casti sme vel'mi stroho vybavili uhlovi zavislost’ vinovych funkcii stavov elektrénu v
atome vodika. Uviedli sme iba Ze uhlové funkcie st vlastnymi funkciami rovnice

—Ag oY ($,0) =1(I+1)Y(9,6). (281)

Hoci by sme mohli postupovat’ podobne ako v pripade parcidlnych diferencidlnych rovnic doteraz, uka-
zuje sa vyhodnej$im zacat’ z ivah o symetrii naSej ilohy. Hamiltonidn elektrénu v poli kladného jadra ma
evidenthe uplnu sférickd symetriu. Znamena to Ze pootocenim ststavy o 'ubovol'ny uhol

x,y,z—x,y 7 (282)
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vedie na identicky Hamiltonidn, vyjadreny v novych suradniciach. Operator zodpovedajici tejto symetrii
najdeme nasledovne: Namiesto siradnic budeme otdcat’ samotnd funkciu. Pre otoCenie o infinitezimalny
uhol da okolo osi danej jednotkovym vektorom 7 to znamend Ze funkcia f(r) preide na

f'(r)=f(r—donxr).

¢o mOZeme zapisat’ ako posobenie operdtora

Odaf(r) = f(r—donxr)=f(r)=Vf(r) - (daxr)+ ﬁ(az) (283)
f(r)—da-rxVf(r)+0(a?) (284)

tj.
Ojo,=1—da-1xV+... (285)

Zmenu funkcie pri infinitezimalnom otoceni okolo fixovanej osi teda mdoZeme napisat’ ako
Odvaf(T)=—n-rxVf(r)da (286)
¢o mozeme formédlne zintegrovat’ do tvaru
Oaf(r)=e "V f(r) (287)

Nakol'ko & je iba Cislo (nezahriiujuc konStantny smer ), mdZeme hl'adat’ vlastné funckie operécie sy-

metrie ako vlastné funckie operétora
Ly,=—im-rxV. (288)

takto zavedeny operator je Hermitovsky (dovod pre v€lenenie faktora i) a naviac z pohl’adu kdnonického
kvantovania zodpovedd operatoru priemetu momentu hybnosti do smeru 1 (dovod pre vClenenie faktora
). NaSe uvahy poukazuju na tizky vzt’ah medzi operéciou roticie a operdtorom hybnosti. V tejto stvislosti
sa operdtor momentu hybnosti v danom smere nazyva aj generdtorom rotdcii.

Z vseobecnych vlastnosti staciondrnej SchR vieme, Ze pomocou vlastnych funkcii operatora symet-
rie dandho Hamiltonidnu vieme I'ahS8i hI'adat’ vlastné funkcie Hamiltonidnu. Ked’Ze tento je symetricky
vzhl'adom na I'ubovolné otoCenie, mali by sme sa zaujimat’ o vlastné funkcie priemetov momentu hyb-
nosti do vSetkych troch smerov: ﬁx,ﬁy,iz. Tieto ale, podobne ako roticie okolo r6znych osi v 3D, neko-
mutuju,

(L, Ly] = inl, (289)
Ly, L] = inL, (290)
[L..L.] = inL, (291)

a preto nem6Zzu mat’ ani spoloc¢né vlastné funckie. Musime si teda vybrat’ iba jeden z tychto operatorov
pre konstrukciu vlastnych stavov Hamiltonidnu. Konvencia je L.

Okrem priemetov, z klasickej mechaniky vieme Ze aj vel’kost momentu hybnosti je pre sféricky-
symetické problémy konstantna. PretoZe ide o skaldrny operitor, je evidentné e bude komutovat’ s L, a
teda moZeme hl'adat’ ich spolocné vlastné funckie. Operétor kvadratu momentu hybnosti je

D §2 72 2

L? =L +Ly+L; (292)
ktory mozno pomocou operatorov

LY = Le+ily (293)

L~ = L,—il, (294)
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napisat’ v tvare

2=0ife+I2Fhi. (295)

Operatory + a — spfﬁajﬁ komutacné vzt ahy

[L.,L"] = nL* (296)
[L-,L;] = nL~ (297)

ktoré nim pomozu néjst’ vlastné funkcie operatorov L. a L.

R2A,m) = KAA,m) (298)

L A,m) = hm|A,m) (299)

A > m’ lebo (300)

-7 = %(LL++L+L) (301)
(AAT) >0 (302)
(303)

LT |A,m) = Cy(A,mAa|l,m+1) (304)
L |l,m) = C_(A,mh|l,m—1) (305)

pretoze A > m?2, musi existovat’ maximalne n,,q, = | pre ktoré
LA =0 (306)
Potom
L LY A=A -1 =DE2 A1) =0
t.j.
A=I1(+1) (307)

Preto budeme v d’alSom pisat’ pre vlastné stavy |/,m), t.j. miesto A [, a pamitat’ si Ze pritom vlastnd
hodnota L2 je 1(I+ 1)A%. Kvantové &islo 1, ktoré, ako sme pri rieSeni radidlnej rovnice mbZe pre atém
vodika nadobudat’ hodnoty / =0, 1,...,n— 1 pre dané n nazyvame aj orbitdlnym kvantovym ¢islom pretoze
urzuje vel'kost’ celkového momentu hybnosti elektronu na danej 6rbite", t.j. pre dané n.

Podobne musi existovat’ m,,;, = [’ pre ktoré plati

L™|,I'"y=0
tj.
L'L |1 = (1(+1)— (") + 12 |1,I') =0
¢o ma dve rieSenia
I'=—lal'=1'+1

pri¢om iba prvé spliia podmienku Ze je to minimdlna hodnota m,,,;,,.
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Vidime teda, e pre dant vlasntd hodnotu kvadratu momentu hybnosti #2A = I(I 4 1)#?, mame m =
I,1—1,...,—1, tj. 21 + 1 rdznych stavov s vlastnymi hodnotami priemetu momentu hybnosi na os z. No
na to, aby sme sa dostali z m = [ do m = —I po jednotkovom kroku, musi platit’ Ze ¢islo Cislo / musi byt’
celocCiselny ndasobok % Napr.

I=1; m=+1,0—1 (308)

[=2 ; m=+2,41,0,—1,-2 (309)
1 11

=5« m=t5,—> (310)
3 31 1 3

=3 1 m=+345.-5.~5 311)

Samotné koeficienty C (I,m) a C_(I,m) urime z normy

IC(L,m)> (Lm+1|L,m+1) = (L,m|L™LY|l,m) = (I,m| L2 — 12 —nl|l,m) (312)
= RPI(I+1)—m?*—m) =11 —m)(+m+1) (313)
Ked’Z7e vlnové funkcie s uréené a7 na faktor ¢/* moZeme tieto zvolit’ tak Ze
Ci(lm) = hJ/(I—m)(I+m+1) (314)
Podobne ndjdeme
C_(Lm) = hJ/(I+m)(—m+1) (315)

Vsetky doteraz odvodené vlastnosti st Uplne vSeobecné, vyplyvajice Cisto z komutacnych vzt ahov
medzi generatormi rotacii. Konkrétnu reprezentdciu vlastnych funkcii ziskame ak budeme pozadovat’ Ze
tieto operdtory maju posobit’ na vlnové funkcie jednej Castice (teoreticky to mozu byt aj vinové funkcie
viac Castic alebo vobec nie funkcie ale kone¢no-rozmerné matice).

2.3.7 Sférické harmonické funkcie

Najjednoduchsi pristup k vlastnym funckidm operétora L. a L? jednej astice je ak vyjadrime posledné v
sférickych suradniciach. Pre tento icel musime najprv napisat’ v sférickych sdraniciach operator gradientu
d . 1 4 10
—_— e R —
or T rsin(0) 90 a0
kde e,, ey a eg su tri ortogondlne jednotkové vektory v bode r, ¢, 6 orientované v smere zmeny relevant-
nych stradnic. Tieto I'ahko vyjadrime pomocou kartézkych jednotkovych vektorov 2, 3,k

V=e, (316)

e, = cos(¢)sin(0)s+sin(¢)sin(6)j +cos(0)k (317)
ey = —sin(¢)i+cos(d)j (318)
egp = cos(9)cos(0)i+sin(¢)cos(0)j —sin(0)k (319)

Pomocou ktorych ndjdeme prepis zloZiek operdtora gradientu v kartézkych zlozkach ale v sférickych
suradniciach

J . , d  sin(¢) d  cos(¢)cos(8) J

5> = i-V= cos(q))sm(@)ar rsin(8) 96 + — 95 (320)
J o . , d cos(¢p) d  sin(¢)cos(0) d

3 = ]'V_Sln(¢)81n(9)$+r31n( 8)90 +fa— (321)
J d sin() d

a—z = k-V= COS(O) ar - % (322)
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Pre ziskanie priemetov operatorov momentou hybnosti do osi x, y, z nakoniec musime vyjadrit’

L=—irxVv (323)
tj.
A ) d J\ .0
L, = —inh (xa—y —ya) = —zh% (324)
T - . d  cos(¢)cos(8) J
L, = —ih (y8z _Z8y) = —ih (— sin(¢) g~ —sin(e) Ep (325)
Y U d  cos(8)sin(9) d
L, = —inh (Zax _X3z> = —ih (cos(q))ae " sn(8) 99 (326)
a teda z posledného dostaneme pre operatory L™ a L™
A 00 d 09 00
+ i _
L zh( 30 —cotg(0)e 8(})) h( 30 +icotg(0)e' 8(;)) (327)
A o 0 609 d o 0
- _ -0 _ - -0 Y —i¢p 7
L zh( e =5 cotg(0)e 8(})) h( 59 +icotg(0)e 8(])) (328)
Z vysSie uvenenych vyraz sa méZeme presvedCit’ Ze
” 1 0 d 1 9?
2 _ = s =
L* = 5in(0) 96 (sm(@)ae) i ( )8(]) (329)

a teda zodpovedd uhlovej Casti Laplaceovho operdtora, a teda identifikacia jej vlastnych hodndt v tvare
hzl(l + 1) je plne v zhode s vysledkami ziskanymi v tejto Casti.
UkaZeme si ako ndjdeme pomocou tychto predpisov konkrétny tvar vlastnych funckii. Z tvaru opera-
tora L, evidentne vyplyva Ze vlastné funkcie L, maju tvar
1 .
D(9) = (P, m) = —=—e™? 330
m(¢) = (@[L,m) VT (330)

PretoZe vinovéa funkcia musi byt’ jednoznacnou funkciou priestorovych siradnic, musi platit’ Ze pre uhly
¢ =0 a ¢ =27 musi nadobudat’ td istd hodnotu, t.j.

d,,(0) = D,y (27)
z ¢oho vyplyva kvantovanie moznych hodndt m:
m=0,+£1,+2,... (331)

Znamena to Ze z teoreticky pripustnych hodndt najdenych v predchddzajicej Casti sa v pripade vinovych
funckii jednej Castice realizuju iba celo¢iselné a nie aj pol-a-celoCiselné hodnoty.
Spolo¢né vlastné funckie musia mat’ teda tvar

Operitor LT posobiaci na stav (¢, 8|l,m = [) musi dat’ nulu a preto
h ( 50 +ictg(0)e' 8(;)) \/_ Ye,0) = 0 (333)
d
((99 lCtg(O)) ®11<9) =0 (334)
2 Deuw = 0. r=sin(o) (335
ox  x Hx) = , X =SIn
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tj.
@;(x) = constxx! (336)

KonStantu normovania uréime z podmienky

T r2n
/ dmsin(0)dOY;(0,0)Yu(9.0) = 1 t]. (337)
0 JO
V4
/sin(e)®7,(e)®,,(e)de T (338)
0
V3
/ const? x sin?1(6)d6 = 1 (339)
0
Q1) 1
const =N; = TR YITE (340)

RieSenie s maximalnym m = [ je teda

N ilg 1
e"¥sin' (0 341
V2 (9) (341)

Stavy s m=1—1,l—2,...,—I dostaneme ndslednym pdsobenim operatora L.~
Namiesto vSeobecnych vzt’ahov ziskame aspon najdoleZitejSie funkcie s / = 0,1 prip. 2. Prirodzene,
[=0je

Yll(evq))

1

Y00(¢76) - E’Lﬂ

(342)

t.J. nezdvislé od smeru. Znamna to Ze vlastné funkcie s kvantovycm Cislom / = 0 maju plna sféricku
symetriu.

ip 1

Y(9,0) = _\jT_yr %Sin(e)N;(eri)’) (343)

| o 1 d cos(0)

- o~ (_ 2 T\
Yi0(9,0) = \/EL Y11(0,0)=e¢ \/§< 30 sin(9)>Y11<¢’9) (344)
_ % 3cos(8) ~ © (345)

—i¢
B1(9.0) = L ¥(0.0) =S/ 2sin(0) ~ 1 (x—iy) (346)
’ V2o Varn V2 r

Ak by sme takto postupovali aj pre / = 2 zistili by sme Ze funkcie s [ =2,m = 2,1,0,—1,—2 su line-
drnou kombindciou polynémov xy,xz,yz,x%,y? tj. vietkych moZnych homogénnych polynémov radu 2
s vyli¢enim jedného - x> + y? + z2. Tento posledny je totiz sféricky symetricky a teda predstavuje fun-
kciu s / = 0. Ide teda o linedrny priestor s dimenziou 5, presne ako naSe abstraktné uvahy naznazovali -
m=2,1,0,—1,—2. Podobne sa I'ahko presved¢ime Ze pre [ = 3 mdme

340-1Y 5!
( z )—ﬁ—m

roznych homogénnych polynémov 3-tieho stupiia, z toho 3

rzx, rzy, Y'ZZ
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tvoria funkcie s / = 1 a teda funkcii s [ = 3 je 10-3=7, presne ako sme dostali zm = —3,—-2,....3.

Na tabuli nakreslim ako takéto funkcie vyzeraju...
V molekulovej a atdmovej fyzike sa tiez nazyvaja funkcie typu s, p, daf pre [ =0,1,2 a 3.

Tymto sme na$li aj uhlovd zavislost’ vlnovych funkcii Hamiltonidnu pre elektréon v atéme vodika.
VSimnime si Ze identické uhlové funckie bude mat’ akykol' vek centrdlne symetricky potenciél ¢o je dovod
preco funkcie Y, si mimoriadne dolezité aj pre viac-elektronové atémy.
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2.3.8 Potencialova bariéra/jama v jednom rozmere, tunelovanie

Posledny kvantovo-mechanicky systém ktorému sa budeme venovat' je popis Castice pri pohybe v poten-
cidly nezdvislom od y a z priCom jeho zdvislost’ od x je dand predpisom

{209

Premenné y a z méZeme teda jednoducho odseparovat’, priCom celkovd vlnova funkcia nadobudne
tvar

1 .
Wy — i(kyy-+k:z) 348
()C,y,Z) /_LyLze II/S(X) ( )

E celkova vlastnd energia
2

h
E= %(k§+k§) +e (349)

Nasledovny postup je obsahom nasledujiceho problému:
Rozptyl Castice na modelovom potenciile
Zadanie:

RieSte rozptyl vol'nej Castice na bariére s potencidlom V(x), kde V(x) =V, >0 pre 0 <x<aa
V(x)=0 inde, t.j. prislugni Schrédingerovu rovnicu s okrajovou podmienkou y(x — —oo) = A’  Be~i*
a Y(x — o) = Ce'™ (vid’ obr.(1)). VIna s A reprezentuje dopadajicu Cast’ vinovej funkie, B odrazend a C
prechdadzajicu. Ako z4visi situdcia od rozdielu energie Castice € a potencidlom V,,? Ako sa zmenf situécia,
pre V, < 0 a ako to suvisi z lokalizovanymi stavmi na takejto potencidlovej jame?

L
-~
an
s
]
C

‘— L iqx -iqx

— ) Ee + Fe _
Wi

ik =ikx ik

Ae  + Be Ce

% 0 a Suradnica x
[

Obr. 1: Situécia pri rozptyle Castice na bariére (jame).

Kvalitativnou tvahou (pomocou principu neurcitosti) odhadnite pre aku bariéru (ako vysoku, ako Si-
roku) je pravdepodobnost’ tunelovania Castice relativne vel’kd, porovnajte s presnymi vysledkami.

RieSenie:
Rozptyl budeme rieSit’ hI’adanim rieSeni staciondrnej Schrodingerovej rovnice s okrajovymi podmien-
kami danymi v zadani, t.j. rovnice

0 dPy(x)
2m  dx?

+V(x)y(x) =ey(x). (350)

. . \ , . Sy 22 . . e ,
Okrajova podmienka vI avo ndm fixuje energiu ¢astice na € = ;‘1 , t.j. energiu vol'nej Castice s hybnost'ou

p = hk. T4 je dand okrajovou podmienkou - pre stav reprezentujtici Casticu nalietajicu zI'ava pozadujeme
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aby d’aleko vpravo stav reprezentoval Casticu pohybujicu sa iba do prava, t.j. pre x — o poZadujeme
V(x) ~ Ce™, Hl addme teda vlastny stav operdtora energie s energiou danou vopred. Ako uvidime, pre
I'ubovol'ni € > 0 takyto stav existuje.

Rozdelme celi os x na tri regiény L. x € (—o0,0); II. x € (0,a) a IIl. x € (a,+oe), kde v kazdom z
nich je potencidl V (x) spojitou, dokonca konstantnou funkciou. V takomto pripade rieSenie SchR v tychto
regiénoch je trividlne:

L y(x) = Ae® + Bem ik fp = V2me

IL yy(x) = Eei® 4+ Fe~it, g — V2110,

L. yyy(x) = Ce*™ + De™ i | = _\/2;_:W _

kde A,B,C,D,E,F su I'ubovolné komplexné ¢isla. Okrajové podmienky urCuju vel'’kost” k a teda aj energiu
€, a diktuji Ze musi byt D = 0 Zmysel komplexnych konStant sa najlepSie ozrejmi pomocou rovnice
kontinuity pre pravdepodonost’, vyplyvajicu z casovej SchR:

ay* 1 d
W Hdiv(j)=0; j=-Re {w* (x) ("""a) w(x)} , (351)
kde j ma zmysel hustoty toku Castic. Pouzitim tvaru vlnovej funkcie pre x — 4-co dostaneme
hk hk
jow = A*A— +B'B (——) (352)
m m
hk
Jiew = C'C— (353)
m

Toto ddva zmysel vyrazom pre relativny pocet Castic, ktoré presli z —oo do +oo v tvare P ~ C*C/A*A, ktory
bude pouzity d’alej. Z rovnice kontinuity sa da tieZ pouZit’ z nej vyplyvajica podminka pre zachovdvanie
toku j: A*A + B*B = C*C napr. pre vypocet B*B (vid’ neskor).

Jednotlivé rieSenia treba teraz zoSit' podmienkami spojitosti a diferencovatel’ nosti v bodoch x =0 a a.
Tie daju:

V bode x = a: V bode x = 0:
Ee' +Fe " = Ce*  (354) A+B = E+F (356)
qEe —gFe™1% = kCe*  (355) kA—kB = qE—qF (357)

Eliminaciou C z (354) a (355) dostaneme

Fe %ﬁeZian, (358)

¢o dava amplitidu odrazenej viny ako funkciu amplitidy dopadajicej viny. Dosadenim (358) resp. jej
inverznej rovnici do (354) dostaneme priamo E a F ako funkcie C:

(q+R)eit-o

E = C 2 (359)
i(k+q)a
F - cl4 k;‘; (360)
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Obr. 2: Pravdepodobnost’ prechodu/tunelovania cez bariézu ako funkcia E /Vj pre rdzne hodnoty V.

Po vynésobeni (356) s k, dosadeni (359) a (360) spocitanim (356) a (357) dostaneme amplitidu precha-
dajicej vlny ako funkciu dopadajucej viny:

4kqe_ik“
(q+k)2e4 — (g —k)?e'e

C=A (361)

Podobne, pouzitim (356) s dosadenymi (359), (360) a do nich (361) dostaneme amplitidu odrazenej viny
od bariéry ako funkciu amplitidy dopadnutej viny:

(g+k)e99+ (g —k)e'e
B=A|—-1+2k . : 362
(2 e (g e .
Analyza vysledkov
Nech najprv E > Vy, E > 0. Potom k, g st redlne Cisla (vid'. ich zavedenie), a pravdepodobnost’ pre-
chodu cez bariéru P ~ Sg* . Upravou (361) dostaneme:
b 16k*q?
(g+h)*+ (g —k)* = (g+k)> (g —k)> (X4 4 e72a%)
_ 16k*q*
(g+k)*+(g—k)* —2(q+k)2(qg—k)*(1 —2sin*(ga))
B 16k ¢
 16k%q% +4(g+k)2(g—k)?sin*(ga)
-1
((]2 _ k2)2 ‘
(1 + QYT sin®(ga)
Pouzitim vzt'hov pre k,q nakoniec mdme
-1
V2 sin?(ga) 2m(E —Vj)
P~ |14 90— 77 =Y — 363
( YaEE—W) | 1 5 (363)

Této zdvislost’ je ukdzand na obr. (2), pre E/|Vy| > 1, pre tri rozne sily bariéry 2’;:—2“2V0 =40.5,43.0 %
pricom zdporné znamienka zodpovedajui rozptyle na potencidlnej jame, ked’ je Vp < 0. Zaujimava je tu
nasledovna skutocnost’; aj ked’ je energia Castice vicia ako potencidl bariéry, mdze nastat’ odraz spat
- klasicky nepripustnd situdcia. Energie, pre ktoré je spitny odraz najsilnejsi su dané situdciou, ked’ je
menovatel’ v (363) maximaélny. Tieto energie nesu informdcie o tvare potencidlu (najmaé jeho Sirke a) Toto
sa aj prakticky vyuZiva v 3D rozptyloch na zist' ovanie charakteru interakcii medzi asticami.

Teraz sa pozrime na situdciu Vo > E > 0. V tomto pripade sa g stdva kompexnym cislom, tak si

zavedieme:
2m(E —V, 2m(Vo—E
§=—ig=—i ’"(h 0) _ ’"(ho )20 (364)

20viimnime si Ze tuto ide vlastne o zavedenie prirodzenych jednotiek, takych Ze stradnica je merand v ndsobkoch dfiky
hZ

bariéry a energia v ndsobkoch .
2ma
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Z (361) potom okamZite mame

4ki§eika
C=A 365
(i6 +k)2ed — (i§ — k)2e—04 (365)

a pre pravdepodobnost’ prechodu (tunelovania)
16k*52
(k2 — 82)(ed¢ — e=94) +2ik(e% + e~ 97)) x C.C.
16k*52
(k2 — §2)24sinh?(8a) + 1682k2 cosh?(Sa)
<(k2 — 8% +4k*8°

P ~

-1
sinh?(8a) + 1)

4252
24822 -1
= (1 + % s1nh2(3a))
Co po dosadeni k, § d4
-1
o1y V¢ sinh?(8a) 6 2m(Vo — E) (366)
4E(Vo—E) T h

V pripade dlhej bariéry je ad >> 1 a I'ahko dostaneme priblizny vzorec

16E(Vy— E
P~ ( (; )e—zéa' (367)
VO

NajsilnejSia zdvislost’ od energie Castice (exponencidlna) pochddza od faktoru
P~ e iV 2m(h-E)a (368)

Tento vysledok moZno zovSeobecnit’ na priblizny odhad pravedepodobnosti tunelovania cez potencidlovi
bariéru V (x) v tvare
P~ e—%f; 2m(V(x)—E)dx (369)

kde x = a a x = b st dané bodmi obratu klasickej Castice V (a) =V (b) = E. Tento vzorec sa ¢asto pouZiva
napr. pre odhad tunelovacieho prudu v tunelovacich diédach.

Odhad energie pre ktori bude pravdepodobnopst’ prechodu dostatocne vel'ka sa d4 urobit’ aj na za-
klade klasickych predstdv spojenych s principom neurcitosti. Predpokladajme Ze Castica nalietajica na
bariéru o vel'’kosti Vy a diZke a nie je vo vlastnom stave Hamiltonidnu ale v stave vlnového balika s
energiou E a neurcitost'ou energie 0E. S tou stvisi aj neuritost’ hybnosti

dp moE
O0p=——0E =
P=aE 2mE

(370)

pri¢om pre hybnost’ samotnd mame v oblasti mimo bariéry p = /2mkE. Toto ale plati iba ak E /E << 1.
N4&s priblizny odhad (368) plati ak E << Vj a teda neplati 0E = 2(Vy —E) << E. V pripade E << Vj t.].
OE >> E mozeme urobit’ odhad neurcitosti hybnosti ako

8p ~V2mSE ~ \/2m(Vy — E). (371)
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Princip neurcitosti ndm potom hovori Ze pre balik musi platit’

V2méEdx > h (372)

.....

.....

je balik rozmazany v priestore na vi¢Sej a vicSej vzdialenosti dx > a, priCom energia balika E a vyska
bariéry Vy sd konStantné, potom prechod je viac a viac pravdepodobny, pretoZe pravdepodobnost’, Ze
sa Castica bude nachddzat' v zakdzanej oblasti (kde by mala zdpornud kinetickd energiu) bude menSia
a menSia. V sumdre teda, zvicSovanie x > a aj E > 2(Vy — E) zvySuje pravdepodobnost’ prechodu.
Hrani¢ny pripad, konzistentny s principom neurcitosti (372), nds vedie k podmienke

2m(Vo—E)a ~ h, (373)

konzistentnej s vysledkom (368).
Singularita v odozve ako indikator vlastnych stavov. Nakoniec sa pozrime, ¢o ndm povie riesenie (361)
pre 0 > E > V. Této situdcia je totoZnd s prikladom na viazané (lokalizované) stavy takejto potencidlove;j
jamy. Od tial’ vieme, Ze existuje iba konecny pocet diskrétnych energii E,,, pre ktoré rieSenie existuje. To
isté by malo vyjst’ aj teraz.

Nakol'ko k je imagindrne, zavedieme nové oznacenie

2mE _ V-2mE

K=—ik=— >0 374
i i— - (374)

Na rozdiel od predchadzajucich situdcii budeme analyzovat’ priamo rovnicu odozvy (361). Pre k imagi-
narne predstavuje vlna s koeficientom C pre x > 0 klesajucu exponenciélu, ¢o by prichadzalo pre viazany
stav do uvahy. Vlna s koeficientom A je vSak exponencidlne narastajica pre x < 0 a preto by sme mali
pozadovat’ A = 0. Fyzikdlne to znamend, hladat’ nenulové riesenie (C # 0) s tym, Ze Ziadna Castica ne-
dopadd (A = 0), t.j. zrejme viazany stav. Toto sa dd dosiahnut’ iba ak zlomok na pravej strane rovnice
odozvy (361) je singuldrny, t.j. jeho menovatel’ nulovy:

(g+ix)’e % — (g —ix)*" = 0
(g+ l'l()e'_"q“/2 = +(qg— iK)ei‘”’/2
e—iqa/2 F el9a/2

qefiqa/Zj:eiqa/Z = ik

A teda,

gtg(ga/2) = Kk, pre horné znamienka
g cotg(qa/2) = —xk, pre dolné znamienka

Toto su presne rovnice pre vlastné energie symetrickych a antisymetrickych stavov jednorozmernej kvan-
tovej jamy.

Rovnicu (361) mdéZeme chdpat’ ako odozvu systému na dopadajicu rovinnud vinu (s amplitidou A),
pricom odozva je, Ze vinu odrazi (s koeficientom B) a ¢iastocne prepusti za bariéru (s koeficientom C).
Singularita v odozve systému je vel'mi vSeobecnd indikdcia o jeho vlastnych stavoch (médoch) nie len v
kvantovej mechanike, ale aj napr. v tedrii elektrickych obvodov alebo rezonancii mechanickych ststav.

49



2.4 Priblizné met6dy riesenia SchR
2.4.1 Variacna metoda

e jej zdkladom je variaCny princip

5 / v (r) By (r / y(r) (375)

ukazeme si ekvivalenciu s SchR minimalizovanim pomocou metédy Lagrangeovych multiplikato-
rov. (Je mozné Ze ju nepozndme a preto ju motivujeme hl’adanim minima funkcie dvoch premen-
nych f(x,y) s restrikciou g(y,x) = 0.)

e ddlezité - flexibilna (dostatocny pocet variaCnych parametrov), no fyzikdlnu podstatu vystihujica
vlnova funkcia.
e nelinedrne parametre - numericka optimalizdcia. Napr. pre

2
H= g—m V(1 +Agexp(—Box))0(x) + Vi(1 — A exp(Bix)8(—x),

Vo >> V1, vyskytujuici sa v polovodi¢ovych heterostruktirach na rozhrani polovodica a kovu, kde
mozZeme hl’adat’ viazané stavy v tvare

¢ (x) = Nxe™6(—x)

kde 7 je “nelinedrny” parameter. Presnejsi vysledok (a niZ8iu energiu) by sme dostali komplikova-
nejSou funkciou napr.

O(x) =Ni(x—b)e"*0(—x) +Me 76(x)

e linedrne parametre - algebraické rieSenie (LCAO, Linear combination of atomic orbitals)

N
wr) = Yan), |1 =S, (376)

S (Zc;*(H,-j—ESij)cj)> =0 (377)

ij
ZHUCJ = EZSUC/7 (378)
J J

¢o predstavuje zovSeobecneny vlastny problém. Md vo vieobecnosti N vlastnych vektorov {c%* a |
a vlastnych &isel {E*}Y o1 Z ktorych ten s najniZSou energiou E° minimalizuje energiu. Ostatné su
aproximdciami excitovanych stavov.

Priklad: Molekula H;r . Nech protony su v miestach r; a rp =

2
1 1
H=2_ - (379)
2 Jr—ry| |r—mr)|
y(r) = ayis(r—r)+ayu(r+r), yi(r)=2e"" (380)
1
H = Hy=¢g+A A<OQA~—°+ 381
11 2 =&+ i1 (381)
Hy = Hy =TI, T<0T~(g-— - 382
12 21 , <0, (& d+1)€ (382)
Siio= Sp=1, Sp=8~e" (383)
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Obr. 3: Zavislost’ energie molekuly H;r od vzdialenosti proténov. pre o = 5,6 ide o vizbovy stav a pre
o = 3 uZ viazany stav neexistuje.

_ _ o N\,—d _ —d
(go_jo%j—)f—dlipje—d (& ng_EEe =0 (384)
Er = e+A+(e— -2 —Ey)e ) (385)
dt1
Ex = (1+e 9! <80+Ai(80—d+1)e_d) (386)
B = g E0e” (387)

d+D)(1ted)

Aj zo symetrie mozno vidiet' Ze pre E; je ci =c; =1/ /2 pri¢om v tomto pripade ide o véiizbovy stav
nakol'’ko evidentne E; < &. Druhy, stav je tzv. anti-vizbovy, nakol’ko tento nevedie na stabilni molekulu.

Je zaujimavé, Ze pre isté hodnoty parametra a vysledok vedie k vzdialenosti d,,;,, pre ktord je ener-
gie £ minimdlna, t.j. k rovnovadZnej geometrii. Presné urCenie tohto parametra je mozné numerickym
vypoétom?!. Pre sledovanie z4vislosti energie od vzdialenosti musime k elektrénovej energii, ktord sme
prave nasli pridat’ aj repulziu jadier

Vee =1/d
Ako podmienku minima potom dostaneme
d
@(E* +Vee) = 0= dpin=... (388)

Namiesto vypoCtu si pozrime aspon zavislost E(d, o) na obrazku. Zavislost' energie anti-vizbového

stavu nemd minimum pre tieto hodnoty parametra o, o demonstruje povod ndzvu pre tento stav.
Rozvojom E, (d) v okoli d = d,, do Taylorovho radu by sme mohli ndjst’ frekvenciu vibracii mo-

lekuly H;r v zmysle nasej diskusii v sdvislosti s Harmonickym oscilatorom. Pridanie nulovych kmitov k

21 Presnejsie povedané, upresiiujiice &iselné faktory nam povyskakuji kade-tade, napr. aj v prekryvovom integrale &i v ostat-
nych maticovych elementoch. Tu tlohu vSetkych tychto kvalitativne simulujeme iba tymto jedinym parametrom «.
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celkovej energii zdkladného stavu mdze v principe zmenit’ napr. vizobny stav na rezonanciu ¢i na celkom
neviazany.

2.4.2 Stacionarna poruchova metéda

Pri rieSeni mnohych problémov sa Casto stretdvame so situdciou ked’ Castica sa nachddza v potencidly,
ktory sa len malo 1i8i od potencidlu pre ktory sme uz ulohu pred tym vyriesili. Najjednoduchsim, ale pri-
tom mimoriadne d6lezitym prikladom je pritomnost’ atému vodika v makroskopickom elektrickom alebo
magnetickom poli, ktorych sila je podstatne mensSia ako typické energie v probléme samostatného vodika.
Experimentdlne sa v absorpénych spektrach plynov pozoruje, Ze energetické hladiny sa v poli Stiepia a
postivaju. Podobné posuny vidno aj v absorpénych spektrach tuhych latok a aj ked’ ide o komplikovane;jsi
systém, podstata tychto javov je podobna.

Celkovy Hamiltonidn H si rozdelime na tzv. neporuseny Hamiltonidn Hy, o ktorom predpokladame Ze
jeho vlastné stavy a energie pozndme

Hy|n,0) =E,0[n,0), n=0,1,2,... (389)

a tzv. poruchu AH, od ktorej predpokladdme Ze je "mald"v porovnani s Hy. "Malost’"pre operétory mo-
Zeme chdpat’ v tom zmysle Ze

(O|AH |¢) << (9] Hol9)

pre fyzikalne relevantni mnoZinu stavov |@) (napr. {|n,0)}). Tito "malost’"typicky reprezentuje isty bez-
rozmerny parameter, A << 1, v zmysle

(9| AH |¢) ~ A alebo AH ~ A (390)
Zavedieme konvenciu Ze faktor A budeme pisat’ explicitne t.j. poruchu budeme pisat’ ako
AAH.
Pre rieSenie celého problému

Hy+ AAH |m) = E,, |m) (391)

budeme hl’adat’ rieSenie v tvare rozvoja do mocnin bezrozmerného parametra A

im) = |m,0)4+A|m,1)+A%|m,2)+... (392)
myiy =Y chin|n,0) (393)
En = Eno+AEn1+AEpa+... (394)

Dosadenim tychto rozvojov do rovnice (391) dostaneme pre A = 0 (Co predstavuje naozaj slabd poruchu...)
Hy|m,0) = E 0 |m,0) (395)
0) _

t.j. vidime Ze ¢y = Omn @ Ep o = E, 0. T.j. v nultom rade dostdvame neporuSené stavy a energie.
Derivovanim podl'a A a polozenim A = 0 ziskame ¢leny do prvého radu vzhl’adom na A:

Hy|m, 1)+ AH|m,0) = Eno|m,1)+Ey1|m,0) (396)
Nésobenim zl'ava s (m,0| a integrovanim, a uvdZzenim Ze

(m|m) = (m,0[m,0) 4+ A ((m,0[m, 1) + (m, 1|m,0)) + A% ((m, 1|m, 1) + (m,0[m,2) + (m,2|m,0)) +... = 1
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z ¢oho vyplyva napr.
(m,0|m,1) =0

dostaneme korekciu prvého radu
AE,1 = (m,0| AAH |m,0) (397)

Ak namiesto toho ndsobime s (n,0|, n # m dostaneme

En,ocg,%,z + (n,0| AH |m,0) = Em70c,(,11,2 (398)
(1) (n,0|AH |m,0)
S et Al il bt A 3
Cmn Eno—Enp (399)

a pomocou tychto koeficientov ndjst’ vinovi funkciu korektnd v prvom rdde vzhl’adom na A.
Pre ziskanie korekcie druhého radu musime derivovat’ rovnicu (391) podl'a A dva krat a polozit’ A =0.
Ziskame

Hy|m,2) +AH |m,1) = E,y0|m,2) + Ep |m, 1) + Ep, 2 |m,0) (400)
Prendsobenim s (m,0| zI'ava a preintegrovanim dostaneme

m,0| AH |n,0) (n,0| AH |m,0)

Epy = (m0AR|m1)=Y !

401
nm Em,O - En,O ( )
t.j. pre korekciu do druhého radu dostaneme
0| AH |n,0) |2
AME,, — A2y Lm : 402
m,2 Z Em,O — En,O ( )

n#m

Druhy rad je mimoriadne ddlezity - Casto je korekcia prvého rddu nulovd a prave korekcia druhého radu
ndm da relevantnu fyzikalnu veli¢inu.

Poruchovy pocet a elektrické pole
Napriklad pri aplikovani elektrického pol’a mdzeme za bezrozmerny parameter vziat’ veliinu

eap
A=&— 403
“Ta (403)
kde zlomok je obratend intenzita pol’a od kladného jadra vo vzdialenosti ap od jadra a &, je z-zlozka exter-
ného elektrického pol’a. Poruchovym poctom potom dostaneme pre energiu (napr. vodika) v zakladnom

stave

1
E:E0+AE1+/12E2+...%Eo—pg@@z—iaé”‘zz (404)
Ako je ndm (sndd’) zndme, prvé derivicia energie podl’a pol'a je dipélovy moment p, 22
JE
p: = —ap (405)
Z a(gaz
p:(&) = pltas (406)

22Cvilenie: Ukazte, pouzitim vysledku poruchového poétu v 1. rade, kde porucha je dand externym skaldrnym potencidlom
q9(7r) a g je ndboj Castice a potenciél sa len vel' mi médlo meni na atomdrnej drovni, t.j. v priestore kde je vlnové funkcie
nenulovd, Ze vzt'ah (405) je konzistentny s definiciou dip6lového momentu

pe= [drrp(r)

kde p(r) je hustota elektrického néboja.
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Ak méme plyn atémov vodika (predpokladajme Ze vodiky nereaguju - €o je iplne mimo reality ale nateraz
Ziaden iny atém pocitat’ nevieme) s hustotou n. Na zdklade symetrie sa I'ahko presved¢ime Ze pg =0, t].
korekcia v prvom rdde je nula. Toto suvisi s tym Ze atom vodika nemd v zdkladnom stave elektricky
dipélovy moment. Potom polarizovatel’nost’” o priamo vedie na vypocet statickej dielektrickej konStanty
v dosledku elektronovej polarizdcie v druhom réade:

D, = &#&é;=¢gdé;+F, (407)

P, = np(&)=nad; (408)

e = 14+nZ (409)
&

Vidime teda, Ze poruchovy pocet mozno pouZzit’ pre vypocet dielektrickych fyzikdlnych vlastnosti plynov.

Zmena energetickych hladin pri zmene elektrického pol’a sa nazyva Stark-ovym javom. Fakt, Ze atdém
vodika nemeni energiu zdkladného stavu pri aplikovani externého elektrického pol’a priamo suvisi z fak-
tom, Ze priestorova hustota stavu 1s je symetrickd vzh’adom na inverziu voci poCiatku a Ze tento stav
je nedegenerovany. Dé sa ukdzat’ Ze ak zdkladny stav je degenerovany, napr. ak by bol najnizsi stav
2p, potom pouZitim tzv. poruchovej metody pre degenerované stavy, mozno ukdzat’ Ze tieto tri stavy sa
energeticky rozstiepia pri¢om toto rozstiepenie je imerné &;. Tri stavy zodpovedaji stavom s dipélovym
momentom v protismere &, (s minimdlnou energiou), v smere kolmom na &, (bez posunu energie) a v
smere &, s najvacsou energiou. Na rozdiel od klasickej predstavy, existuji iba 3 orientdcie dip6lového
momentu vzhlI’adom na externé elektrické pole. Bohuzial’, pre detailnejsi vyklad poruchovej metédy pre
degenerované stavy nemame cas.

Poruchova metéda, magnetické pole a spin elektrénu Statické homogénne magnetické pole B
mdzeme reprezentovat’ vektorovym potencidlom

1
A = EBXT’ (410)
1 1
B = VxA:EVX(er):E(B(V-r)—(B-V)r):B (411)
Hamiltonian ma tvar dany kanonickym kvantovanim
N p—qA)?
A = w+v(r) 412)
2m
A2 2
p q A 4 2
= — ——(pPp-A+A- —|A 41
5 TV(r) =5 (0 A+ A-p)+ - |A] (413)
p* q | 2
= —+V((r)——B- D)+ —|B —r-B/B 414
P V) =L B (rxp)+ L BP(r—r-B/B) 414

PretoZe Clen linedrny vzhl’adom na magnetické pole m6Zeme napisat’ ako

AMA=-LB.1, (415)
2m
kde L je ndm uZ znamy operéator momentu hybnosti, mbéZeme za maly parameter A vziat' bezrozmerné
Cislo " |
q
A=—|Bl— 416
2m Ha (416)

g2 2 _ h247r802-, . ey ey
Pretoze r* ~ap = ol ) vidime, Ze kvadraticky Clen je priblizne

612 2 2 1 2
~ —I|B =_—A“xH
8m’ ’aB 2 4
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a teda je naozaj druhého radu (VSimnime si Ze tento ¢len vytvara harmonicky potencidl v rovine kolmej na
B ateda vedie k lokalizdcii Castic v priestore, ekvivalentnému kriZeniu klasickych Castic po kruZniciach.
Jeho tloha je dominantnd v tzv. kvantovom Hallovom jave.) a pre dost’ malé magnetické polia ho mdZeme
zanedbat’.
Uvazujme atom vodika: korekcia k energii stavu n,/,m v prvom rdde, k voli magnetickému pol'u bude
potom (g = —e)
he
Euim1 = —Bm (417)
’ 2m
t.j. stav s povodne 2/ + 1 degenerovanymi stavmi s danym / sa rozStiepi na hladiny s rozostupom danym
AE = ¢
Objavenie a zavedenie spinu Jednym z prejavov takéhoto Stiepenia je Stiepenie v absorpénych Ciarach
pri prechodoch medzi 1s a 2p stavmi. Iny ddlezity prejav je rozstiepeni trajektorii atdémov z danym [ pri
prelete magnetickym pol’om - na atém s danym m bude pdsobit’ strednd sila

d n hem
G P) = V(i) ="V B,
ktord ma opacné znamienko pre m = [ a m = —[. Ak sa teda bude menit’ magnetické pole v priestore v

smere x, budu sa lace letiacich atémov od seba odklanat’ v smere x.

Toto naozaj aj pozorovali Stern a Gerlach v roku 1921 pre atomy striebra, ktoré maji najmenej via-
zany elektron v stave 5s1, a napriek tomu videli Stiepenie na dva luce - ani ¢o by m nadobtidalo iba dve
hodnoty. Podobne, Stiepenie na dve hladiny indikovali aj spektroskopické merania ¢o viedlo Uhlenbecka a
Goudsmita k zavedeniu spinu elektrénu, ako vnitorného momentu hybnosti ktorého priemet na os z moze

nadobuidat’ dve hodnoty

h h
kde o je konvencné oznacenie pre kvantové Cislo priemetu spinu na os z. Pol-Ciselnost’ je konzistentna
s algebrou vSeobecného operdtora momentu hybnosti. Musime teda zaviest' novy operator spinu, § =

§xt + 8,7 + 8.k, ktorého komponenty spiiiaji komuta&né vzt ahy

[$x, 8] = ihs; a pod... (419)
pri¢om vlastnymi funkciami operdtora §, sd stavy s priemetom spinu na os z £7/2
R h R h
$: 1) :+§|T>> S ) = _E‘U (420)
a samotné vlastné vektory su pritom, ako kazdé vlastné vektory Hermitovského operdtora, ortonormované
(T =¢1h=1 421)
(P ={1H=0 (422)

Ako sme videli v Casti o vlastnych funkcidch operdtora momentu hybnosti, pol-celé vlastné hodnoty
nie su reprezentovatel'né komplexnou vlnovou funkciou a teda ide o novi vnutornu vlastnost’ elektronu
ktora nema v klasickej tedrii analdgiu. Okrem toho, kym kvadrat orbitdlneho momentu mdze nadobtidat’
I'ubovol’ne vel’ki hodnotu hzl(l +1),1=0,1,..., kvadrat spinu elektrénu nadobidda len jedind hodnotu

~2 2 Z
<§ >= (=+1)= (423)

Vo vSeobecnosti sa modzZe elektron nachadzat’ v linearnej kombindcii oboch moZnosti, t.j. so spinom hore
aj dole ¢o popiSeme pomocou tzv. spinorej vinovej funkcie

wi(r) 1) +wi(r) 1) = Y ws(r) o), (424)
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tplne danej “koeficientami” y (), ktord ma dve zlozky davajice amplitidy pravdepodobnosti Ze spin

elektronu mé priemet +37 : |y;(r)[* alebo —37 : |y (r)|*> na os z, ked’ sa nachddza v mieste 7. Zo
spinoru ich ziskame skaldrnym ndsobenim s (o’ ] Normahzécia prirodzene bude vyZadovat’
[ @R+ eP) = [@rE e = (425)

Na druhej strane, ak mdme dve ortogondlne spinorové funckie y;(7) [1) +y (r) 1) a ¢y (r) 1)+ (r) 1)

0 = Y (d9s(r)ys(r)|o)dr (426)
— [ esrvolr) (427)

Vidime teda Ze index ¢ modZeme pouZivat' presne ako 4. priestorovu suradnicu vinovej funkcie ktora
ale nadobtida len dve hodnoty a tam, kde pre priestorovi premennd pouZijeme integrovanie, pre spin
pouZijeme sumaciu.

Koeficienty ys(r) ndm postacia aj pri uvaZzovani pdsobenia operdtora §: napr. pre §; mame

sZZ% )|o) _sZZ\a/><o |Z% >:Z§Z\a’>%/(r). (428)

Ak nés bude iba zaujimat’ rozvojovy koeficient ¢ (7) vysledného spinoru skaldrne ndsobime s (o] a
dostaneme

do (1) = Z<clfz 16") 0o (7) (429)

operdtor §, potrebujeme vediet’ iba ako maticu 2 x 2.
Samotny stav |1/ |) zodpoveda abstraktnému stavu |/ = %,m=+1) Studovanom v Casti o operdtore
momentu hybnosti a vSetky tam ndjdené identity, napriklad maticové elementy, platia i tu, t.j.

cln _ B[ 41 0] _n
(o]$:|0") = 5{ 0 _1]_502 (430)
(431)
A / O 1 A / O 0
(o]sT|o’) = h{O o}’ (0§ }@:h{l 0} (432)
in _ Rh[O 1] n
(o]8c|0") = 5{1 o] 30 (433)
N —i] _n
. (o]$ o>:§{(l_’ ol}zi"y (434)
(435)

Matice oy, 0y a 0 sa nazyvaju Pauliho matice a vidime nekomutuju, posuvné operdtory postvajui a.t.d’.
Na zdklade experimentov vieme, Ze operdtor spinu nim do Hamiltonidnu vchéddza identicky ako mo-
ment hybnosti, t.j.

A = 5B s (436)
2m,

Na zdklade merani vel'kosti rozStiepenia degenerovanych hladin sa ukazuje, Ze pre spin je nutné zaviest’
tzv. gyromagneticky faktor g = 2. Uvedomme si Ze g = 1 pre orbitdlny moment.
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Spin, nakol’ko je vnitornou vlastnost ou elektrénu, reaguje aj na magnetické pole generované relativ-
nym pohybom kladného jadra “okolo” elektrénu. Ako je zndme z elektrodynamiky, v dosledku transfor-
macii poli do pohybujticej sa sustavy pohybujicej sa rychlost’ ou v, bude na Casticu v jej pokojovej sustave
posobit’ magnetické pole [2]

v
B’:B——ZXE (437)
c
a preto pre uvdzenie spinu treba eSte uviest’ aj tzv. spin-orbitdlnu interakciu

/
A egs . A
AH,; = ——2m§cz(p><E)-s (438)

Pre atémy, resp. pre elektrony pohybujice sa v sféricky symetrickych potencidloch ¢ (r) mame

19¢(r)
E = -V —— 439
o(r) r odr (439)
a spin-orbitdlna interakcia nadobuda tvar
. 10 .
ARy =~ 1900) 5 o (440)

dm2cr Jdr

ktory jasne poukazuje na pdvod ndzvu tohto Clena v Hamiltonidne. Hoci ide o komplikovany ¢len v
Hamiltonidne, ¢asto ho mozno zaritat’ poruchovo nakol’ko napr. pre atom vodika mame

N 1 e e
AHg ~

R
2 Yy
g~

s— X SRy ~ 10~*Ry, (441)
Mmec”me  4mepay meC

a teda ide o ¢len maly v porovnani s typickou kinetickou a potencidlnou energiou elektrénu v atéme
vodika.

Akoby “na potvoru” v pripade spin-orbitdlnej interakcie sa ukazuje Ze gyromagneticky faktor by mal
byt opit’ len 1. Cely tento zmitok s g poukazuje na fakt Ze tedrii nieCo chyba. Uz z vyskytu Clena ~ C%
sa da usudit’ Ze je pre uspokojivu tedriu treba seriézne uvazit' Specidlnu tedriu relativity pri konstrukcii
Hamiltonidnu. Toto sa podarilo P. Diracovi, ktory sformuloval relativisticky korektnu teériu elektronu z
ktorej existencia spinu ako aj “premienavy” gyromagneticky faktor vyjde automaticky.

Celkovy moment hybnosti Vrat'me sa spit’ k nulovému magnetickému polu. V ddsledku existencie
spin-orbitilnej interakcie nekomutuje Hamiltonidn s L, a §. samostatne, inymi slovami, ked’ otdcame
systém musime tocit’ nie len polohu elektrénu ale aj jeho spin naraz. Preto sa namiesto kvantovych Cisel
I,m, o zavadza reprezenticia v ktorej sd vlastné stavy vlastnymi stavmi operdtorov H,L2,J? a J, kde J
je operéator celkového momentu hybnosti

J = L+3 (442)
J? = [*+35%4+25- L (443)

Posledny predpis explicitne ukazuje, Ze spin-orbitdlna interakcia a teda cely Hamiltonidn komutuje s
operatormi H,L?,J% a J; a teda Ze tieto mdZu byt’ vzaté pre konstrukciu vlastnych stavov Hamiltonianu.

D4 sa ukdzat’ Ze energetické hladiny urcené celkovym magnetickym momentom J sa v magnetickom
poli Stiepia na podhladiny podobne ako je to v pripade jednoduchého orbitdlneho momentu

ehgy
2m

Ejpm, = BMyM;=J,0—1,....—J
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kde g7 je tzv. Landého faktor 23

JJ+1)+s(s+1)—L(L+1)
2J(J+1)

g =1+

Vo vseobecnosti je jeho vypocet komplikovany a zavisli od typu atdmu a aj okolo-rozprestierajicich sa
mikroskopickych poli. Toto je s vyhodou pouZiva v magnetickej rezonancnej spektroskopii pre identifi-
kaciu atémov v tuhych latkach ¢i Stddium Struktiry a kompozicie molekdl. Pri pouZziti magnetickych poli
rddovo B ~ 1072T je rozdiel medzi nasledovnymi energetickymi hladinami AE ~ h x 10°Hz,

2.4.3 Poruchova metéda pre ¢asovo-premenné procesy

Tak toto v 2006 nestiham...

e Casovo-zavisld porucha v Hamiltonidne

interakény rozvoj do 1. radu

Fermiho zlaté pravidlo

elektromagnetickd vlna ako porucha

pravdepodobnost’ prechodu - absorpcia

23 Priklad: Néjdite tvar pre Landého faktor pouZitim tvaru interakéného Hamiltonidnu AH = - B - (L+2§) = 52 B - (J+5)
pouZitim identity [? = (J —§)? = 2+ 82 —J-§—5§-J.
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2.5 Kvantova mechanika mnohych castic - zikladné myslienky

Pre kvantovomechanicky popis mnoho-¢asticového systému musime zaviest’ vlnovu funkciu systému ako
celku, t.j. pre Castice so suradnicami 7,77, ...TN

D(r1,72,...7N31) (444)

ktord ndm bude davat’ pravdepodobnost’ Ze Castica 1 sa nachddza v objeme €2, Castica 2 v objeme £, ...
a Castica N v objeme Qy pomocou integrovania jej kvadratu, t.j. pomocou vyrazu

/ Erid’ry.. . dry|®(ry, 1, .. N0 (445)
Q[ XQZX...QN

Podobne ako v pripade jednej Castice je Casovy vyvoj takejto mnoho-Casticovej vinovej funkcie dany
Schroedingerovou rovnicou

d A
ihECD({ri};t) =H®D({r;};t) (446)
kde
L N X NN
A=Y 2C+ Y Vilrit)+5 3 Y uijllri— ). (447)
=~ 2m = 2 =&
= = i=1 j#i
Operator hybnosti je podobne ako v pripade jednej Castice dany pomocou operatora gradientu
d ) d
p, = —ihV;, Vi=t—+j—+k— 448
pl l Ly l zaxi +.7 ayl + aZi ( )

pri¢om okrem potenciélnej energie kazdej Castice, V;(r;) sme zaviedli aj interakciu medzi roznymi Casti-
cami u;;(|r; — rj|) ktord typicky zavisi od vzdialenosti tychto Castic. Ako priklad si m6Zeme predstavit’
Hamiltonian dvoch elektréonov v atéme He. V tomto pripade

Ye(—
Vi(ry) % potencidlna energia elektrénu i v poli jadra s ndbojom + 2e (449)
o|7i
upp(|ry —ral) m Coulombicka repulzia 1. a 2. elektrénu (450)

V pripade jednej Castice sme videli Ze okrem stradnic Castice maju eSte jeden - Cisto kvantovo-
mechanicky stupen vol'nosti - spin o}, ktory treba tieZ zaviest’ ako suradnicu vinovej funkcie. V kvantove;j
mechanike sa Casto pouZziva zjednoduSené znacenie

x; = (r;,0;) 451)

ktorého sa budeme pridrziavat’ aj my. Zmysel integrovania cez x je potom

[ax= Z [dn (452)

pricom sumujeme cez vSetky pripustné hodnoty priemetu spinu ¢ = s,s — 1,5 —2,..., —s. Pre elektrony,
ktorych spin je 1/2 ide o sumu len cez dve hodnoty, +1/2,—1/2.

Ako prvy krok v rieSeni Schroedingerovej rovnice méZeme pre ¢asovo nezavislé externé potencidly
previest’ separdciu Casovej premennej od priestorovych, ¢im prideme ku staciondrnej SchR, rsp. rovnici
pre vlastné stavy Hamiltonidnu mnoho-€asticového problému

Ay (x) = Edy(x) (453)
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Vlastny stav s energiou E bude mat’ uz vel'mi jednoduchu zdvislost’ od Casu
-E
O (x,t) = Pp(x)e ', (454)
v Uplnej analdgii so situdciou pre jednu Casticu.

V pripade Ze by ¢len vzdjomnej interakcie nebol pritomny, mohli by sme vysSie uvedend vlastnu
rovnicu rozseparovat’ pre jednotlivé Castice.

E = Ei+Ey+...+EN (455)

O(xy, T2, en) = O1(x1)P2(x2)..-On(TN) (456)
A2

5y i) Vi) i) = Ei(a) (457)

pricom v poslednej rovnici si musime dat’ pozor Ze indexy nepocitaju rozne vlastné stavy a energie jednej
Castice ale oznaCuju vlastné stavy rdznych Castic. Kym ®(xy,x»,...,xy) predstavuje mnohocasticovy
stav, ¢;(x) predstavuju tzv. jednocasticové stavy.

V sucinovej vlnovej funkcii si vSimnime nesmiernu degenerdciu stavov pre N identickych Castic. Je
jedno, ¢i je argument x; v funkcii ¢;() alebo ¢;(). Evidentne, mdme k dispozicii N! degenerovanych
stavov. Pontka sa otdzka - zodpovedaju vSetky tieto stavy redlne odliSnym stavom systému?

Vezmime si najprv stav dplne symetricky vzhI’adom na I'ubovol ni zdmenu dvoch Castic

— W Y. di(@i)da(z)...on (2iv) 9

perm

CI)S(XI7"'7XN)

potom, nakol’ko je Hamiltonidn symetricky vzhl’adom na I'ubovol' nd zdmenu dvoch Castic, bude aj vinova
funkcie @5 symetrickd vzhl'adom na zdmenu &astic v I'ubovol’ nom neskor§om &ase ak bola symetrickd
v t = 0. Castice s touto vlastnost ou nazyvame bozény a ukazuje sa Ze ich vnitorny moment hybnosti
- spin - nadobuda celo-Cislelné hodnoty. Predstavitel' mi su foton (elektromagnetické pole), gluén (silnd
interakcia), W-bozon (slaba interakcia).

Na druhej strane, ak prevedieme tplne anti-symetrizovany sucin, dostaneme vinovu funkciu

¢1(z1) ¢o(x1) ... ¢n(z1)
1 | ¢1(z2) ¢o(x2) ... On(x2)

q)A(xl,...,xN) = —F

Wi (459)

¢1(;UN) ¢2(;EN) <PN'('€1.3N)

Podobne, pretoZe Hamiltonidn N Castic je symetricky vzhl’adom na I'ubovol' ni zdmenu, tak aj bola su-
¢inova funkcia anti-symetrickd pre r = 0 potom takou zostane aj pre 'ubovol'né ¢ > 0. Castice popisané
takouto vlnovou funkciou nazyvame fermidny a ukazuje sa Ze ich vnitorny spin nadobuda pol-celoc¢islené
hodnoty. Typickym predstavitel' om je elektrén ale aj taky kvark, oba so spinom 1/2, priCom posledné v
trojiciach tvoria neutrén alebo protdn.

Z mnoho-Casticovej funkcii v tvare determinanu jednocasticovych funkcii vyplyva pre neinteragujice
fermidny tzv. Pauliho vyluCovaci princip: neexistuje stav ktory by obsahoval dva fermiény v tom is-
tom jedno-Casticovom stave. PribliZzenie neinteragujtcich elektrénov pre popis elektronového obalu viac-
elektréonovych atdmov ndm potom ponika obraz, Ze v kazdom vodiku-podobnom stave s danym n,/,ma o
je prave jeden elektrén. Napr. atém uhlika s 6 elektrénmi m4 $truktiru C: 15*2s?2p?. Samozrejme toto je
naozaj len orientacné a pre presnejsi pristup treba pouzit’ r6zne numerické mnoho-elektrénové metodiky.
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